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1 Die Maxwellgleichungen

1.1 Ladungen und Stréme

Elektrische Ladungen sind an Materie gebunden.

Ladungseinheit: Coulomb (C)

1C =1As

Die Ladung ist eine skalare und extensive Grofe.

(21 und Qs seien Ladungen in disjunkten Raumbereichen. Die Gesamtladung betréagt

somit:
Q=01+
Fiir = 0 gilt nicht @), = @2 = 0, da es sowohl negative, als auch positive Ladungen
gibt.
Freie Ladungen sind immer Vielfache einer Elementarladung e = 1,602 - 1071°C.

Oft ist es sinnvoll mit der Ladungsdichte zu arbeiten.

. AQ
p(r) = Jim =7

AQ ist hierbei die Ladung in AV'.
Offensichtlich gilt:

Q= [
Fiir die Beschreibung von Punktladungen gilt:

p(r) =q-o(r—7")

Analog gilt fiir mehrere Punktladungen

p(F) = Ga - 0(F —72)
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Falls die Punktladungen beweglich auf der Bahnkurve 7, (t) sind gilt:

N
pF) =D da O(F = 1a(1)
a=1
Bei einer Ladungsénderung in einfach zusammenhédngendem Raumbereich V' ergibt sich:
AQ =AQW + AQY

Dabei ist AQ™ die im Raumbereich erzeugte bzw. vernichtete Ladung und AQ® die
durch die Oberfléche zu-/abgeflossene Ladung.
Die pro Zeiteinheit durch die Oberfliche (V') flieende Ladung gibt Anlafl zum Ladungs-

strom.

s ’ AQ(Q)
=T A At

Fiir I < 0 fliet der Strom nach innen und fiir 7 > 0 fliet der Strom nach aufien.

Mit Hilfe der Erzeugungs-/Vernichtungsrate A = QW im Volumen V gilt folgende Bi-

lanzgleichung;:

Q+I=A

Die Erfahrung besagt, dafi es keine Quellen oder Senken fiir elektrische Ladungen gibt.
Daraus folgt der Erhaltungssatz fiir die elektrische Ladung.

Q+I1=0

Fiir die differentielle Betrachtung definieren wir die Stromdichte senkrecht zum Flachenelement

Aa.
SR AT
Jn=IJL= G A

e - UOrma'enefnhefﬁsveéiar
n

A 4

3

Ao
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mit

wobei j’(ﬁ t) das Vektorfeld der Stromung bzw. das Stromdichtefeld ist.
Mit Hilfe von

da €, = dd
folgt somit
1) = / )

Fiir das Stromdichtefeld bewegter Punktladungen gilt:

JE) =D - Talt) - 8(7 = 7a(t))

Damit konnen wir den Erhaltungssatz der Ladungen formulieren als

d -
— | d&*Fp(F,t) +/ da- j(r,t) =0
_JW)

ai /.
~ ~~ —_—— —
V=const: [ d37p(7t) Jy d37 NG

1

<

Damit ergibt sich die lokale (diefferentielle) Form der Ladungserhaltung, die sogenannte

" Kontinuitéitsgleichung ”:

p+V-57=0

1.2 Differentielle Maxwellgleichungen

Im Vakuum kann der elektromagnetische Zustand des Raumes durch zwei Vektorfelder

beschrieben werden:

e clektrisches Feld E(7,t)
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e magnetisches Induktionsfeld B(7,t)

Im Inertialsystem sind diese Felder mit Ladungsdichten und Stromdichten verkniipft

durch folgende Gleichungen:

<
o]l
I

0 homogene MW G im Vakuum

—

+ B =0 homogene MW G im Vakuum

1
— - p inhomogene MW G im Vakuum
€o

S]]

V x

-E

<l
X
o]}
|
ﬁt\3| = 4l

E = Lo .7 inhomogene MWG im Vakuum

mit g = 47 - 107775 € = 8,854 - 1071245 ¢y - pg = 5 mit ¢ =3-10%2.

Bemerkung:
Die Maxwellgleichungen sind linear.

= Felder kénnen sich iiberlagern ohne sich gegenseitig zu beeinflussen.

Die Maxwellgleichungen beschreiben den Einfluf von Ladungen und Stromen auf Felder,
welche ihrerseits auf geladene Teilchen wirken.

Ein System von N Punktladungen qo erfihrt die Lorentz-Kraft:

N
F=) F,= Z o E(Fa(t),1) + quia(t) x B(Fa(t),t)
a=1 =1

Die zugehorige Kraftdichte ergibt sich aus:

FF 1) = p(F ) E(F 1) + j(7 1) x B(F,t)

Diese erfiillt
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Die Maxwellgleichungen im Vakuum beschreiben elektromagnetische Eigenschaften der
Materie korrekt, aber sind fiir makroskopische Systeme oft unpraktisch: typischerweise

sind 10%* Einzelladungen zu beriicksichtigen.

Beispiel:
In der Optik miissten alle Blenden, Linsen und Spiegel auf atomistischem Niveau be-

schrieben werden.

=Mittelung iiber atomistische Strukturen
=makroskopische Maxwellgleichungen, die nur noch makroskopisch relevante Ladungen

enthalten

Die mikroskopischen Informationen sind jetzt in
Polarisation P(7,t) und

Magnetisierung M (7, 1)

enthalten.

Wir definieren das Verschiebungsfeld
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Dafiir gelten jetzt die makroskopischen Maxwellgleichungen:

V-B=0
ﬁxﬁ—l—ézo
V-D=p
VxH-D=]

Hierbei sind p und j jetzt die makroskopisch relevanten Ladungs- und Stromdichten. Ein
Teil der Ladungs- und Stromdichten ist jetzt bereits in D und in H-Feldern enthalten.
Der materialspezifische Zusammenhang zwischen Feldern und Polarisation/Magnetisierung
wird durch die Materialgleichung bestimmt. Im allgemeinsten Fall wird dies durch Funk-

tionale bestimmt.
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Spezialfall: lineare Medien, lokaler Zusammenhang

dielektrische Suszeptibilitaet
— o / /_Jh — / (O) —
Pi(7,t) = ¢ dt Xii (75 1) E(rit—t)+ ...+ P (T, t)
0 N——

N—— thermische Fluktationen
Kausalitaet

Das Zeitintegral tragt der Kausalitit Rechnung und lauft effektiv nur iiber die endliche
Zeit, die durch das Gedéachtnis des Systems gegeben ist. Die thermischen Fluktationen

werden im folgenden vernachlassigt.
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Bei der Betrachtung im Frequenzraum ergibt sich:

—

E(7t) = / dw e E (7, w)
P(7t) = / dw e~ P(7,w)
X (Thw) = / drxi; (7, 7)e™™
0
Damit ergibt sich fiir die Materialgleichung

Pi(7, w) = eoxi; (T, w) E; (7, w)

Mit D = ¢ E + P ergibt sich:

Di(7,w) = €0 (0ij + x5 (T, w)) E;(r,w)
61‘;‘?7;7&0)

wobei €;;(7,w) der komplexwertige Dielektrizitétstensor ist.

Spezialfall: schmalbandige Felder
€37, w) & €;(7, wo) = €;5(7)
dann gilt approximativ
DZ(F, t) = Eij(F)Ej (’I?, t)

bzw. fiir isotrope Medien

—

D(F,t) = e(F)E(F, 1)

Oft € = ¢ - €., wobei ¢, die relative Dielektrizitatskonstante und €(7) die Dielektri-
zitatskonstante ist.

Analog kénnen die magnetischen Medien betrachtet werden. Fiir isotrope Medien gilt:

(7) Ho
Permeabilitaet

10
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1.3 Kramers-Kronig-Beziehung

Sind Real- und Imaginérteil der Suszeptibilitét

ww) = [ dr i)

voneinander unabhéngig?

Untersucht wird folgendes Kurvenintegral in der komplexen Ebene:

I = lim X(w)

—————dw
n—+0 Jo w — wo + 11

lm w A

A 4

w;-ir,_ Re w

X(w) = / dr exp {—71 Imw + it Rew} x(7)
0

Dieses Integral ist endlich fiir Im w > 0 (obere Halbebene).

Falls Im w = 0, so gilt:

/ dr 61’7‘ Rew X<T>
0

</ dr |e'™ | X(T):/ dr x(7) = Xs
0 0

11
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Fiir statische Felder gilt:

P(t) =P, = / ¢ dr X(r) E(t—7) = 0 x» Es
O \W—/

Es

= x(w) ist in der gesamten oberen Halbebene regulir.

Bemerkung;:

Dies ist Folge der Kausalitét, d.h. der unteren Integrationsgrenze in y(w) = fooo dr ™™ x(1)!

=Der Integrand von I hat keine Polstelle innerhalb von C

= [=0=Ilim L),dw%—/ X(w) dw
n—=0 J_o W — wp+1m Kreisbogen

Mit w = wy + R e gilt:

™ R i ) ™ )
/ xw) dw:z’/ X{wo + R %) >Re“"ds0=i/ X(wo + R ) dop
Kreisbogen W — W0 0 R e 0

mit
X(wo + R €¥) = / dr exp{—7R sing + i1 [wo + R cos p|}x(7)
0

Dies verschwindet fiir R — oo und fiir 0 < ¢ < 7.

o

i [ X))
n—=0 J_ o w—wy+ 1

dw =20

O:Jmltlm(w—MMXW)mw_[f mx(w)

2

n—0 0 (w - wO)Q + 772 0 (w - wO)Q +n
M @)

Es folgt fiir (1)

/OO (W= wo)xlw) 40 gy /OO Xﬁ“’) dw

oo (W —wo)? +7? w

und fiir (2)

*©inx(w) : _ Lo
/_OO (w—w0)2+n2dw mit §(z) = = lim ———

12
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= —im /_00 d(w — wo)x(w)dw — im x(wp)

S (w) = & O, /_Oo X@) 4,

s w — Wy

Mit x(w) = x'(w) +ix"(w) folgen die Kramer-Kronig-Relationen:

1 o0 7
X (wo) = - C.H. / de

W — Wy
1 oo /
X" (wo) = —— C.H. / X(w) dw
™ —0o W — Wo

D.h. Realteil und Imaginérteil der Suszeptibilitidt (und damit auch der dielektr. Funkti-

on) sind nicht frei wihlbar.

Bemerkung:
e Sind keine Materialeigenschaften sondern Ausdruck des Kausalitétsprinzips

e praktische Relevanz: aus der Messung von y” wird typischerweise x’ bestimmt

13
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wy und ws werden Mediumresonanzen genannt. Dort tritt der Energieverlust des elek-

tromagnetischen Feldes auf.

1.4 Integrale Maxwellgleichungen

V-B=0 (1)
Vx B+ B=0 (2)
V-D=p (3)
VxH-D=] (4)

Wir integrieren (3) iiber dem Volumen V/

f(v) da-D Q—Gesamtladung in V
= Der Fluf} des Verschiedungsfeldes durch die Oberfliche eines Volumens ist gleich der
darin enthaltenen Ladung.

Beim integrieren iiber (1) ergibt sich:

/ di-B =0
)

= Der Flufl der magnetischen Induktion durch die Oberfliche eines jeden endlichen
Volumens verschwindet — 7 magnetische Ladungen

Wir integrieren (4) iiber der Fliche a:

/daﬁxﬁz/da-ﬂ/da-ﬁ
a a a

JSay@™H 1

14
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Fiir zeitlich unverdnderliche Flachen gilt:

/ df-ﬁzui/da-ﬁ
(CL) dt a

D.h. die Ladungsstrome I und die “Verschiebungsstrome“ % fa di- D fiihren zu Wirbeln

des magnetischen Feldes.

Analog ergibt sich aus (2) das sogenannte “Induktionsgesetz “:

/df-ﬁ——i da- B
(a) dt a

D.h. zeitlich verdnderlicher magnetischer FluB fiihrt zu Wirbeln des elektrischen Feldes,
d.h. zur Induktion.

Bemerkung;:
e Integrale und differentielle Maxwellgleichungen sind offensichtlich dquivalent.

e Historisch gesehen wurde zuerst die integrale Form gefunden. — physikalisch an-

schaulicher

e Die differentielle Form ist gelegentlich mathematisch geeigneter.

1.5 Mikroskopische und Makroskopische Elektrodynamik

. d
. D= —
v p dt
V-D=p (*)
Vxd-D=] v

15



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitédt Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Physik

=p+V-j=0
D.h. die Maxwellgleichungen enthalten die Ladungserhaltung, welche hier abgeleitet ist

fiir die makroskopischen Ladungen. Offensichtlich gilt dies auch fiir die mikroskopischen

Ladungen:
N | d
V-E=—) —
Eop dt
- 5 1
V-E=—/p
€0
— — 1 — —;/ —
VXB——QE:MOJ \V4
c
— — — 1 — — —,
\Y <VXB-;E> :Mov ]/
1 1 -
— /:V j/ miteo Mo = —&
et € o 2
Es gilt:

5:€0E+ﬁ
— 1 — —
H:—<B— )
Ho

Aus (x) folgt:

wobei p = —V - P gilt.
Aus (xx) folgt:

16
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- - 1 4 B .
:>V><B——2E:,u0<j+P+—V><M)
¢ Ho

=i+

N J/

wobei j = P + uioﬁ x M ist.
D.h. wir haben makroskopische Maxwellgleichungen (x)/(*x) in die Form der mikrosko-

pischen Maxwellgleichungen gebracht,

|
V-E=—/p

€0

.o~ 1= .,
VXB—EE:,qu

jedoch fiir modifizierte Ladungen und Stromdichten p’ und j” .

Sowohl fiir p' und 7', als auch fiir p und j gilt die Kontinuitéitsgleichung.

0, j “sichtbare® oder “freie“ Ladungen bzw. deren Stromdichte

0", 7" “unsichtbare® oder “gebundene® Ladungen bzw. deren Stromdichte, die AnlaB

zur Polarisation P und Magnetisierung M des Mediums geben

Interpretation der unsichtbaren Ladungen?

Wir betrachten einen makroskopischen Kérper mit endlichem Volumen.

17
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Q"= [ & o _—/ di-P =0

v . V)
—_Vv.P

Da P auBerhalb des Korpers verschwindet, resultiert die Ladungsdichte der unsichtbaren

Ladungen in verschwindender Gesamtladung.

Fiir weitere Betrachtungen definieren wir eine Mittelung der Feldfunktion mit einer

—

reellen Testfunktion g(7)

(FE0) = [ & g7) FE- 7
Diese Testfunktion ist isotrop, auf Eins normiert und glatt im Bezug auf den Abstand

atomarer Bausteine.

— /) c

LB wss Gi“erl(oqs‘mn*\-e_

Offensichtlich gilt:

aii <F(F7t)>—/d3f' o(7) 8F<g;f’,t) <8F<fa;m)>

) OF (7 — 1) <(9F(F— 7, t)>

—(F(F — 3 —~ —
o () = [ &7 o) S ~
Angewendet auf die Maxwellgleichungen heifit das, daf§ die Mittelung der mikroskopi-

schen Gleichungen resultieren in:

<6 . §> Y <§> -0 - V-B=0 (makroskopische Gleichung)

18
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<6 x E + §> =V x <E> + ’ <@tB> — VxE+ B=0 (makroskopische Gleichung)

Jetzt werden die inhomogenen Gleichungen betrachtet:

(7:8) -5 {8) Lo+ 9:5- Lo
und
(98- 18) =2 (5) 225 () = €x5-2 =)

Nun wird die Ladungsdichte genauer betrachtet:

p(rt) = pr(Fit)  +  pal(Ft)
S—— ——
freie Ladungen  atomare Ladungen

alle Atome
Pat(T 1) = Z P75t

alle Ladungen des n—ten Atoms

Nun werden Mittelpunktskoordinaten 7, und Relativkoordinaten 77, eingefiihrt

Taw — Tn + Ta,

damit

an /d3rgf')(5(7"—7“—rn( — T, (t ann [T — T (t) — T, (2)]

Nun wird d1e Taylor—Entwmklung innerhalb des Atoms gemacht.
ann{ 7= T) —V T, g(F—Fn)+...}

mit ¢, = Y, Ga, als Gesamtladung des n-ten Atoms und d, = > a, don Ta, (t) als
Dipolmoment des n-ten Atoms.

Hieraus folgt:

(a7, 8)) = G 9F=F(0) =V (8) 9T+ = (g O(F = 7(£)) =V -(dut) (7 = Falt)) ) +...

19
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Nun wird iiber alle Beitrdge summiert und ausgenutzt, dafl gilt
p(r.t) = <Pf(7", )+ gult) 67— Fn(t))>

P(Ft) = <Z dn(t) 6(r — rn(t))>

Damit wurde gezeigt, dafl folgendes gilt:

—

(p) = p(F,t) =V - P(,t) = pl(7' 1)
W—’

Wobei p(7,t) als “wahre®, “freie“ Ladung, p” als “unsichtbare* Ladung und p/(7,t) als
Quelle des gemittelten E-Feldes bezeichnet wird.

Analog hierzu die Betrachtung fiir die mikroskopische Stromdichte im ruhenden Medium.

Dies fiihrt auf
(G 0) = F 0 = (78 + PO + g ¥ x M7 1)

mit der Magnetisierung

M (7 t) = <Z i (1) 8(7 — Fn(t))>

wobei das magnetische Moment des n-ten Atoms 17,, definiert ist durch:

- 1 — N Qan r
i = SH0 D o, T () X 7o, (6) = 3 B0 L,

[e79) Qn

Hierbei entspricht Ean dem Drehimpuls der Ladung a,

= M und P wurden auf atomistische Grofien der Materie zuriickgefiihrt.

20
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2 Elektrostatik

2.1 Elektrisches Feld im Vakuum

Wir untersuchen zunéchst zeitunabhingige Felder.

—

&

damit vereinfachen sich die Maxwellgleichungen zu

V-D=p
VxE=0
V.-B=0
VxH=7

Bei den ersten beiden Gleichungen handelt es sich um elektrische Feldgleichungen, welche
der Elektrostatik angehoren, und bei den letzten beiden Gleichungen um magnetische

Feldgleichungen (Magnetostatik).

Voraussetzungen fiir statische Felder?
D=0=0=VD=)

wegen
p+Vi=0=Vj=0
= Es existieren keine Stromquellen im Endlichen.

H=0=0=VxH=j=j=0

= Die Stomdichte ist zeitlich konstant.

21
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Bemerkung:

p=0undj=0

mit ; # 0 nur fiir “verschmierte“ Ladungs- und Stromdichte erfiillbar, da fiir punktférmige

Ladungen gilt:
pP= ZQa 6(7 — 7o)

und daher p = 0 ruhende Ladungen bedeutet

Elektrisches Feld von Punktladungen?

Sei p(7) = q 6(7)

weiter gilt:
VxE=0
Wir suchen nun die Loésung dieser beiden Differentialgleichungen. Das Problem ist ku-

gelsymmetrisch:

—

= E(7) = Em;

Das Feld ist wirbelfrei, was heifit, daf§ automatisch V x E = 0 erfiillt wird.

/ &7
|4

Es bleibt weiterhin:

q o(r)

eV - E(F)
Vv

60/d3F6E'(F):q

Il 4
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Bei Integration iiber einer Kugel vom Radius 7 ergibt sich:

60/ d@ - E(F) = 47 r* ¢y E(r)
V)

q 1

= F = A
(r) 47 €y 12
o q T
= F = .
() 4 €9 13

Verallgemeinert gilt fiir N, Punktladungen an 7,:

41 €

. 1 .3
B(r) = / > plit)

= “quellenméBige Darstellung“ des E-Feldes

Beispiele zur Feldberechnung;:

1. Kugelsymmetrische Ladungsverteilung

&)1

%
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Die “quellenméfige Darstellung“ ist immer méglich:

Die Rechnung ist beliebig kompliziert. Oft ist es also einfacher vom Gauf’schen

Gesetz zu starten.

T P

47 €0 72
Speziell:
Fiir eine homogen geladene Kugel mit Radius R und Gesamtladung @) gilt:

4i <R
4 R3
plr) =4 3
0 7] > R
3
r
e T’SR
Q)= &
Q r>R
1 % r<R
:>E(r):4 0
T o - r>R
,
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ch) A

4

~ ~ (7.
i >
1 /7

2. Linienladung (co langer Stab)

A ist die Ladung pro Léngeneinheit (homogen geladen)

/ di-E = E(r)-2xr-L
(Zylinder)

Da dalE gibt es keinen Beitrag von der Leiterfliche. Fiir die eingeschlossene

Ladung gilt:
/
/ di-E = @
(Zylinder) €o

2

T
Q/(,r): AL@ TSR
AL r>R
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A
s TSR
= E(r)= €0 4
A
r>R
€ 27T
£e) 4
s
s B d
3. homogen geladene, co ausgedehnte Fléiche
( 3 : AR
; ’x

-koh

o ist die Ladung pro Flacheneinheit.

/ o-tR? |z|>h
Q:
O"7TR2% lz] < h

/
Q:/ dd-E:E(x)-Q-/ dd =2 - E(z) - nR?
€0 (Zylinder) Zylindergrundfldache
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mit ELda auf dem Zylindermantel.

— > h
— = T
2¢g h -
EG) A

!
L<-
s 3
xV

Bemerkung: Abklingverhalten fiir r — oo

e Punktladung: E(r) oc r~2
e Linienladung: F(r) oc r~*

e Flichenladung: E(r) oc r°

Coulombsches Kraftgesetz

Die Punktladung ¢; sei an 7

= q1 o —T

E(7%)

Cdme |7 -7
Die Probeladung ¢y an 75 erfahrt nach dem Lorentzschen Kraftgesetz:

—

ﬁEﬁQl :q2E(F2>
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D.h. fiir das “Coulombsches Kraftgesetz“ gilt

= q1 - 42 Ty —
Fy = :

- -3
dmey |ry—r1

Bemerkung:

1. Umgekehrt erfahrt ¢; im Feld der Ladung ¢» die Kraft

= q1 - g2 T — T2

F12: - _ﬁQI

Ame | — i

2. Wir haben in ﬁgl nur das Feld von ¢, betrachtet, nicht das Feld von ¢,. Dieses
wére unendlich groff, aber nicht gerichtet, da die Punktladung im Zentrum ih-
res eigenen Feldes ist. Die sogenannte “Selbstwechselwirkung® tritt aber bei der

kontinuierlichen Ladungsdichte auf. Dann gilt fiir die Kraftdichte:
f(7) = p(ME(P
Diese wirkt auf

dq = dV p(7) mit dF = dV p(7) E(7)

3. Das Coulomb-Gesetz folgt dem gleichen Abstandsgesetz wie die Gravitationskraft.
Es kann allergings anziehend und abstoflend wirken. Die Coulombkraft ist sowohl

zentral, als auch konservativ.

4. Das Coulomb-Gesetz verkniipft Ladungen mit Kréften und Langen und legt damit

den Wert von ¢ fest.
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2.2 Skalares Potential

Wir starten wieder von den elektrischen Feldgleichungen

VxE=0
E muB als Gradient eines skalaren Potentials darstellbar sein:

E(f) = =V (7

Damit folgt aus obiger Feldgleichung die Poisson-Gleichung;:

Ap() = — ()

€0

Damit kann die Berechnung des elektrischen Feldes auf die Losung der Poisson-Gleichung
fiir das skalare Potential zuriickgefiihrt werden.

© kann nur bis auf eine Konstante bestimmt werden.

= Nur die Potentialdifferenz ist physikalisch relevant. Diese Potentialdifferenzen werden

als “Spannung“ U bezeichnet.

€A

p(72)

U =Ua = @(11) — ()
Die Einheit des Potentials/der Spannung ist das Volt. [¢] = [U] =V
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Offensichtlich hat die Punktladung ¢ bei 7 folgendes Potential

1 q
T) = .
o= e S
denn es gilt: .
N |
Fe V- q T TS

T dme |- -
0 v — !

Die Poissonsgleichung ist linear, d.h. fiir das Potential gilt das Superpositionsprinzip.

Dies bedeutet, dal das Potential mehrerer Punktladungen gegeben ist durch

— 1 qa
P(F) = 47regza: |77 — T
bzw. fiir eine inselférmige Ladungsdichte

o) = o [ 22

4 1 € P

Ist eine Losung der Poisson-Gleichuung bekannt, konnen weitere konstruiert werden,
indem beliebige Losungen der homogenen Potentialgleichung (d.h. Laplace-Gleichung)

addiert werden.—Wir konnen damit RB befriedigen.

Ap =0 “Laplace — Gleichung“

Bemerkung;:

Die “Green-Funktion“ der Poisson-Gleichung ist definiert durch
AGy(r) = —=d(r)

Es gilt die Identitét

d.h.
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Speziell bei einer Punktladung bei 7

1
o) == [ @5 Golr =) 4 57 - )
€0
o 4 _ 1 GoF -7
dme |[F=7| €
1 1
= G - .
RN
damit ergibt sich
I ()
= | $PF-L
o) 47‘(’60/ 7a|7_”—7_"’|

d.h. das bekannte Ergebnis wurde reproduziert durch den “Umweg“ iiber die Green-
Funktion.

Aus dem Potential

folgt die Feldstéarke

2.3 Energie des elektrischen Feldes

Wir verschieben die Punktladung ¢ im Feld E (7) langs einer Kurve C.

-

A
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Fiir die verrichtete Arbeit gilt:
W= / 7 - F(F) = q/ dr - E(7)
c c

mit £ = —ﬁgp folgt

=q Up

Die Arbeit ist wegunabhéngig, da E ein Potential besitzt. Wir kénnen nun die potentielle
Energie

Wpot (,F) =q (P(F)

einfithren. Sie mifit die Arbeit, die an der Punktladung zu verrichten ist, um sie aus dem
Unendlichen an Punkt 7 zu verschieben.
F

Wt (T7) = —Q/ di' - E(i") = q/Fdso = qp(7)

o [e.e]

Das Potential einer bei 7 befindlichen Punktladung ¢' war:

/

q

_777|

—_

p(F) =

=

47 e

=-Die potentielle Energie einer Punktladung ¢ bei 7 im Feld von ¢’ bei 7 ist gegeben
durch

/

1 qq
47 e |r— 1

Wpot -

Wir berechnen nun die Arbeit, um endliches Punktladungssytem zu installieren.

Wir bringen ¢; — 7. Dies erfordert keine Arbeit, W; = 0.

go — FQ erfordert Wy = G201 (77’2> — 1 q192

T 4 7 e |Ta—T1|
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q3 — F?’ erfordert W3 = Q3(801 <F3) + 902(773)) =1 ?rgeo(\f"zq—lfﬂ T |F2q—2171|)
Offensichtlich gilt:

Qo 4y
—%Z% (T _47r60(;:1|f7 — T |

Um die Gesamtarbeit um N Punktladungen zu installieren gilt:

N N
) Gty 1 Galn
W_; “ 4W€0;;‘7m_r, 87“00;’%_%,’

[0}

Anmerkung:

Es werden iiber alle o, @’ summiert mit o # o, d.h. die Selbstenergie ist nicht enthalten.

Verallgemeinert gilt fiir kontinuierliche, inselférmige Ladungsverteilungen:

/d?’—'/dS—lp F)ﬂ
87T€0 |77 — 7|

Bemerkung:

Im Energieinhalt oben ist die Selbstenergie enthalten.

Mit () = 7o [ &°F ‘pf’l,l folgt:

W= [ @) o)

Weiteren Umformung mittels der Poisson-Gleichung

Ap() = = p(0)
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ergibt
W= [ @ o) der) = - /ﬁ%ﬁpwﬁwmri/ﬁﬂﬁwmf
/(V) i (7 V()
Fir
( 1
¥ X -
- 1

lauft [, dd o(P)V(7) gegen 0.
Somit ergibt sich

W= [ & @y

Dies ergibt mit E= —690

W, = %O/d?’F E2(7)

Die obige Gleichung impliziert eine Energiedichte

1 o
we (7) = 560E2(F)

die auch in Raumbereichen von Null verschieden ist, in denen keine Ladung existiert.

Bemerkung:

e Im Fall eines linearen Hintergrundmediums mit e(7) gilt
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[ )
1 qaq,
W = a
8 T e e — 7L

a#a’

kann gréfer oder kleiner Null sein.

W= %O/d?’FFjQ(F)

hingegen ist immer gréfer Null!

Warum?
Da die Selbstenergie im ersten Ausdruck nicht enthalten ist!

2.4 Multipolentwicklung

Eine rdumlich beschrinkte Ladungsverteilung:

Wir interessieren uns fiir das Fernfeld dieser Ladung bei 7 mit 7] << |7]
Das Potential ist gegeben durch

1 - p(1)
— a3y
#(7) 47‘(’60/ T\F—F’\

- r2. 2r
7=yl — —
2 2

7 — 7| = Vr2 412 — 27

Es gilt:

Sei o = T, es gelte |7 << 1.
Sei € = f der Einheitsvektor zum Aufpunkt.
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Damit ergibt sich

7 | = rV/I T o 287

Wir machen die Taylor-Entwicklug um ¢ = 0

n=0 a=x,y,z
1 1
— 1 ——f - 3—»‘—*/
r{ + €v +2[(v
LT
I 2

Damit gilt fiir das Potential

To T

o) = e [ 70 { g B e = P 6] )
(Konvention: summieren iiber doppelte Indizes)
Es gilt:
Q= [ &7 o)
Wir definieren das Dipolmoment
b= [ & o) 1,
und das Quadrupolmoment
Qua= [ &7 p(r) [301, 1 = 7601
Somit erhalten wir fiir das Potential
R L e
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Bemerkung:

e Der Tensor des Quadrupolmoments ist symmetrisch.
= wir erwarten 6 unabhingige Komponenten

In Wirklichkeit sind es aber nur 5, da die Spur verschwindet:

ZQW Z/CP 314, — 7]
_ /d3F’ o(7) [3177 ~317%] =0

e Wir konnen die Taylor-Entwicklung nach kartesischen Koordinaten beliebig fort-
setzen. Die Ausdriicke werden dann beliebig komplex.

= Oft ist eine Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen vorteilhafter.

Ubergang zu sphérischen Koordinaten:

F—(r, ©, ¢)

7 — (', 0 ¢)

Dann gilt:

/

00 l
Z Z rl—l—l 2l_|_1 lm(@ QP)Y* (@7 ()0)
=0 m=

mit der komplexen Kugelﬂachenfunktlon

20411 —m)! _ . im
Yin(©. 90)2\/ P s @)

Dabei sind die reellen Funktionen P/™ die zugeordneten Legendreschen Polynome.

PP (z) = (—ay"(1 — 2% (di)mmx)

Xz

Hier sind P,(z) die Legendreschen Polynome

Rix) = 51 (di) (@ — 1
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Das Einsetzen in die Potentialgleichung liefert

p(r) = Zrlﬂ Z qu:nl im(©, )

€0 —o
mit dem sphérischen Moment
Qi = /p(F’) r? Y (0, ¢)sin@®' dy' dO' dr'
Fiir den Zusammenhang mit den kartesischen Momenten gilt:

qoo = Q@ M onopol

[3 .
qi0 = 4—(192) Dipol
T

3

Q1= — g(px —ipy)  Dipol

3
Q1= \/ (px+zpy) Dipol
q20 = \/ Q?? Quadrupol

1
Gox1 = ig\/ S_W(QM FiQy7) Quadrupol

1

15 . .
G2 = 75 %(Qm —iQyy F 2iQ4y)  Quadrupol

Bemerkung:
Sowohl sphérische Momente, als auch Kugelflichenfunktionen sind komplex. Im Poten-

tial heben sich die Imaginérteile aber auf.

Beispiel: Punktdipol
Wir betrachten 2 Punktladungen —¢q, +¢ mit dem Abstand s.
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: &
o,
S
2 3§
o o
2
-9
-~
S
f+=
2

Das Potential ist gegeben durch die Summe der Punktladungen.

(r) q 1 1

wir) = - I
Areg \ |[F— 3| |7+ 5]

Wir machen die Taylorentwicklung fiir kleine § (s << r)

o) =~ (5590 0

4deq

Grenziibergang:
s—0

q — o0

Jedoch sei das Dipolmoment ¢ - s = p konstant.

Es ergibt sich
1 -1
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Kraft auf einen Punktdipol

— — § — §
F=q|E(r+2)-E(r-2
(1) -#(-3)

Mit der Taylorentwicklung fiir kleine s ergibt sich:

—

F=2g (%5 VE(F) + (’)(33)>

wobei O(s3) den Nullvektor darstellt. Daraus folgt mit s — 0 und ¢ - s = p:

F(f) =p-VE(7)

Bemerkung;:

Den Vektorgradient VE # V - E (Divergenz) komponentenweise interpretieren.

Ex,x Ex,y Ex,z
ﬁE_) - Eyﬂf Ey»y Ey»Z
Ez,a: Ez,y Ez,z

Speziell fiir - VE = F gilt:

Em,x * Pz + Ex,y * Dy + Em,z * Pz
F= Ey,x * Pz + Ey,y *Py + Ey,z Pz
EZ,J: * Pz + Ez,y * Dy + Ez,z P2

D.h. nur Feldinhomogenitéten fiihren zu Kréften auf Punktdipole.
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Potentielle Energie eines Punktdipols

. ) L
Woal?) =0 (074 5) = 7= D)) =2 | 35 T +0()
()
Fiir s - 0 und g - s = p gilt:

—

Wpot (F) = _ﬁ E(F)

Die potentielle Energie des Punktdipols héngt von Ort und Orientierung ab. Der Punkt-

dipol erfahrt ein Drehmoment:

M) = i x E(7)

Beispiel: Quadrupol

21\

Q2 s2=00

S 3
%

1 b 22~

Es handelt sich um einen reinen Quadrupol mit @@ = 0, p = 0, wie zum Beispiel das

COy-Molekiil.
p(7) = q8(x)d(y) {0(z — a) = 20(2) + d(z + a)}
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@w:/ﬁ%mmpmm—wﬁw]
> Qus =0 fir a # 8

(wegen p o< 0(x)d(y) ist « oder y immer 0)

Que = [ EF5(@6) { } (30— 2 =y~ )
= —q/22 dz{0(z—a) —20(2) + (2 +a)}

wegen der Symmetrie gilt:

wegen >0 Qaq = 0 folgt:
sz = 4qa3

Bermerkung;:

Fiir die Ladungsverteilung mit Kugelsymmetrie gilt:

= Quadrupolmoment als “Ma3* fiir die Abweichung einer Ladungsverteilung von der

Kugelsymmetrie.

Zusammenfassung:

Wechselwirkung einer Probeladung mit der Ladungsverteilung:
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“L

o) = {Q ﬁ'F+r“TﬁQ“5+...}

ameo 1" 1 F T 2

©+§ ek

/‘(onopol +:D'\po| + Quodru\ool +...

2.5 Energien und Krafte bei Anwesenheit von Medien

Erinnerung 2.3

/d3—»\/d3—l P Fp<7_.y
~ 87eo |77 — |

Damit ist die Anderung der Energie bei Anderung der Ladungsdichte p um 6p gegeben

durch:
47r60 \7" -

(quellenméflige Darstellung von ¢(7))

W =

/

mit o = p + p” (Erinnerung 1.5) folgt:
~ =~ =~
eV

—

v.-D -V.P

&
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SW = eo/dSF (ﬁaﬁ(f)) o(7) +/d3F (ﬁ : 613(7”)) ()
- / P SE() - Top(7) — / &7 0P(7) - V()

N——
—-E —-E

Das Uberwilzen des Differentialoperators ist moglich, weil
E(7), (7)) "= 0

damit ergibt sich:
SW = / Prsp(F)p(r) = / P75 D(F)E(7)
als

W = € / d*7 SE(7) - E(F) + / d*7 6 P(7) - E(F)

(. [
~~ ~

(1) (2)
wobei (1) die Energieinderung durch die Variation des Feldes beschreibt und (2) die

Energieéinderung durch die Polarisationsianderung (“Spannen® bzw. Orientierung der
Dipole).
Speziell fiir die lineare Materialgleichung D =¢E gilt:

W = / dSM[e(f)E(a] CE(F) = / &7 { 8e(F)E2(F) + e(F)0E(F)E(7)

Mit
S E) =8 | 3P| - 30 B
ergibt sich

ow = [@r 5|0+ [ e

——— 2

D(7) - E(7)
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Fiir 0W ergibt sich somit:

5W_5/d3 ) - E(7) + ;/df’)ﬁse(f‘)ﬁ(f)

Fiir die Energiedichte des elektrostatischen Feldes bei vorgegebenen () (d.h. de(7) = 0)
gilt:

Die Gesamtenergie des Systems, bestehend aus dem Feld und dem linearen Medium mit

festen €(7), ergibt sich aus:
1
W= /dgr W= /D E(R)d*F = 5 /dSFp(F)gp(F)

W = 6W + % /d3F Se(7) E*(7)

/

'

)

(1) entspricht der Arbeit, die verrichtet wird um die Materialeigenschaften zu &ndern,
d.h. die Dichte des Dipols zu variieren.
Frither(2.4): Die Dipole in (inhomogenen) elektrischen Feldern erfahren Krifte = wir

erwarten Kréfte auf makroskopische Kérper

Wir betrachten die Anderung der Systemenergie W bei Anderung der dielektrischen
Eigenschaften und unverénderlichem (sichtbaren) Feldquellen, d.h. 6p =0 = W =0

SW = —%/d?’F Se(7) E*(F)

mit 6W = —§A = —F§s, wobei —0A die dabei verrichtete Kraft durch Verriickung eines
endlichen Korpers um ds; dabei wird Kraft wirksam.

Offensichtlich gilt:

0e >0 — Korper wird ins Feld hineingezogen

de <0 — Korper wird aus dem Feld herausgedrangt
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2.6 Ubergangsbedingungen an Grenzflichen

Leiter := 3 verschiebbare Ladungen (Metalle, Elektrolyte,...)

Im Feld E gilt:

= F=gqE

= Ladungen bewegen sich bis die Kréfte im Gleichgewicht sind. = E =0 im Leiter

= () = const., d.h. Leiter sind Aquipotentialgebiet

/ da E(T) =0 = Qeingeschlossen =0
im Leiter

= Ladungen wandern an die Oberfliche und nehmen dort 1-2 Atomlagen ein.
Ladungsverschiebung := Influenz
Die Leiteroberflichen werden oft durch die Fldchenladungsdichte o gekennzeichnet.

Wir betrachten jetzt die Grenzflichen zwischen 2 Medien. Dazu legen wir eine “Dose’

in die Grenzflache.

Ao x

€L
S

S

e;

/ da (DY1(7) — D! (7)) +/ da-D(f) = AQ = | dac(F)
Aa Mantel ., Aa

-

h—0
— 0

N

Mit o(7) als Flachenladungsdichte.

o(7) = DI'(7) - DL(7)
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Die Normalkomponente des D-Feldes erleidet an der Grenzfliiche einen Sprung, falls eine
Flachenladungsdichte existiert.

Wir legen ein geschlossenes Rechteck in die Grenzflache.

Ir
S E“

. d .
/ dr E(r) = ——/ da - B(r) =0 (fur Elektrostatik)
Rechteck dt Rechteck
Mit
[ ar e [ a e - Ee)
Rechteck

ergibt sich:

Ej'(r) = Ej(7)

Die Tangentialkomponente des E-Feldes geht an der Grenzflache stetig tiber.

Beispiele:

e 2 ideale Isolatoren

seien lineare Medien:

D7) = 'E(7) in I

Fiir ideale Isolatoren gibt es keine Oberflichenladung, d.h. o = 0.
BN B =

II I
B —E =0
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d.h. die Tangentialkomponenten sind stetig.Die Normalkomponente springt:

o
ET ell
~J
E

e

Fiir das D-Feld gilt die umgekehrte Situation:

Die Normalkomponente ist stetig und die Tangentialkomponente springt.

Eﬁ = E””
Dy Dy
o Tl
I I
I
Dﬁl - EII

o (Grenzflache idealer Leiter im Vakuum

D7) = eoE'(F) in I (Vakuum)
D7) = E"(7) = 0 in 11 (Leiter)

o(f) = D7) = DL.(F) = 0 — e B,

g
= EL:——
€0
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E[(™) = E{"(" = E{(f)=0
a
d.h. das elektrische Feld auf Leiter hat nur Normalkomponente und keine Tangen-
tialkomponenten.
Fiir das Potential mit 6% als Normalableitung beziiglich €, gilt

9y _
60877, N

g

o dielektrische Kugel im homogenen Feld im Vakuum

fir r —» oo gilt:

Es befinden sich keine freien Ladungen auf der Kugeloberfliche = Normalkompo-
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nente von D stetig, d.h.

7 a
Dr|7”:(l = Dr|7":fl

_ %| __%|
o Ir=e T T gy Ir=e

Ansatz mittels einem homogenen Feldes im Inneren (|| Ep):

i =—E; 2
P, cos(1F)
.= —F Pz 200\7)
14 0z+ 4egr?
wobej 2z<s(?)

4meqr?

die Storung des Nahfeldes durch den Kugeldipol beschreibt.
Mit z = r - cos(¥0) folgt:

_E%| _ _%|
or'"=" or "
2p, 0
eE; cos(¥) = Eycos(9) + 2p: cos(V)
4mega’

2p,
:>€E7;:E0+ P

drepa’
Wir werten nun die Stetigkeit der Tangentialkomponente aus

a% | o a@a|
gt o9
Y2
0 4mega’
——

(*)
1
= Ez == EO - §<€EZ - E(])

= Ei(1+ E) = Eo(1+ 1)

2 2
E = 3 E (%)
e+ 2 0
~——

Das E-Feld ist in der Kugel geschwiicht.

Die Polarisation, d.h. die Dipoldichte ist gegeben durch
5 D- Pz
P — V — 1

= e—1 =
(*/**) 3€+260E0
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bzw.

—

— — P
E;=Ey— —
360

D.h. durch Polarisation der Kugel findet eine “Entelektrisierung® statt.

Das D-Feld ist gebrochen. Das E-Feld ist gebrochen und geschwicht und P ist die

Polarisation in der Kugel.

2.7 Clausius-Mossotti-Beziehung

Wir betrachten die Feldeinwirkung auf einzelne Dipole im Dielektrikum (lokales Feld).
Im folgenden Bild wird die approximative Beschreibung durch das Dielektrikum mit ku-

gelformiger Vakuole verdeutlicht.
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Offensichtlich haben wir hier die umgekehrte Situation, wie bei einer Kugel im Vakuum.

Dort gilt

_—
e
oL

Jetzt verstérkt die Polarisation das Feld in der Hohlkugel.

—

P
E,.=FE+ — Lorentz — Relation
360

Wir nehmen jetzt an, daf§ die Dipole durch Einwirkung des dufleren Feldes entstehen:
ﬁ: &Eloc
wobei p’das molekulare Dipolmoment und « die Polarisierbarkeit beschreibt, d.h.

— 1 — —
p=a(FE+-—P) mit P=Np
360
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wobei N die Dichte der molekular Dipole beschreibt.

— ]_ —
= Np=Na(E - —P)
360

— ]_ —
= ee—1)E=Na(E — 3—60(6 —1)E)
€0

Daraus ergibt sich die Clausius-Mossotti-Relation

e—1
€+ 2

Na = 3¢

Bemerkung;:
Diese approximative Relation zwischen makroskopischer Dielektrizitdtskonstante und
mikroskopischer Polarisierbarkeit gilt fiir Stoffe mit kleiner Polarisierbarkeit, z.B. Gase

(e~ 1)= Na=ele—1)

2.8 Das Randwertproblem

2.8.1 Die Greenschen Satze

Offensichtlich gilt

VW) = WAV - 57 + 07 - V()

Wir wenden den Gaufischen Satz an:

Speziell sei v = ﬁgp
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/V d3f{\I/(F)Ago(F)+ [%(f)} . [W(F)]} _ /(V) 4G (7% ()

Erster Greenscher Satz

Wir vertauschen ¥ < ¢:

[ er{emave+ [Fo] - [Fow]} = | dacrvu

V)

und bilden die Differenz

[ 200 —o@av) = [ di (4% - )

Zweiter Greenscher Satz

2.8.2 Eindeutigkeit der Losung

Wir betrachten einen einfach zusammenhéngenden Raumbereich V', in dem die Poisson-

gleichung gilt:

Die Losung ¢(7) ist eindeutig im Fall von Dirichletschen oder Neumannschen Randbe-

dingungen (in diesem Fall bis auf eine Konstante) oder fiir gemischte Randbedingungen.
e Dirichletsche Randbedingung: ¢(7) auf (V) gegeben
e Neumannsche Randbedingung: g—‘g (Normalenableitung) auf (V') gegeben

Beweis

Wir nehmen an, o (7) und @o(7) seien Losungen.
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Fiir die Differenz ¥ = ¢ — o mufl gelten

AV =0 (%)

Mit den Dirichletschen bzw. Neumannschen Randbedingungen gilt:

U = 0 (Dirichlet) (xx)
v
g_n =0 (Neumann) (% %)
Der erste Greensche Satz liefert:
- v
/ & [\I/A\I/Jr (v\p)ﬂ - / da w2
% (V) a’n

Wegen (*) und (**) bzw. (***) gilt:

/ Pr(VU)? =0
g

Daraus folgt:
e V verschwindet in V

e U = const. (im Fall von (**) ¥ = 0)

e Bis auf eine (eventuelle) Konstante ist das Potential eindeutig bestimmt.

o [ = —V ist eindeutig bestimmt!

95



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitédt Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Physik

Beispiel: Plattenkondensator

OO g
N

|

N\

\

Aus Symmetriegriinden gilt:

E = (E,0,0)
d.h. o = p(z).

Da es keine Raumladungen gibt, vereinfacht sich das Poissonproblem

p(7r)
Ap=—"—=
¥ 0
zZu
d*p B
dz?
Fiir die allgemeine Losung gilt
o) =ar+b

Wir beriicksichtigen die Randbedingungen

p(0) =1 =b=
— U
plx=d)=ps = ad+p1=ps = PR Sk -
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Daraus folgt:

U
:>g0(:r;):—gx+901
dp U
E—_—*_ =
- dr ~ d

Bemerkung;:
Im allgemeinen Fall sind die Randbedingungen nicht frei wéhlbar. Diese stellen sich in

Abhéngigkeit von der Raumladungsdichte p(r) ein.

Das wird aus der Maxwellgleichung klar:

—/ da.E:/ daai:—lQ
%) vy On

d.h. nicht alle g—i werden es erlauben, die Maxwellgleichung zu erfiillen. Metallische Lei-

ter bilden hier eine Ausnahme. Deren Potential kann von auflen eingestellt werden.

[
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2.8.3 Schein- und Influenzladungen

Wir betrachten ein Volumen V' welches die Ladung p enthélt.

v
Wir suchen das Potential in V. Es gilt:
1
Ap(r) = —=p(r)
€0

Die spezielle Losung ist gegeben durch eine quellenméflige Darstellung:

)= 1 [ 20

" 47 |7 — 7|

Diese Losung wird im allgemeinen nicht die Randbedingungen auf (V') erfiillen.

= Wir addieren eine geeignete Losung oo (7) der Laplace-Gleichung.

(1) = ¢p(7) + $0(7)

Oft ist es zielfithrend g so zu konstruieren, dal wir auflerhalb von V' eine fiktive Raum-

ladungsdichte p'(7) installieren.
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V)

Das Poisson-Integral von p’ ist gegeben durch:

Fir e V gilt:

=, geniigt in V' einer Laplace-Gleichung
(= . —
Ap,(r) =0 firreV
= ¢, kann ein geeignetes ¢o(7°) sein, d.h.

i [ e
= e A3
#(7) 4meg {/V T|F—F’|+ , T|F—F’]

Dabei ist p/(7) vollig beliebig. Die Kunst besteht darin, p/(7) so zu wéhlen, dafi die

Randbedingungen auf (V') erfiillt sind.
p'(r) wird als Scheinladungsdichte bezeichnet.
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Beispiel: Punktladung vor leitender Wand

Z
N
g':-9 0 q X
Setesglay ety /
duserntoduny /

/'

L. Wand set geerdet
- 'f( O) Y. %’) =0

_ 4
47TEQ |7?— F0|

©p(7) mit 7o = (x0,0,0)

Das Coulombpotential der Punktladung erfiillt nicht die Randbedingung, da ¢,(0,y, 2) #
0.

Jetzt installieren wir eine spiegelsymmetrische Scheinladung ¢' = —¢ bei —7 = (—x, 0, 0)
. q 1
= ¢, (F) =

_47'('60 |F+ F0|

Damit ergibt sich:

B B , _q 1 B 1
(1) = 2olr) (1) = o (]F— Bl ﬁ)I)
Im uns interessierenden Volumen von der Wand erfiillt ¢(r)

Ap(r) = — L q8(7 — 73)

€0
und die Randbedingung ¢(0,y, z) = 0.

= Problem gelost!
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Bemerkung;:

e Das E-Feld ist leicht auszurechnen.

’ -
l"':- Ll S
. §‘~..
¥ S ena. 2
= ~
= ™ Feld oline
Wonot

e Spiegelsymmetrisch positionierte Scheinladungen werden oft als Spiegelladungen

bezeichnet.

e Scheinladungen sind fiktiv, aber die Flachenladungsdichten sind real.

€ .
le—o = d 0 fir x>0

2meo <\/x(2) + 92 + 22)3

E, =0 firaz<0 (inneres von Leitern ist feldfrei)

9

E, =
ox

E,.=0

= Die Normalkomponente des elektrischen Feldes springt.
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= Gibt Flachenladungsdichte auf der Wand
_ dp q o
0= —€3 |«

‘ =0 - 3
ox 27r60< /—$3+y2+22)

Wir integrieren iiber die ganze Flédche:

Q= [y [z oy.) - “’IO/ / ”fggz—q
ST

J/

1

20
D.h. es existiert eine zur Punktladung entgegengesetzte und betragsméflig gleich-
grofle Ladung auf der Oberfliche der Wand.

Ladungen dieser werden “Influenzladungen® genannt. Der Effekt heifit “Influenz ‘.
Dieser Effekt ist real meflbar, wenn eine Ladung vor eine geerdete Metallplatte
gebracht wird: = Ladung wird induziert; wir unterbrechen die Erdverbindung

= Influenzladung bleibt auf der Platte

2.8.4 Methode der Greenschen Funktion

In Kapitel 2.2 wurde die Greenfunktion der Poisson-Gleichung eingefiihrt iiber
A-Go(7, 7)) = ApGo(T, 7)) = =6(F — 1)

Um spezielle Randbedingungen erfiillen zu kénnen, addieren wir die Losungen der Laplace-

Gleichung und definieren
G(r, ) = Go(F,7) + F(F,7) mit A;F(F,7) =0

Wir wenden den zweiten Greenschen Satz auf die Greenfunktion und das Potential an.

[ @7 |60 20p) o) 25607 | = [ dd {6 PR - SRy
v —— —— (V) on on
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damit ergibt sich

—
/

= [er{eE e e e} = [ ary

€ Jv
I Y o [ e o OpT) OGERT)
= () = ” /Vd TG (7, ) p(T +/(V) da {G(r,r) o B o(r")

D.h. falls die Ladungsverteilung p(7) und die Randbedingungen bekannt sind, kénnen
wir das Potential angeben, vorausgesetzt wir kennen G(7, 7).

Die Bestimmung von G(7,7) ist einfacher, da die Greenfunktion nur von der Geometrie
und nicht von der Ladungsverteilung abhéngt.

Wir spezifizieren die Randbedingung fiir die Greenfunktion:

e Dirichlet-Randbedingung: ¢(7) fiir 7 € (V) gegeben
= Wir fordern G(7,7) = 0 fir 7 € (V)

= Das Potential ist gegeben durch

o)== [ e - [ S o

€0 ) n
D.h. wir miissen jetzt das Randwertproblem fiir G(7,7") = Go(7, )+ F (7, 7) 16sen
mit Go(7,7) = ﬁﬁ und Ax F(7,7) = 0 und G(7,7") = 0 fur 7 € (V)
Das ist das Problem der Berechnung des Potentials einer Einheitsladung am Ort
7 bei geerdeter Oberflache. Dies kann zum Beispiel iiber Spiegelladungen gelost
werden. Wir kénnen mit diesem G(7,7") dann () fir beliebige p(7) und Rand-

bedingungen () fur 7 € (V) angeben!

e Neumann-Randbedingung:

Es ist die Normalenableitung 895—5:) fiir 7€ (V') gegeben.

OG(7,7)

Idealerweise wiirde man 57

= 0 fir 77 € (V) fordern. Dies ist aber leider nicht

moglich, da

-
/ ao 260 T) :/d3F’AwG(F,F) ~ —/ o7 — ) = 1
W) on 1% v
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Wir kénnen aber die Normierung 9% (7, ) = —1 mit a als Flécheninhalt der

Randflédche, fordern. Damit ergibt sich das Potential zu

1 ), 1
o) = _/ d?’F’G(F,F')p(F')%—/ do’ G(r, ) 220 +—/ dd’ (")
v V) o e Jw) y

€0

AR

wobei p der Mittelwert des Potentials auf der Randfléche ist.

Beispiel:

Beliebige Ladungsverteilung von geerdeter, leitender Wand (0o ausgedehnt)

/Y:O

)2

NN

B

NN
N
o
XN

d.h. Dirichletproblem mit ¢(7") = 0 fiir 7 € (V)

G(7,7") erfiillt:

1 1
A;/G(F, ’Ij) = mat G(_’, T‘_V) =0 fUT 7 S (V)

T4 |[F— 7

Das ist analog zum Problem fiir die Punktladung ¢ vor einer leitenden Wand. Dies ist

bereits gelost mit der Methode der Spiegelladung:
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iz A

Lo-“'
b1 3

»x v

wobei 75 = (—z,y, 2)

mit % — 1 folgt fiir G:

G(F, ) = E{I(W G _FSN}

= (7)) ist berechenbar aus p(7).

2.8.5 Kapazitatskoeffizienten

Wir betrachten einen Leiter mit dem Potential ¢, welcher die Ladung @)y tragt. Er sei

eingebettet in ein Volumen V.
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1 oG(r, 7
o) = = [ e - [ ar Do)
€ Jv (V) on
Das Volumen um den Kérper sei leiterfrei und enthélt somit keine Ladungen = p(7) = 0
oG(r,r)
= = —_— da’
o) == [ el

- JOG(7,7)
. / A ()

Fiir die Flachenladungsdichte auf dem Leiter gilt:

890(F)| )
on 'a®

U(F)‘a(k) = €p

Die Integration iiber die Leiteroberfléiche liefert:

Qi = 60/ daagp(r)
a(k) 871

Mit (x) folgt:

on on’

—Cy,

a(®) )

J/

wobei C} die Kapazitit des Leiters angibt. Diese hingt nur von der Geometrie ab, da

—

G(7,7) nur von der Geometrie abhéngt.

Daraus ergibt sich folgender linearer Zusammenhang:

Qr = Ck - vi

Wir betrachten nun mehrere Kérper im leeren Raum und verallgemeinern (x) zu:

Damit folgt fiir

d.h.
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Mit dem symmetrischen, geometrieabhéingigen Kapazitétskoeffizienten ergibt sich:

PG, 1)
= — d da —1" 7~
Crk €0 /aw a/aW) a o

Wir kénnen nun aus (%) fiir gegebene Ladungen Q) die Potentiale ¢y, der einzelnen Lei-
ter berechnen.
Wir berechnen die Feldenergie fiir eine Leiteranordnung.

Frither (siche Kapitel 2.3):

Fiir (1) gilt:

e Op(7) _ Qk
/(V) da o(r)Ve(r) ;@k/a o~ 2 or

(k)
Fiir (2) gilt, falls p = 0 ist:
5 [ & e(P)p(F) = 0
14

Daraus folgt:

1
= W = B ;SDka

mit Qk = Zk’ Ckk'SOk' fOlgt

1
We = 5 ;} Ckk"PkSOk/

d.h., daf} die elektrische Feldenergie eine quadratische Form in den Potentialen ist. Ist
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W, als Funktion der Potentiale bekannt, so lassen sich die Kapazitétskoeffizienten be-

stimmen aus:
O*W,
Crp = T el
POy

Kapazitédten von Leitersystemen

Nun betrachten wir 2 Leiter, wobei der eine vom anderen umschlossen ist.

(> ist hierbei durch die Ladung ) auf dem inneren Leiter induziert. Im Hohlraum

zwischen den Leitern befindet sich keine Ladung.

o 0 0
ﬁO:Q:/ dc?-D:eo/ da£+eo/ da—gp
oD 1@ o) anj _Ja® 0711

Q1 Q>

D.h. auf der Oberfliche des AuBenleiters sitzt gerade die Ladung @9, die die Ladung )4
kompensiert: Q2 = —Q
Mit

Dy

Q1 =-Q2=—¢ /a<2) da%
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und

folgt:
0 / 0G / 0G }
= da— da — + da' —
Q1= ¢ /a<2) an {901 o) o P2 ) o
= —Ch101 — O

Andererseits gilt nach Definition:

Q1 = Cripr + Crapo

Q2 = Cop1 + Cozpo

d.h. es muf} gelten:

Cn=—Cy

Cra = —Co
Aus Symmetriegriinden gilt:

Cra = Cy

Damit ergibt sich:

Q1= 011(4,01 - 902)
Q2 = 022(902 - <,01)

D.h. wir kénnen nur die Potentialdifferenz Ay = ¢ — ¢ bestimmen.
= Wir definieren die Kapazitit einer Leiteranordnung iiber das Verhéltnis der Ladung

auf einem Leiter zur Potentialdifferenz zwischen den Leitern:

Q

C::A_gp
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Beispiel: Plattenkondensator

‘fz/,
-/ Qeiher (2.8.2)

:G

%-‘/Z-.—.U
/? ‘P(x):*é%x+cp4

%
Z

SOOI

XN

- _—

ol

Fiir die Flachenladungsdichte auf der linken Platte gilt:

dy U
01 = —€0——|e=0 = €

dx d

Damit ergibt sich die Gesamtladung auf dieser Platte zu:
U
QEQIZUI'GZGOEG
wobei a die Flédche der Platte ist. Damit folgt fiir die Kapazitét:

a
C=3p =y d

(%)

Fiir die elektrische Feldenergiedichte gilt (vgl. 2.3):

1 —,

We] = §€0E2
Mit B = —22 = U folgt:
1 U?
Wel = =€0—
DIV P
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D.h. die Feldenergie im Volumen V = a - d ergibt sich zu:

1 a 1
Wa=weg-a-d= 5603[]2 (%) §CU2
Bemerkung:
Vorhin
O*PW.l d*W
Ciir = C=C
T dpdan v e

Diese stimmen iiberein!
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3 Magnetostatik

Der magnetische Teil der Maxwellgleichungen fiir den stat. Fall lautet:

<

.B(7) =0
V x H() = j(F) (mit V- j(7) = —p=0)

mit der Materialgleichung:

3.1 Vektorpotential

V - B(f) = 0 = 3 Vektorpotential A mit B(7) = V x A(F)

. 1

=VXxH({)=—

" [
()

Die Definition des Vektorpotentials ist nicht eindeutig. Wir betrachten:

¥ x (¥ xﬁ(ﬁ‘)):i{ﬁﬁ~ﬁ(ﬁ—Aﬁ(7)}

A(F) = A(F) + Vx(7)

wobei x(7) ein skalares Feld beschreibt.

V x A7) =V x A7)+ V x Vx(7)
%ﬁ - \ X
B(7)

d.h. A(7) und A'(7) liefern das gleiche B-Feld. Wir nutzen diesen Freiheitsgrad und for-

dern:

V-A() =0 Coulomb— Eichung

Ist diese Eichbedingung immer erfiillbar?
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A(F) erfiille nicht die Coulomb-Eichung, aber liefert ein korrektes B-Feld.

Immer moglich ist:

A7) = A(F) + Vx(7)

V- A() =V - A7) + Ax()
Wir wéhlen x(7) so, dal Ax(r) = — V - A(7) gilt. Dies geht immer, z.B. in Form des
Poisson-Integrals.
= A'() erfiillt die Eichbedingung
Vorhin:
wi(M =V VAR -AAT)

——
=0 Coulomb—FEichung

AA(7) = —poj (7)

d.h. jede der kartesischen Komponenten von A geniigt einer Poisson-Gleichung. Die

Losung ist bekannt aus der Elektrostatik (Poisson-Integral)

A7) = o / 0 Go(7 — )] (7)

A7 |7 — 7|

~—

Geniigt A(7) in dieser Darstellung der Coulomb-Eichung?
VAW = [ E79, Gl = 1)

wegen ﬁr Gy = —ﬁw G ergibt sich:

Fiir inselformige Stromverteilungen gilt:

—[Lg/dC_L'/Go(T_”—f’)j(fl) — 0
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=V -A=0

Mit B(7) = V x A(F) folgt fiir das Magnetfeld einer beliebigen inselférmigen Stromver-

teilung 7(7):
B7) = o [ €7 9, % Golr = 1))
— o [ 7 % V.Gl )
mit
Gl — ) = ——
’ T Az | — 7|
folgt
1o 1 1 77
V,Go(F — ) = —V, =——
(7= 7) A |7 — A |7 — 7
und damit folgt:
S po [ 5 d(F) x (F=7)
B = moHF) =2 [ d
) = rofi(r) = §2 [ e

Bemerkung;:

Analogon zu

. 1 P
B = g [0l

" e 7=’
d.h. der quellenméflen Darstellung des E-Feldes.
Einfachster Quelltyp in der Elektrostatik — Punktladung
Einfachster Quelltyp in der Magnetostatik — Stromfaden

d.h. konstanter Strom entlang einer Raumkurve C'.
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Fiir kleine Querschnitte Aa und kleines Ar gilt:

I= ‘j(?) Aa

d.h.

d.h. unter dem Integral gilt:

/ d3%/ldr

d.h. speziell fiir das Vektorpotential vom Stromfaden gilt:

A = MO/d3—I J(Tl :NOI/ Hdr

4 7=  Ar Jo |7 =7

und
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"L

Das Stromfadenelement I di” liefert zum Magnetfeld folgenden Beitrag

S e L dr x (F—1")
dB(r) = =—
Tk
Beispiel: oo langer Stromfaden
2 4
22
oy v
C
?
$

wobei der Strom entlang z flief3t.
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Die Rechnung wird in Zylinderkoordinaten durchgefiihrt.
F—7 =(z—2)e, + pe,
T CR s
dr =dZe,

dri' x (F—=71")=p dz €,

Damit ergibt sich:

4 — F’|3
_ Mofﬂg /OO dz'
= ¢ 3
S () )
_ ,uofpg 1 /°° dz'
47 <pp3 — 0 N 2 %
((5))
mit r = Z;Z, ergibt sich:
5 polé, [ dx pol
B(F) = 4 S0/ 3 = €<,0
TP Jooo (22 41)2 2mp
N——————

2

d.h. das B-Feld verlduft entlang konzentrischer Kreise um den Leiter.
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Entlag dieser Kreise gilt:

Dies ist konsistent mit

Induktionskoeffizienten

Wir betrachten N Stromschleifen. K-te Schleife werde vom Strom [z durchflossen. Da-

mit gilt:

1 ol
A =
= |7“— Z /c(K) 7=

Fiir den FluB des B-Feldes durch die Fliche a(X) gilt:

@k:/ da‘-é(f):/ da -V x *(f):/ dF - A(7)
(K) a(K) C(K)
gt dr’
Iy = Lyrr - ITir
/c<K> Z K /c<K’ |77 — 77| freoR

mit dem Induktionskoeffizienten

KK' — >
47T oK) Jo(x |T — 7_’7|

Ly mit K # K’ wird Gegeninduktionskoeffizient und L Selbstinduktionskoeffizient

genannt.
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3.2 Magnetische Multipolentwicklung

Erinnerung: elektrische Multipolentwicklung (2.4)

= [t

Cd7e |7 — |

mit

folgt fiir |7 << |F]

o1 Q 7P rargQags
go(r)—4ﬂ€0{|ﬂ+m3+ — ...

Es ist eine analoge Entwicklung fiir folgenden Term moglich:

v Mo [ s ()
Am_m/drw—m

Die Taylorentwicklung fiir |7| << |7] liefert:

o= 0 L iy« L, [ i
Ary=—<c—= [ &’r'j(r"Y+ — [ &' 7-r'j(r") + ...
R ey G Y R

Wir betrachten den 1. Term genauer:

Es gilt

wobei I die Einheitsmatrix bezeichnet.

= [ @rie = [ @ e = [ i -o
%4 \%4

V)
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= Die magnetische Multipolentwicklung beginnt mit dem 2. Term!

Wir betrachten nun den 2. Term:

Es gilt:

das Volumenintegral {iber (1) kann in ein verschwindendes Obefléchenintegral umgewan-

delt werden, daher

Allgemein gilt:

Deshalb gilt:
7 )] =7 -7

d.h.
3 =2 A 1 34 | A
/dr r-rj(r)———z/dr [r Xj(?”)] X T

Wir definieren das magnetische Dipolmoment

1 .
/deij(m

m:§u0

und finden somit fiir den (niedrigsten) Dipolanteil des Vektorpotentials:
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- 1 mxr
A = —
n(7) A r3

Bemerkung:

Fiir den Dipolanteil des elektrostatischen Potentials gilt (vgl. 2.4):

P

=

1
4mey 13

pp(r) =

Fiir das zugehorige B-Feld gilt:

Fiir r # 0 gilt fiir den 1. Term:

- T 1 = -1
Vel = SV 47 V= =0
P33~ r3
3 v

37
pu:3

L e J 0ij 3T
{mvﬁ] - T O, 73 s Ips
d.h.
LF i — 3 i
m-Vog = 5
r r
d.h.
» 1 30 - 7 — riin?
Bp(r) = — >0
p(r) =~ = (r>0)
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Punktdipol

Das magnetische Dipolmoment ist definiert als

1 -
ﬂzﬁﬂo/dgfij(ﬂ

Dieses sei durch einen Stromfaden hervorgerufen:

/]d3f—> /IdF
\% C

Daraus folgt fiir das magnetische Dipolmoment:

1
m:—uol/deF
2 C

Wir betrachten speziell eine kreisformige Leiterschleife.

YN
(¥}
€y
e,
Y \
‘%
R
C
mit
7 = Re,
dr'= R dy €,
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Es gilt:

2T
/Crxdr— R°e, x e, dp = 2R’ €,
0
2a

Wird die Flache a immer mehr verkleinert, so dal @ — 0 und I gleichzeitig so ver-
groflert, dafl das Produkt I - a konstant bleibt, so verschwinden die Betrdge hoherer
Multipolmomente und nur der Dipolbeitrag bleibt iibrig. = “Punktdipol“

3.3 Magnetische Kraftwirkungen

Im Kapitel (1.2) wurde fiir die Stromdichte j(7) im B-Feld B(7) eine Kraftdichte ein-
gefiihrt:

F(7) = j(7) x B(F)

D.h. die Stromschleife C erfahrt eine Kraft
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Beispiel: Kraft zwischen parallelen Leitern

2lr

Al _D .

- —

o

W\/

Fiir die Kraft auf das Leiterelement dr; = dl €, gilt:
dﬁlg = [1d771 X E(Fl) = [1dl é; X E(Fl)

In (3.1) wurde berechnet:
P fols
B(Tl) = ﬁew
damit ergibt sich:
dFy2 L
—= /’LO_
dl 2md N——

d.h. gleichsinnig stromdurchflossene Leiter ziehen sich an und ungleichsinnig durchflos-

sene stoflen sich ab.
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3.4 Magnetische Feldenergie

Magnetostatik kann in Analogie zur Elektrostatik formuliert werden. Insbesondere gilt
dies fiir die Energie von elektrischen bzw. magnetischen Dipolanordnungen.

= analoge Ausdriicke fiir die Feldenergie

mitézﬁxggilt

Es gilt:

Daraus folgt:

Fir (1) gilt:
/dsfﬁ[gxﬁ}:/ di- [Ax 1] "0
)

Damit gilt:
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Bemerkung:

e Analogon zu

Wa =5 [ @ p(re()

e Fiir eine Leiterschleife gilt offensichtlich

—

1 1 o1
WmagzEI/CdF-A(F):§I/dd’-V><A:§I/da

a a

Fiir mehrere Leiterschleifen gilt entsprechend:

1
Wmag = 5 Z [kq)k
k

Unter Ausnutzung von &y = >, Lyw Iy (vgl. 3.1) folgt:

—

1
B(r) =19

1
Winao = = > Ly I Ly
g 2%; ki Ak dk

D.h. die Energie ist alleine durch die Stromstérken und die geometrieabhéngigen

Induktionskoeffizienten gegeben.

Ebenfalls kénnen wir umgekehrt aus der Feldenergie die Induktionskoeffizienten

bestimmen

0 Wiy
- OOy

ka’
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3.5 Grenzbedingungen

Analogie zur Elektrostatik, Integration iiber Dose

V- B =0 = V- B(A)d*F=0
VDose

Es gilt:
/ V- B(RA)dr = / B(7)dd = apse(B1(F) — B (7))
VDose

QDose

D.h. es gilt:

BL(7) = BY(7)

Die Normalkomponente des B-Feldes geht stetig durch die Grenzflachen.

Fiir das Kurvenintegral durch die Grenzfliche gilt:

N

I \h%o
)

iV o
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Mit h — 0 gilt:

H{(7) - HI(7) = (7)

s(7) wird als Oberflichenstromdichte bezeichnet.
Die Tangentialkomponente des H-Feldes ist stetig, falls es keine Oberflichenstrome gibt.

Wir betrachten speziell die lineare Materialgleichung;:
B(7) = pfi (7)
Daraus folgt:

I(= HI II
B|| () = WBH (7)
II
Hi() = C )

d.h. die Tangentialkomponente des B-Feldes und die Normalkomponente des H-Feldes

springen.

3.6 Beispiele

1. Rotierende, geladene Kugel

gL

-t
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Die Ladung @ ist gleichméBig auf der Oberfliche verteilt
Q

7= 41 R?

Fiir die Stromdichte gilt:
j=pT=06(r—R) & x7

Fiir das Vektorpotential gilt:
e [T s uo/cfa(r'—R)wxf’ e Quo /aw—Rw o
(7) 47r/ |7 — | " T |7 — 7| e Y 7 — 7| r
I

Wobei I (7) ein rotationssymmetrisches Integral beziiglich 7 bezeichnet.

—

= (7)) =1I(r)-

<13y

Das Integral wird iiber Kugelkoordinaten ausgewertet.

3
1 g

&)

= 1"?5in(0)dO dy dr’

37
Es gilt:
77 =rr'cos(O)

1
7= 7| = {r’ + 1 = 2rr'cos(©) } ?
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Damit ergibt sich:

o / R)r'cos(©)r?sin(©)
d de dr
/ <p/ / {T2 + 72— QTT’COS(@>}§
/ o R3co0s(0©)sin(O)
o {r24+ R? — 2chos(@)}%

= —27T
r

Mit Hilfe der Substitution

cos(©) =z
dx , .
0= —sin(0) = sin(0)dO = —dx
folgt
_ 7 -1 d
i) = —fsz?’/ e
, _ 1
1 {r*+ R°—2rRax}>?
A B

Allgemein gilt:

/ xdx . 2
VA—Br  3B2

Damit ergibt sich:

(2A+ Bz (A — Bx)% + const.

2
_ 3
I(r) = —2r R (‘m

\ olk SN—e——’

{[2(r*+ R?) — 2rR] [7" + R? —|—27’R}% — [2(r*+ R?) + 2rR| [ + R* — 2rR]*}
T:-rR |r:r1%|
_ 27R 9 9 9
= 7’2{ +R*—rR)(r+R)— (r"+ R°+7rR)|r — R|}

Esgilt firr<R:|r—R|=R-—r

{}={r(P+R*—rR+r*+ R*+rR)+ R(r’+ R* —rR—1r" — R* —rR)}
= {2r3 +2rR* — QTRZ} = 273

D.h.
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Esgilt firr > R:|r—R|=r—R
{.}={-2rR+2r*R+2R*} =2R*

D.h.

Damit ergibt sich fiir das Vektorpotential

W X7
A’:MOQ R T<R
BTl rox L rer
T
Esgiltézﬁxff. Fiir r < R gilt:
B’IB’(i):NOQ* .
1org Y < @7

Die Auswertung erfolgt Komponentenweise:

= L 0
(Vx (@ x7)); = Eijka_xjeklmwlmm

= €ijk€kimWI0jm

= €ijk€rljWI
= €ijk€ljk Wi
——
264
= 2wi
Daraus folgt:
sy M@
= BO =223
6TR

B ist homogen und proportional zu w im Kugelinneren.

Fiir r > R gilt (dhnliche Rechnung wie in 3.2):
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Zur Erinnerung: Das Magnetische Dipolfeld in 3.2

— 1 3m -7 — mr?
B - onenrr e
n(7) 47 ro

Wir identifizieren das magnetische Dipolmoment hier mit:

QR*%
3

m =

d.h. die rotierende geladene Kugel hat im Auflenraum das Magnetfeld eines Dipols

= primitives Modell fiir den Erdmagnetismus

2. Stabmagnet

Wir betrachten einen gleichméfig magnetisierten Zylinder.

4

M—2

e Wir betrachten zunichst die Stirnflachen.

Die Normalkomponente von B geht stetig iiber (vgl. 3.4):

= Die Normalkomponente von H springt auf der Stirnfliche. D.h. dort be-

finden sich die Quellen und Senken von H.

e Nun wird die Mantelflache betrachtet.

—_>
1
— W
Vv o
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Wir betrachten zunachst das Volumen V.

B
/v H 37 = v 37— / —da
v v (v) Ho

0

Da M Lda im Inneren und M = 0 im AuBeren gilt, folgt:

/ —da—O

= Es gibt keine Quellen und Senken von H auf den Mantelflichen.
Wir betrachten nun die Kontur C:

/Edﬁ:/uﬁxﬁdm/z\?df
C A C
Fiir lim h — 0 gilt:

/uoﬁxﬁ da+/MdF:M.L
A c

j=0

= Es gibt Wirbel des B-Feldes auf den Mantelflsichen.

Weiterhin gilt im Auflenraum:
B = /.L(]H

Damit ist eine qualitative Diskussion moglich.
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= < Quellen und Senken von
M H au® ShonQladue

uelng, Quellen
Lon & Al
How tel Qaciae

mit p,, als magnetische Ladungsdichte, welche allein durch Dipole gegeben
wird.

Offensichtlich ergibt sich ¢,, als Losung des Poissonproblems wie in der Elek-
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trostatik. L
1 V' M (7)d37
QPm(F) - / S 2»,
AT g |7 — 7|
= %
N M.H,Z (x\\/:O)
z
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4 (Quasistationare Felder

Wir lassen jetzt zeitlich verdnderliche Felder zu, wie sie fiir niederfrequente Elektrotech-
nik typisch sind.

Der Stromflufl erfolgt durch eine Kraft auf die Ladungstréger. Die Ursache dieser Kraft
ist oft ein elektrisches Feld.

(7, t) = 5 [E(71)]

<.

In linearer, lokaler und instantaner Naherung gilt das Ohmsche Gesetz:

(7,t) = o E(F, t)

.

mit der Leitfahigkeit o.

Elektrische Felder sind quasistationér fiir

D << 7
d.h.
VxH-D=j— VxH=]
Weiterhin gilt:
V-B=0
6XE+§=O
V-D=p

Wir verwenden im folgenden die Materialgleichungen in linearer Ndherung.

D=cE=" 5
o

d.h.

b
o

Sei j ~ et = j ~ jwj. Damit ergibt sich:

= JEW
D~i—j
o
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Die Bedingung fiir quasistationére Felder

l_j’ << m fithrt auf:

ew o
— << 1 bzw. w<< —
o €

d.h. quasistationére Felder erfordern gut leitende Medien.
Wir kénnen deshalb B nicht vernachlassigen:
B induziert ein E-Feld. Selbst kleine E-Felder kénnen in gut leitenden Medien starke

Strome verursachen.
VxH=73 |V

= V-57=0

Aufgrund der Kontinuitétsgleichung gilt:

V-j=0
~
—p

D.h. wir erwarten keine zeitliche Anderung der Ladungsdichte. Exakt gilt:
g = —

-V-D
€ ~—~—~
p

PRI - O

wobei E und D die von p im leitenden Medium erzeugten Eigenfelder sind.
Aus p = —Zp folgt:

_t . €
p=pc T mit T=—
o

D.h. die in einem leitenden, insgesamt elektrischen neutralen Material vorhandene Raum-
ladungsdichte p # 0 klingt exponentiell ab. Die Ursache liegt im Eigenfeld. (Beispiel Cu:

T~ 10717s)

4.1 Faradaysches Induktionsgesetz

Das Induktionsgesetz lautet in differentieller Form:

§XE+§:0

[ da
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Fiir zeitunabhéngige Geometrien gilt offensichtlich:

. s dd(t
/ dr- B(7 1) = —/da-B(F,t) __dot)
(a) dt

a

mit dem magnetischen Fluf3

d(t) = /dc‘i- B(7,t)

3@8

C= (o)

/

Die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses ® durch eine Fliche a liefert ein von
Null verschiedenes Wegintegral der elektrischen Feldstéarke lings der Berandungskurve
der Fléache.

Nach Kapitel (2.3) gilt:

Wegintegral des E-Feldes = Spannung

d.h. fiir die induzierte Spannung entlang C gilt:

__doq)
Uind - _7
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Wir betrachten eine (unterbrochene) Leiterschleife:

Cl

2
Umd:/df-ﬁ(f,t):/ A7 - E(7,1) +/ d7 - E(7,t)
C ’ N—— 1
N e’

0 fir o—o0
[\ ~ S U12

0

d.h. fiir einen idealen Leiter gilt:
do(t)
12 d i

Jetzt betrachten wir einen bewegten Leiter. Wir betrachten das Inertialsystem Z/ das

sich beziiglich > mit konstanter Geschwindigkeit ' bewegt.

A !
/[Z_'_.) .
X

=7
v

%

x
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Fiir die Transformation der Felder in 3 und >’ gilt:

— — — —]__»_’ —
E':V(E+UXB—7—%-E)

Yo
— — —1_’_’ —
B’:V(B——xE—V—% B)

c Yoo

mit
1
/y:
V2

Der Beweis folgt in Kapitel (6.3).

Jetzt wird der nichtrelativistische Grenzfall betrachtet:

U] << ¢, dh.y— 1

o]}

B =

oL

E =FE+7x

Die bewegte Leiterschleife ruhe in >_'. Wir konnen folgenden Term umformen:

Umd:/ dF-E’:—/dd-§+/ di- (7 x B) (%)
(a) a (a)

J/

-~

1
Wobei Uj,g der in der bewegten Leiterschleife induzierte Spannung entspricht. Zu (1)
148t sich sagen, dafi durch die Bewegung des Leiters in ihm Ladungstriger bewegt wer-

den, welche eine Kraft im Magnetfeld erfahren.
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Anderung des magnetischen Flusses durch eine bewegte Leiterschleife?

Es gibt 2 Anteile:
e Anderung des Feldes

e Anderung der Fliche= dl x di = dt ¥ x d*

dd

B:wmt:dt/(ﬁxdf)-é:—dt/d?-(ﬁx B)
C C

d.h. die gesamte zeitliche Anderung von ® ist gegeben durch

do ., _
= i-B— 7. (7 x B
o /ada /Cdr (U x B)

Der Vergleich mit (*) liefert:
dd

S dt

D.h. die induzierte Spannung ist generell durch eine lokale zeitliche Anderung des In-

Uind =

duktionsflusses gegeben; auch fiir zeitlich verdnderliche Geometrien.

Jetzt wird ein System von Leiterschleifen betrachtet. In Kapitel (3.1) eingefiihrt:

P, = Z Ly Ly
"
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wobei @, den Induktionsfluss durch die k-te Leiterschleife, Ly, den geometrieabhéngigen
Induktionskoeffizienten und I; den Strom in der k’-ten Leiterschleife beschreibt.

D.h.
b, = Z Lygo Iy
kl

Daraus folgt:

Ut = - Z Lo Iy
k/

Diese Gleichung gibt die in der k-ten Leiterschleife induzierte Spannung an.

4.2 Kirchhoffsche Regeln

Wir betrachten einen Leiterknoten im Raumbereich V.

Die Kontinuitétsgleichung besagt:

p+V-7=0

wobei bei quasistationdren Feldern p = 0 gilt.

= oz/d%ﬁj:/ di - j =
v ) Xk:

T
= QL
S 1

.
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wobei a; die Querschnittsfliche des k-ten Leiters beschreibt.

Daraus folgt die Kirchhoffsche Stromregel:

kazo
k

Wir betrachten den k-ten Leiterkreis aus einem System von Leiterkreisen. Dafiir gilt das

Induktionsgesetz:

/ A7 - E = - = Ui
C

Daraus folgt die Kirchhoffsche Spannungsregel:

/ di- E— U™ =0
Ck

Die Summe aller in einem Leiterkreis auftretenden Spannungen ist Null.

Bemerkung:
Die induzierte Spannung wirkt hier als elektromotorische Kraft. Diese geht mit negativen
Vorzeichen mit ein. Dies gilt auch fiir jede andere im Stromkreis befindliche elektromo-

torische Kraft Ug*".

Beispiel: Reihenschwingkreis
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Die Spannungsregel liefert:

/dF~E+/ dF~E+/ dF - E — Ui = yet
Cr , Cc . ChDraht ~

~\~ ~ ~ N ~~ d —L-I

(1) (2) ®3)

[ g [ 4
Cr Cp O

Wenn j konstant iiber dem Leiterquerschnitt Aa ist gilt:

/ d?“-j:[/ dr IR
cn O cAa

R

Fiir (1) gilt:

Fiir (2) gilt nach (2.8.5):
e Q
dr-E=Uc = =
/cc ©c

Und zu (3) laBt sich sagen, dafl es entweder vernachlissigt werden kann oder iiber R

beriicksichtigt wird.

Also gilt:
: Q i |4
LI I+==U" |—
+ RI + C U o
LI+ RI+—==U*"
+ R+ 5

mit Q = I folgt schlieBlich:

3} . T .
Li+RI+ = U
+Ri+ 5

Seit speziell U**(t) = Re ((7 ei‘“t) Dann gilt im stationdren Zustand:
I(t) = Re <_f€iwt>
Das Einsetzten von Ie in die DGL liefert:

1 - -
(—Lw2 +iRw + 5) I =iwU
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d.h.

214

wobei R als komplexer oder Scheinwiderstand bezeichnet wird. Dieser setzt sich zusam-

men aus:

e reeller Ohmscher Widerstand

Rr=R
e imagindrer induktiver Widerstand

RL = qwlL
e imaginirer kapazitiver Widerstand

Ro=—7

= Wir konnen mit der komplexen Schreibweise den Einflul von Induktivitdten und
Kapazitédten formal analog zum Einflu} eines Ohmschen Widerstands behandeln.

Wir schreiben:

R=|R|es
U =|U|ev
1= |1]e
Damit ergibt sich
‘U e = ‘]:2 e |I| e

d.h. fiir die Phasenverschiebung zwischen Spannung und Strom gilt:

Ap=¢u—¢r=0
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Im @

N

Es gibt 3 mogliche Falle:
1. Der Strom bleibt hinter der Spannung zuriick

1
L>—= §>0
w wC

2. Strom und Spannung sind in Phase

1
L=—= 6=0
. wC

3. Der Strom eilt der Spannung voraus

1
L<—= §<0
w wC
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5 Volles Systen der Maxwellgleichungen

Wir nehmen jetzt alle Terme in den Maxwellgleichungen mit.

V-B=0
§XE+§:0
V-D=p
VxH-D=j

5.1 Energiebilanz

V-(ExH)
Dies gilt da:
> o = 0 0E OHj,
V- (E X H) == a—xiEZ]kEij = EZ]kaa_gj‘j -+ GijkEj axz
B Ve am L
= erkij%Ej — Ejejik%Hk =H- (V X E) — E(V X H)

und erhalten:
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Speziell im Vakuum gilt:
D=eFE
B = uoH
Damit ergibt sich:

2

w(7t)

wobei w(7,t) die Dichte der elektromagnetischen Feldenergie angibt.

L5 Lo (1 = 1 =
ED+HB:5{§€OE2+_,UOH2}

Damit ergibt sich fiir die lokale Bilanzgleichung:

W+V-S=—j.E

In integraler Form wird dies als Poyntingscher Satz bezeichnet:

—

AW . }
dc?-S:—/d?’Fj-E
W) v

T

Dies entspricht der Energiebilanz in der Elektrodynamik. Der Poyntingvektor ist die elek-
tromagnetische Energiestromdichte.

Die elektromagnetische Feldenergie ist keine Erhaltungsgréfie. Sie kann entstehen und
vergehen und zwar genau dann, wenn der Quellkern —7- E ungleich Null ist.

Wir betrachten zur Veranschaulichung ein System von geladenen Punktteilchen:

Wkin = % Z mo/f‘_’i

Wkin S madiaf = 3 fuF

o

wobei F., die Kraft auf das a-te Teilchen angibt.

Die Teilchen sollen nur elektromagnetische Krifte erfahren.
ﬁa = ana + Qa?oa X éoz

Damit ergibt sich:

dvc[i/;m = 2 Qzﬂ%}a : Ea
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mit
J= ulad (i —70)
gilt:
de‘ ra—
n_ d3—, E
an- [ @i
d.h. der Poyntingschen Satz nimmt jetzt folgende Form an:
d —
—(W 4+ Wiin) = —/ da - S
dt )
zu (*):

jﬁ beschreibt die Leistungsdichte der vom elektromagnetischen Feld an der Stromdichte
j verrichteten Arbeit. Es beschreibt die Umwandelbarkeit von elektromagnetischer Ener-

gie in andere Energieformen:
e mechanische (kinetische) Energie — elektromagnetische Energie (Generator)
e clektromagnetische Energie — mechanische (kinetische) Energie (Motor)

e clektromagnetische Energie — kinetische Energie — Wiarme (Ohmscher Wider-

stand)

Bisher haben wir Vakuum betrachtet; jetzt handelt es sich um ein lineares Medium

(wobei die Dispersion zunéchst vernachlissigt wird).

Der Poyntingsche Satz gilt unverédndert, aber die Dichte der elektromagnetischen Feld-

energie wird jetzt geben durch:

w(7 ) = %e(f)EQ(F, t) + %M(F)ﬁQ(F, t)
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Wir erlauben jetzt Dispersion und betrachten ein monochromatisches Feld:

Bemerkung;:

Mittelung von E2(7,t) und H2(7,t) iiber die Periode T ergibt.
()
()

7, w)[*

|E(T
|H (7

N = o]~

Aus E und H folgen D und B:
% liefert:

Einsetzen liefert:
@)= (E- D+ H- §> -2 {Im (P(w) - B'(w)) + Im (N (w) - ")) }
d.h. die gemittelte lokale Bilanzgleichung
w+V-S=-j-E
geht fiir die Abwesenheit makroskopischer Strome (d.h. j= 0) in folgenden Term {iber:
V- <§> — —‘5" {Im (P(w) - B*(w)) + Im (M(w) - ﬁ*(w))}
Im Vakuum gilt P = M = 0. Daraus folgt:

v ($)=o0
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D.h. ein monochromatisches elektromagnetisches Feld im leeren Raum bedeutet einen
im zeitlichen Mittel konstanen Energiestrom.

Fiir ein lineares Medium gilt:

d.h.

Analog gilt:

Damit wird aus (*):

V- <§(7?7 t)> = —w {Im e(w) <E(F, t)2> + Im p(w) <ﬁ(7?> t>2>}

D.h. die im Medium stattfindende Absorption (d.h. Dissipation) elektromagnetischer

Felder wird durch die Imaginérteile von € und p bestimmt!

5.2 Eichtransformationen

0 = ]§:§><E

<
o]}
Il

B =0 wird zu

<
X
=
_|_

V x [E—hﬁq =0

dh E + /Y muf sich als Gradient eines skalaren Feldes darstellen lassen:
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Es verbleiben noch die inhomogenen Maxwellgleichungen:

Im Vakuum gilt:

Daraus folgt:

entsprechend gilt:

Fiir (1) gilt:

- 1 = 1 - - 1 -5 o -
Vx —B=—Vx(VxA)=—(VV-A-AA)
Ho Ho Ho
Aus (2) folgt:
e0F = —eo(A+ V)
Somit gilt:
A-AA+V(V-A+ ) = poj
€0/ ( €oko P) = o]
< <
d.h.
L > e ¢ 1. >
?A —AA+V(V-A+ ggo) = o) (%)

(*) und (**) koppeln das skalare und das Vektorpotential miteinander. Ist die Entkopp-
lung durch eine geeignete Eichtransformation moglich?

In Kapitel (3.1) wurde angenommen, dafl A und A’ gleichberechtigte Vektorpotentiale
sind, wenn gilt:

I~ A=y
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d.h. dann gilt B=FH.
Wir fordern jetzt

d.h.
— ’ a —»I -,
V(e —¢) = 5 (4 = A)
Vx

d.h. ¢’ = ¢ — x(+const.). Das bedeutet, daf die Felder E(7,t) und B(,t) unveréndert

unter folgender Eichtransformation bleiben:

—

AR t) — A7 t) = AF,t) + Vy(F 1)

—

p(rt) — @' t) = (7 t) — X(7,1)

Eine spezielle Eichung ist die Coulombeichung;:

V-A=0
Diese geht immer (vgl. 3.1).
Damit vereinfachen wir (*) zu:
1
Ap=——p
€0
und aus (**) wird:
1= - =1 -
—A—AA+ V== poj
c c
Mit der longitudinalen Stromdichte
JI =@V
und der transversalen Stromdichte
ji=7-1J
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gilt:

1= - - = -
gA —AA = po(j — V) = pojo

Die Losung von Ay = —% p ist gegeben durch das Poissonintegral:

d7re |7 — 7| ot
1 P, )
—'t — dg—l 9
(1) 47T€0/ " |7 — |
mit p—{—dz'vj:()folgt:

S t) = —— /d“ L 9.5 eV
’ 47eg |7 — 7| ’ 0
eVo(rt) = — | &7 V57t
0#@( ) 47T/ P I, 1)

Aus (1)

D.h. j; (7, ) ist als Funktional von j(7,t) bekannt. Es handelt sich um einen nicht lokalen

Zusammenhang, da die longitudinale Stromdichte am Ort 7 von j an allen moglichen

Orten 7 abhéangt.

Letztlich haben wir so gezeigt, daf3 die Coulombeichung die Gleichungen fiir das skalare

Potential und das Vektorpotential tatséichlich entkoppeln.

Bemerkung;:

Fiir beliebige Aund © gibt es immer ein Eichfeld yx, welches sicherstellt, dafl A= A+ ﬁx

der Coulombeichung gentigt (vgl. 3.1):

-

=0 !

|
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Im allgemeinen ist A eine Funktion von Ort und Zeit.

= x und x sind auch Funktionen der Zeit.

= Zeitabhingigkeit auch in ¢’ = ¢ — x.

Im Hinblick auf eine kovariante Formulierung der Elektrodynamik ist eine weitere Ei-

chung hilfreich, die sogenannte Lorentz-Eichung:

Fiir (*) gilt dann:

Daraus folgt:

Fiir (**) folgt:

Daraus folgt:

1= - S
—A—AA+ = poj
c

D.h. die Gleichungen fiir skalares und Vektorpotential gehen in inhomogene Wellenglei-
chungen {iber.
Ist die Lorentz-Eichung immer moglich?

Allgemein gilt:

Wir fordern
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Fir (1) gilt:
und fiir (2) gilt:
d.h.

Damit ergibt sich das FEichfeld als Losung einer inhomogenen Wellengleichung, welche

immer Losungen besitzt.

5.3 Freie elektromagnetische Wellen

Freie Wellen heifit p = 0 = 7, damit gehen Potentialgleichungen in Coulombeichung
(5.2) tiber in:

Ap =10
1= -
SA-Ad=0
c

Im Unendlichen verschwindet das Potential. Damit gilt ¢ = 0 und es verbleibt zu losen:

1= - - o
—ZA—AA:O unter Bed. V-A=0 (%)
c

Entsprechend ergibt sich in Lorentzeichung (**)

L.
c—2<p—Ag0:O
Li-ad=o
c

— — 1
unter Bed. V-A+ —p =0
c

Wir konnen auch direkt von den MWG starten:

VxH-D=j=0
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Im Vakuum gilt:

— ]_ —
H=—B
Ho
5 = EoE_:
Daraus folgt:
VxB==FE —
% c? ot
Vx B, =—E
T
—VxE
1 = — — — — - — —
= gE:—Vx(VxE):—VV-EJrAE
Lp:[)
)
1 — —
c
Andererseits gilt:
- - 1 = -
VxB= —2E V x
c
— — — — - — 1 — —
Vx(VxB)=VYV B—ABz;VXﬂE
0 B
Daraus folgt:
LB=AB
c
Damit ergibt sich die 3. Variante (***)
1= .
—E—-AE=0
c
]_ — —
—B—-AB=0
c
unter Bed. (MWG)V x E+ B =0
- _ 1 =
VxB—-—E=0
c

Unter den 3 Varianten die die freien elektromagnetischen Wellen beschreiben (*/*% /#¥%)
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stellt die Potentialvariante mit der Coulombeichung offentsichtlich die optimale dar.

= untersuchen im folgenden

A-Ad=0 (V-A=0)

1
2

daraus ergeben sich die Felder als

F=-A- A

Vi
~—
0
B=VxA

Der einfachste Fall der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum wird duch

(Uberlagerung) ebener Wellen beschrieben:

2
AR A=0
C

Damit ergibt sich die Dispersionsrelation (fiir w > 0)

w=k-c

Nach der Coulombeichung gilt:

<
SN}
I
o
I
=
|
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= ALk dh. ak)Lk

Der Vektor @(k) steht senkrecht zum Wellenzahlvektor in einer Ebene, welche von &, (k)

fiir o = 1; 2 aufgespannt werde. D.h.
2
(k) = as(k)e,(k) mit e.(k)Lk
1

Fiir gegebenes t ist

konstant, wenn das Skalarprodukt k - 7 konstant ist, d.h. A ist konstant auf einer Ebene,
welche senkrecht zu k ist (Ebene J_E) Flichen mit A = const. werden Wellenfronten

genannt.

Sei speziell k |€., dann gilt k-7 =k -z Wellenfronten léngs z sind rdumlich periodisch.

Az +\) = A(2)

= ML o Ae=or

Somit ergibt sich fiir die Wellenlénge A:

A=
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Fiir gegebenes 7 ist A periodisch in der Zeit:

iwT !

At +T) = A(t)
= e =1

Damit ergibt sich fiir die Periode T

r=2"
w
Mit w = k - ¢ folgt:
2m A
T=—=-
k-c ¢
Fiir die Frequenz v gilt:
1 c
V= — —= —
T A
Wir betrachten eine Wellenfront bei (z,t). Zum spéteren Zeitpunkt ¢ + At ist diese

Wellenfront bei z + Az, d.h.:

pi(kz—wt) 2 pilk(z+Az)—w(t+At))

Daraus folgt:

kAz = wAt
Az_w_ﬂ

Atk k

D.h. die Wellenfronten bewegen sich mit einer Geschwindigkeit von ¢ in Richtung k. c

= C

wird als “Phasengeschwindigkeit “ bezeichnet.

Jetzt gehen wir vom Vektorpotential zu den Feldern:
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Boiix A —YixpB= F F 5
~ w w k

- 1k
B=-Z

ckx

Die Vektoren E, E und B einer ebenen elektromagnetischen Welle stehen senkrecht
aufeinander und bilden ein rechtshéndiges Dreibein.
Wegen der Linearitdat der Wellengleichung

1
2

A—AA=0

9}

ist jede Linearkombination von transversalen, monochromatischen ebenen Wellen, wel-
che die Dispersionsrelation w = k - ¢ erfiillen, Losung.

Eine allgemeine Losung konnen wir daher in folgender Form angeben:

2
ZGUEDS / Ak aq (K)e, (k)" H 4 c.c
o=1

D.h. wir kénnen beliebige elektromagnetische Wellenpakete im leeren Raum als Fourier-

Entwicklung darstellen.

Mit
E —iwA
E:z’Ex/f

121



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitédt Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Physik

folgen die Fourierdarstellungen des E- und B-Feldes

—

B(F,t) = iZ/d3k aq(k)k % é’a(E)ei(EF—kct) Lee

Bemerkung:

e 7Zu den obigen Darstellungen von E und B wiren wir auch unter Zugrundele-
gung der Lorentz-Eichung gekommen, aber A hiitte sich nicht auf eine Ebene Lk

beschréankt.
e Polarisationszustande
heiflen linear polarisiert.

Die allgemeinste ebene Welle ist eine Uberlagerung zweier linear polarisierter Wel-

len:

— Sind die Phasen unterschiedlich, so handelt es sich um elliptisch polarisierte
Wellen

Spezialfall: zirkular polarisierte Wellen fiir

ar(k) = a(k)

Damit ergibt sich:
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Somit ergibt sich fiir die x,y-Komponente des reellen Potentials:

—

A (7, t) = |a(k)

cos(kz — wt +9)

A7) = F ‘a(E)‘ sin(kz — wt + 0)

7/#

o\

Energiestrom assoziiert mit elektromagnetischer Welle

1 - 1 1 - = -
mag = — B2 = ——(kxE)-(kx E
Wnag = 5 - 2Mow2( x E)-(kx E)

mit
(k X E) . (E X E) = eilmklEmeijkkjEk

= €um€ijkkiEmk; By,
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mit €ilm€ijk = 5lj5mk — 5lk6mj fOlgt
Eilméijkk‘lEmkjEk = k‘jk‘jEkEk — k‘kEkk‘mEm
= K E? — (k- E)?
——

=0 (transversale Wellen)

folgt:
1 1
Wmag = 5~ —5 k2 E?
Mo W7
=k2¢2
1 1

QMO,UOGO 260 Wey

Daraus folgt
W = Wel + Winag = 6052

D.h. die magnetische und elektrische Energiedichte sind gleich grofi. Dies gilt natiirlich

auch fiir die zeitlich gemittelten Groflen:

Poynting-Vektor:

S=—FExB=—FEx(kxE)
Ho fow
1 |-= Lo
=— |kE* - Fk-E
= =7
1 - =
= —FkE?
How
_ g K
Ho k
1 .,k k
= E?2.2 = cu=
Vet Lk Mk
\—v—/ w
Im zeitlichen Mittel gilt:
Eol k
(S) =c(w) 7 = 3¢ |E(k)|* T
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D.h. der Poynting-Vektor zeigt in Richtung des Wellenzahlvektors. In dieser Richtung
findet ein Energiestrom statt, dessen Dichte proportional zur Energiedichte der Welle

ist.

5.4 Transparente lineare Medien

Bisher Vakuum, d.h.
[j = EoE:
E = ,u()]:_f

Wir betrachten jetzt ein transparentes, lineares Medium, d.h.

mit e(w), p(w) € R
Alle bisher abgeleiteten Ergebnisse bleiben richtig unter der Ersetzung von:
€0 — €(w)

fo = p(w)

Insbesondere gilt fiir die im Vakuum als Phasengeschwindigkeit fungierende Lichtge-

schwindigkeit

! — v(w) = ¢

NG n(w)

C =

wobei v(w) als frequenzabhéngige Phasengeschwindigkeit bezeichnet wird mit der Brech-

zahl n(w)
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Aus der Dispersionsrelation w = kc¢ wird:

Wir betrachten jetzt einen Transparenzbereich Aw um die Mittenfrequenz wq
lwo — w| < Aw

Die nach obiger Dispersionsrelation zugehorigen Wellenzahlvektoren sollen folgende Be-

dingung erfiillen

ko — k| < Ak

Die Uberlagerung von ebenen Wellen aus diesem Frequenzgebiet liefert Wellenpakete

2
ATty => /A ) PPk ay(k)é,(k)eFT®0 4 ¢ e
o=1

wobei gilt
ap(k) =0 fir |k—ko| > Ak
Im Unterschied zu friiher ist die Phasengeschwindigkeit

() = w(k) _ 1
W= e(w)p(w)

Diese ist jetzt frequenzabhéingig, d.h. die Wellenfronten von Wellen unterschiedlicher

Frequenzen breiten sich im allgemeinen mit unterschiedlicher Geschwindigkeit aus.
= lokalisierte Wellenpakete dndern ihre Form und laufen auseinander
Wir betrachen speziell ein Gaufisches Wellenpaket, das sich entlang z bewegt:
A7 t) = / Bk a(k)e!F==e®D e e
0
mit

_ (k—kg)?

d(k) = @(ko)e A@r?

Wir machen die Taylorentwicklung von w(k)

dw
w(k) = w(ky) + o

1 dPw

k= ko) ¥ 5 2

ko (k — ko) + ...
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und werten das Integral aus

mit

1 d2w
"= \/(Ak)2 2

d.h. das Wellenpaket lduft mit der Zeit breit, abhéngig von

d*w
a2 o

und das Maximum des Wellenpaketes breitet sich mit der Geschwindigkeit

dw ’
dk; ko

entlang z aus.

O | . E——

Wir definieren sinnvollerweise eine Gruppengeschwindigkeit

dw
Vg (w) = ak

v, bestimmt die Geschwindigkeit, mit der Signale {ibertragen werden kénnen.
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5.5 Erzeugung elektromagnetischer Wellen

Bisher haben wir die Losungen der homogenen MWG (p = 0 = j) diskutiert, d.h. freie
Wellen. Jetzt untersuchen wir im folgenden den Einflufl von Ladungen und Strémen im

Endlichen.

Die inhomogene Potentialgleichungen wurden in Kapitel (5.2) diskutiert :
1 = - o
EA — AA = pupjr.  (Coulombeichung)
mit
jL=J—1Ji
jI = @Ve

bzw.

1 1
=@ —Ap=—p (Lorentzeichung)
c €0

1= - -
C—QA—AAzuoj

Wir betrachten zuniichst die Coulombeichung; f(7,t) sei eine Komponente von A(F,t)
und s(7, ) sei eine Komponente von o7 (7,t). Analog ist dieses Vorgehen auch fiir die
Lozentzeichung moglich.

In jedem Fall kommen wir auf eine partielle DGL der Form:

TS — A = s(71)
29! (T 7 t) = s(7,
GO(7,t) sei die Greenfunktion dieses Problems, d.h. erfiille:
ia—ze@(f t) — AGO(7 ) = §(Md(t) (%)
c? ot? ’ ’

Dann kann f dargestellt werden iiber G® und s durch:

f(7t) :/d?’F’/dt’G(O)(F—F,t—t’)s(F,t’) ()
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Bemerkung:

Beweis klar, wenden c%g—; — A auf die Gleichung an:

{ég_; —A}f(r,t) = /dBF'/dt’{...}G(O)(F—F’,t—t’)s
_ / P / dt' §(7 —7)5(t — t')s

d.h. die Identitdt wurde gezeigt.

§(7) ist kugelsymmetrisch, d.h. es sollte auch G (¥) kugelsymmetrisch sein, d.h. GO (7, ¢) =
GO (r, t) mit r = |7]

= Wir 16sen (*) in Kugelkoordinaten.

Wir betrachten den radialen Anteil von A

damit ergibt sich (*) zu

L0 o (0)
;% [T’G (T’, t)} — —2—G (T’, t) =0

Mit dem Ansatz G (r,t) = Lg(r, t) folgt:

0? 1 02
{ﬁ‘?@}g“’”:o

Dies wird gelost durch eine beliebige Funktion g(t £ £). Damit ergibt sich

., 1 r
GOF.t) = ~glt £ )

Wir miissen g so wihlen, daf§ (*) erfiillt wird. Dazu integrieren wir (*) iiber ein Kugel-

volumen, das den Ursprung enthélt.

1 0°GW©
/Vdr{c2 5 AG }—5(15)/‘/(1 7 (7)
—_—

1
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Unter Ausnutzung des Gauflschen Satzes folgt:

1 0*GO =
— | &% - / da- VGO = §(t
02 v 5t2 (V) ( )

Wir lassen jetzt den Radius R des Kugelvolumens V' gegen Null gehen; ¢ sei endlich.

1

GO ~ g
r
d.h.

1 PG
z d>7 BYe =i (da V ~1%)

. 21 1.

VG =g V- +-Vg

T,

Bei —f—g handelt es sich um den nicht verschwindenen Beitrag zum Oberflachenintegral.
/ di - VG© 0 —4mg(t) (da (V) = 47R?)
V)
d.h. insgesamt gilt g(t) = ;-6(¢). Damit ergeben sich zwei mdgliche Greenfunktionen:

e die retardierte Greenfunktion

o die avancierte Greenfunktion

. 1 T
GO t) = 8t + )

Aus (**) folgen dann das retardierte Vektorpotential in Coulombeichung

Z 7= |
U L o R G ey
A(rit)=— [ d <
(1) 47?/ T
bzw. das retardierte Vektorpotential in Lorentzeichung:
2 ||
Art) = — | &7 —5—=—
(1) 47r/ T
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das retardierte skalare Potential in Lorentzeichung:

1 7.t — =T
(7 t) = —/d3f'p( )

" 4me 7 —

Interpretation der retardierten Potentiale

An einem Beobachtungspunkt 7 zu einer Zeit ¢t werden die Quellverteilungen am Ort 77

7|

zum fritheren Zeitpunkt ¢ = ¢ — =—— registriert.
= Die Wirkung eines Quellpunktes ist nicht momentan, sondern mit Lichtgeschwindig-
keit verzogert.

|r=7"]

C

Analog ergeben sich durch Einsetzen der avancierten Zeit ¢’ = ¢ + die avancierten
Potentiale.

Hier ist die Interpretation scheinbar schwieriger, da diese nicht mit dem Kausalitétsprinzip
iibereinstimmen. Allerdings wirken die Felder (iiber die Lorentzsche Kraftdichte) auf die
Quellen selbst zuriick. In diesem Sinne kann mittels der avancierten Potentiale aus den

Quellverteilungen zum Zeitpunkt ¢’ = ¢ + @ auf die Felder am Beobachtungspunkt 7

zum Zeitpunkt t geschlossen werden.

Beispiel: Bewegte Punktladungen

Punktladungen bewegen sich lings einer Bahnkurve §(t)

s
~—~
it
~
SN—
Il
<
(@)
—~
=y
|
gl
~
N—
S~—

Vorhin wurden die Potentiale iiber die Greensche Funktion dargestellt als
7 1) = /d3F/ dt' GO — 7t — t)s(7, t)

mit
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folgt fiir

Wir fithren zunéchst eine rdumliche Integration aus

|7—5(t")]

R q 0t — 1" — )
1) = dt —— ¢
) =5 |

Bemerkung:

Es gilt, falls f(z) v einfache Nullstellen hat:

df -
(%> .’E:I—Y

Wobei die z., die einfachen Nullstellen der Funktion f(x) sind, d.h. f(z,) = 0.

S(f@) =3 5o — )

Anwenden auf

FEY) =t—t — |H—C§(t’)|
af(rit) F—35t) -, 1
ot —1+ 7= 5(t)| - S(t) -
P Gl ) B O, )
7= S(t)]| ?(t’) c
— 0

Es gilt |§(+/)| < 1 da die Teilchen langsamer als Licht sind. Daraus folgt:

= f<0

= )f\z—f'
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d.h.

Slt—+¢ — |F_ g(t/)| o 5(tl - t’ret)
= - —‘)

mit der retardierten Zeit

t— tret -

Die Zeitintegration fithrt auf das Liénard-Wiechert-Potential:

" q 1
@(Ta t) = — =, — — y 1
Ameo |7 — 5(trer)| — (7 — S(tret))s(tret)z

wobei fiir die Retardierungsbedingung gilt:

’F_ §(tret)‘
C

lret =1 —

Analoge Umformung fiir das Vektorpotential ergibt:

Aty = Yo SMbrer)
7 Am ’77_ §(tret)‘ - (F_ g(tret» ' §(tret) 1

C

Die praktische Auswertung ist wegen der Retardierungsbedingunng im allgemeinen nicht

triviall

5.5.1 Multipolentwicklung

Wir betrachten das retardierte skalare Potential in der Lorentz-Eichung

1

_7“"‘

1 ot —
o) = o [

" 4me |7 — 7|

3

In Kapitel (2.4) haben wir das statische Potential betrachtet

o) = o [ 2

47reg |7 —

und fiir kleine |7| den Nenner entwickelt:
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Jetzt wird es etwas komplizierter, da der Abstand |7 — 7| auch in der Retardierungszeit

vorkommt. Es gilt

Es gilt 7"7/ < 1. Wir entwickeln jetzt nach Potenzen von ”7/

1
oF 7 P\TE P

Damit ergibt sich:

|F—"|
p(rt-1) 1 s Lo AR
— =—|1+ p\r,t——+—

|7 — 7| r rz

Wir entwickeln jetzt die Ladungsdichte nach Potenzen von 7%:

177
p(f',t—er—r T) - (F’,t—i>+p<f’,t—f>
C cC T C C

Damit ergibt sich insgesamt

Das Potential ergibt sich als

11 7.
p(rt) = —= /d‘g’f'p(ﬁt—C) +/d3f = [p(F’,t—f) +fp<f’,t_f)] + o
Aeg T c r2 c c c

Analog ergibt sich das retardierte Vektorpotential als

AR 1) = %{/di"r"j(f’,t—g) +/d3ﬂ ij [}'(f’,t—g) +£j‘(r",t—£)] }

Damit sind wir in der Lage fiir inselformige Ladungs- und Stromverteilungen die Felder

(in weiterer Entfernung || >> |r"|) anzugeben.
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5.5.2 Elektrische Dipolstrahlung

Mit

(7 1) 1 1Q<t r>+1ﬁ *<t r>+ 1 .*(t r)
1) = - - - —T- - - —T - -
P, dme |7 37 P 7P

(0 ©d

wobei () als Monopolterm und ¢, als Dipolterm bezeichnet wird.

Wir betrachten jetzt das Vektorpotential. Der erste Term ist:

AO () = Lo /d?’F’ j(e-1)
C

 4ar

Friiher (vgl. 3.2) haben wir schon ausgenutzt, daf folgendes gilt:

N /dw;(f’,t—f):/d%ﬂﬁj(ﬁ,t—f)ﬁ+/d3ﬁp #- D)
C C C

() @)

Fiir (1) lasst sich zeigen, daB es fiir inselférmige Verteilungen verschwindet,

fir (2) gilt:
/d?’ﬂp(??’,t—f)ﬁ:ﬁ(t—f)
C C

d.h. der erste Term in der Entwicklung des Vektorpotentials liefert uns bereits den (zur

elektrischen) Dipolnéherung relevanten Beitrag.

A7) = Lo (t — f)

A7y c
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Bemerkung;:

das dieser Term bereits ausreicht, wird auch dadurch gezeigt, dafl er die Lorentz-Fichung

erfiillt
; 1
\V4 Ad+—230:0
c
" (7 1) 1 q<t r)+ 1 q(t 7‘)
mi rt) = —T - - —T - =
pall ey |13 b c a2 P c
Mit
Bzﬁxgd

ergeben sich (nach lédnglicher Rechnung) die von einem (zeitlich verdnderlichen) Dipol

ausgehenden Felder

Bt =22 rXp(t_5)+rXp(t_5)]

47T 7’3 cr2
sowie
By = L )3T r(t=g) — —1) 3Rt =g (=) | T Fxp(t-1)]
4d1eg rd crd 273
Bemerkung:

Fiir ein konstantes Dipolmoment ]5' = 0 erh&lt man offensichtlich das bekannte elektro-

statische Dipolfeld.
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Die einzelnen Beitrdge zum elektromagnetischen Feld klingen unterschiedlich schnell

1

ab. Fiir grofle Entfernungen r ist das mit »— abklingende Fernfeld relevant

B(7r,t) = &
(7 %) Ameycd r2
. 1 TX[TXﬁ(t—E)}
E(rt
(%) Amegcd r3

Bemerkung:

e Das Fernfeld ist proportional zu ﬁ, d.h. es tritt nur fiir Ladungen auf, die eine

beschleunigte Bewegung vollfiihren.
o offensichtlich gilt
=, ]_ 5 =N
B(7,t) = —€, x E(T,t)
c
E(7,t) = —cé. x B(F,1)

d.h. B und E stehen senkrecht aufeinander und senkrecht zur Ausbreitungsrich-

tung.
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e Nur das Fernfeld gibt zur Energieabstrahlung Anlafl. Der hierfiir relevante Poynting-

Vektor ist
- 117 |27
S t) = —-x*(t—-> -
(7,1) (4m)2c3eq 12 |1 P c r
mat

= Richtwirkung von Antennen

e Die pro Zeiteinheit und Raumwinkel abgestrahlte Energie wird beschrieben durch

I =78

= [~}

Sei
p(t) = posin(wt + «)
(t) = —p(t)
Daraus folgt:
I ~w'p;

D.h. hochfrequente elektromagnetische Wellen lassen sich durch Antennen besser

abstrahlen als niederfrequente.
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6 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

6.1 Lorentz-Transformation

Wir gehen von 2 Erfahrungen aus:

1. Alle Inertialsysteme sind gleichwertig, d.h. durch kein physikalisches Verfahren

kann ein ausgezeichnetes Inertialsystem gefunden werden.
2. Die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem c.

Wir betrachten jetzt 2 Systeme > und ', wobei sich das System 3"’ relativ zum System
>~ mit einer konstanten Geschwindigkeit ¢’ bewegt.

0.B.d.A 7|l

~
o~
el

xU
X W
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Aus diesen beiden Erfahrungen 148t sich die spezielle Lorentz-Transformation ableiten

' = v(z — vt)

t/:fy(—éx+t)
c

y =y

7=z

1 )

Fiir den Fall, dass v nicht parallel zu einer Koordinatenachse ist folgt die verallgemeinerte

Lorentz-Transformation. Sei

dann:
F’:F+(7—1)¥-F—7vt
, v-r
t = Y BT +1
c
Bemerkung:

e Wir betrachten einen Stab mit der Linge [ in Y . Wir beobachten im Sytem >’
das sich mit ¥/||€, beziiglich ) bewegt, daf§ der Stab verkiirzt erscheint

! / U2

Der Effekt der Léangenkontraktion ist natiirlich symmetrisch. Ein Beobachter in
sieht einen in >’ ruhenden Stab ebenfalls verkiirzt.

= gleichférmig bewegte Mafistébe sind kiirzer als ruhende — “Léngenkontraktion

140



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitédt Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Physik

e Wir betrachten den zeitlichen Abstand zweier Ereignisse in ) (Periode einer Uhr)
welcher At sein moge. Der Beobachter in > (bewegt mit v beziiglich ") mift
den zeitlichen Abstand

Auch dieser Effekt ist symmetrisch beziiglich der beiden Bezugspunkte.

= gleichférmig bewegte Uhren gehen langsamer als ruhende — “Zeitdilatation *

6.2 Pseudoeuklidischer Raum

Wir vereinigen drei Komponenten des Ortsraumes mit Zeit ¢t zu vierkomponentigen

Vektoren z* bzw. z, (u=0,1,2,3) mit den Definitionen

r =ct
=1
x2:y
2=z
bzw:
Ty =ct
Ir1 = —X
To = —Y
r3 = —Z2

Offensichtlich héngen die kontravarianten Komponenten z# mit den kovarianten Kom-

ponenten z, {iber folgende Beziechung zusammen:
ot = g"

_ v
Ly = GuyT
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wobei der metrische Fundamentaltensor des 4D pseudoeuklidischen Raumes geméif fol-

gendem gegeben ist:

1 0 0 0

0 -1 0 0 iy
(g;w) = = (g )

0O 0 -1 0

0 O 0 -1

Die spezielle Lorentz-Transformation ergibt sich jetzt als:

2" = a0 — Byl

' = — By’ + yat

:EIQ — 172
G B
und 148t sich in der Form
't = Aba?
mit der Transformationsmatrix
vy =By 00
— 0 0
(A2 = By v
0 0 1 0
0 0 01

darstellen.

Bemerkung: Uber doppelt auftretende kontravariante und kovariante Indizes ist zu sum-

mieren.

Den Index « im folgenden nicht mit der Zahl v = \/ﬁ verwechseln!

Die Transformation der kovarianten Komponenten ergibt sich zu
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:E;L =N,
mit der Transformationsmatrix:
v By 00
00
(A)) = By v
0 0 10
0 0 01

Offensichtlich gilt:
A#V — gu)\A/\png

sowie

A AN =6)

wobei 5;\ als Kroneckersymbol bezeichnet wird.

Die Lorentz-Transformation ist eine orthogonale Transformation. Damit gilt fiir das
Skalarprodukt zweier Vierervektoren, daf sie unter der Lorentz-Transformation invariant
ist:

! AAN Y A
a®tl, = ABA; a'by = a”by

3
Wir definieren die Viererableitungen:
0
0
bzw. OV =—
Oz,
Es gilt
g - 9 0
o' Oz
(A1)
wegen Orthogonalitét
A sA
ABAS =67
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folgt
(=
und damit
9, = N0,
analog gilt
ot = ALY

Beispiel: Raum-Zeit-Abstand von Ereignissen
xWH und ®# seinen die kontravarianten Koordinaten zweier Ereignisse in Y. Wir
definieren ihren Abstand als:
(As)® = Azt Az,
mit
Agt = D _ . 2)p

Wie ist der Abstand dieser Ereignisse in Y7

(As)? = Az Az,
_ by
— M A A Az,
= AgAl’) Az Ax)y
——

b

= Az*Azy = (As)?

D.h. wie bei einer Drehung im 3D-Raum, bei der der rdumliche Abstand zweier Punkte

unverindert bleibt, 148t die Lorentztransformation den Raum-Zeitabstand
(As)? = A — (Az)? — (Ay)? — (Az)?

konstant.

As =0
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= cAt = £/(A2)2 + (Ay)? + (A2)?

Diese Gleichung definiert den sogenannten Lichtkegel zum Bezugsereignis E©).

Vi %U.‘(U(m -
licheklegp)

= U@’@“&nhe‘ﬁs-
l\dx%(egei

Wir kénnen die Ereignisse E beziiglich ihrer Lage zum Lichtkegel von E(® klassifizieren:

e innerhalb eines Lichtkegels, raumartiger Abstand

(As)? <0

e auflerhalb des Lichtkegels, raumartiger Abstand

(As)? >0

e auf dem Lichtkegel, lichtartiger Abstand

(As)* =0
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6.3 Elektromagnetische Felder

Wir kombinieren die Ladungsdichte p und die Stromdichte j zum “Viererstrom “.

(") = (cp,j) d-h. 7 =cp

Wir kombinieren das skalare Potential ¢ und das Vektorpotential A zum “Viererpoten-
tial“
(4) = (2,4) an a =%
c c
Damit ergibt sich die Kontinuitatsgleichung
p+V-7i=0

in kovarianter Form

ot =0"3,=0

Wir gehen in ein anderes Inertialsystem
A
9,=1N70,
j = Apje
O™ = NN p O, 7
~——
I
=0,j" =0

D.h. die Kontinuitatsgleichung gilt (wie erwartet) in jedem Inertialsystem.

Die Lorentz-Bedingung (5.2)

lautet in kovarianter Form

QA" = 0" A, =0

Der d’Alembert-Operator

U - A

1
2

82
o2
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lautet in kovarianter Form:

0= 0",

Damit wird aus der inhomogenen Wellengleichung fiir das skalare Potential (vgl. 5.2)

1. 1
¢ —Ap=—p
C €

die folgende Gleichung

0 %) 1 1
_——= — = C C =
c ceop HoCp eolio

OA% = pos°
Wir koénnen das mit der inhomogenen Potentialgleichung fiir das Vektorpotential
1= > -
gA — AA = poj

in kovarianter Form kombinieren zu

DO, AP = pigj*

Aus dem skalaren und Vektorpotential ¢ und A lassen sich die B- und E- Felder ableiten

B=VxA

E=-Vyp-—

.y

In kovarianter Formulierung wird dieser Zusammenhang beschrieben durch:

FHY = 9P AT — OVAH = — F7H

wobel F*7 der Feldstérkentensor ist. Mit dem metrischen Fundamentaltensor (g, ) kommt

man zu

N
=0,A, — 0,4,
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Einsetzen und Nachrechnen fiithrt zu:

0 —E _E _E
L0 -B. B
(Fry = | © Y
E
L B, 0 -B,
E -B, B, 0
bzw
0 E, By E.
& 0 -B. B,
(F)=| 1
~& B, 0 -B,

-£ B, B, 0
Wir bilden Viererdivergenz des Feldstérkentensors:
0, F"" = 90,0"'A7 — 0,07 A*
—_— =
ey) 2)
Fiir (1) gilt
A = iy

Dies ist die inhomogene Potentialgleichung.
Fiir (2) gilt:
0,0"A" =97 9,A"

~——
0

Es gilt 0,A" = 0 aufgrund der Lorentz-Bedinung.
D.h.

auFlw = fog”

Das ist jedoch genau die kovariante Form der inhomogenen MWG:

.o 1

V-E=—p

€0

VXB——QEIILL()]
C
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Wegen der Antisymmetrie des Feldstarkentensors gilt

ONFoy + 0, Fop + 0, Fy, = 0

Dies entspricht jedoch gerade den homogenen MWG:

oL
I

V- 0

o1
I

V x E + 0

Bemerkung:

Wir sind von den Potentialen in der Lorentz-Eichung, sowie von den Potentialgleichun-
gen ausgegangen, um die Maxwellgleichungen in Viererform zu finden. Der umgekehrte
Weg ist natiirlich auch moglich.

Wir betrachten jetzt den Feldstirkentensor in 2 Inertialsystemen Y und Y_'. Der Zu-

sammenhang wird durch die Lorentz-Transformation vermittelt:

F'™ = NATFT

A
LA 7 0.%.4.A
SPQE.\QX\Q TTCX(')%QOMCL'\'{ on
Car vie,

~

v x!
X
d.h. (vgl 6.2)

v =By 00
By v 00

(Af) =
0 0 10
0 0 01
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F/,LLO — A;LAO FoT
= A (ASF 4 AOF)
— Ag (,_YFUO o '}/Fal)
— ,yAg (FO’O . 6F01)
Wir betrachten speziell die Komponenten des elektrischen Feldes u = 1:
p p 2
F/lO = [AéFOO + AiFlo o BA(l)F()l _ 5A1F11:|
_ . 00 10 2 01 11
= 57\}70 AVE T+ B F 75,F0 ,
_ 2710 2_2 101
=y FT 4 B F
_F10
=7°(1— %) F"°

———
1

— FlO

d.h.

Analoge Rechnung fiir p = 2:

F/2O — ’Y(FQO . 6F21)

d.h.
E, =~(E, —vB.)
Fiir p = 3:
Fr30 _ 7(F:zo o 5F31)
d.h.

E,/z - 7<Ez - UBy)
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In kompakter Schreibweise 148t sich das zusammenfassen als:
E| = E|
E' =~(E,+7x B)

Analog kénnen die Komponenten des B'-Feldes aus F’32, F"13 und F'?! bestimmt werden.

In kompakter Schreibweise ergibt sich:
B = B
—»/ — /27 —
Offensichtlich ist die Bedeutung von elektrischen und magnetischen Feld relativ. Ru-

hende Ladungen stellen Quellen des E-Feldes dar. Da ein bewegter Beobachter bewegte

Ladungen wahrnimmt, mufl er Wirbel des B-Feldes registrieren.

Mit
E' =E - E|
—»/_Q_])U —
1= B

und den analogen Formeln fiir das B-Feld kommen wir zu dem Transformationsverhalten:

— — — —]__)_’ —
E’zy(E+ﬁxB—7—@-E>

v
. = T o y—100 &
B=y(B-5xE-1—— "B
< c? v v )

Der “Vermischung® von E und B-Feld entspricht eine “Vermischung® von Ladungs- und
Stromdichte. Aus
j = AL

folgen die Transformationsgesetze:
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7 Anhang: Hamilton-Prinzip

Bisher sind wir von den MWG als den Grundpostulaten der Elektrodynamik ausgegan-
gen. Diese spielen eine #hnliche Rolle, wie die Newtonschen Axiome in der TM. Ahnlich
wie in der TM kann man auch in der ED einen Schritt weiter in der Abstraktion gehen
und von einer Lagrange-Funktion starten, die auf der Grundlage des Hamiltonsprinzips
die Feldgleichung in Form von Lagrange-Gleichungen liefert. Uber die Beschreibung der
Krifte auf Ladungen und Stromen kénnen wir ED und TM zu einer einheitlichen Theo-
rie zusammenfiihren.

In der Punktmechanik enthilt die Lagrange-Funktion als Funktion der (generalisier-
ten) Koordinaten und Geschwindigkeiten die relevante Information tiber das System. In
einer Feldtheorie tritt an ihre Stelle zunéchst eine Lagrange-Dichte, wobei in der ED
die Potentiale sowie ihre zeitlichen und rdaumlichen Ableitungen die Rolle der Variablen

iibernehmen, d.h.

e Lagrange-Dichte
L=L(A,,0,A,)

/d4x£
6/d4:c£ =0

e Lagrange-Funktional

e Hamilton-Prinzip

mit Randbedingung 04, = 0

Die entsprechenden Euler-Lagrange-Gleichungen lauten:

oL o o
OA,  01n 0(9,A,)

Sinnvolle Forderung an L ist sicher die Lorentz-Invarianz, d.h. wir suchen die Lagrange-
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Dichte die ein Minkowski-Skalar ist.

Ein einfacher Ansatz der diese Forderung erfiillt

1 .
L= P = A

Wir untersuchen die daraus folgenden Lagrange-Gleichungen (Erinnerung an 6.3. F,, =

0, A, — 0. A,)

oL
37
oA, — "’
oL oL OF
9(0uA,)  OF,, 9(0,A,)
X T5)
240
— _iFlW
Ho
d.h.
LRI P

Ozt 9(9,Ay) Ho
Damit lauten die Lagrange-Gleichungen

oc o oC 1
_ S R W - s g
9A, o oAy ) T ot =0

bzw.

0uF" = o’
Damit ergeben die Lagrange-Gleichungen gerade die inhomogenen MWG! Der Poten-
tialansatz fiir den Feldstdrkentensor sichert ohnehin die homogenen MWG (vgl. 6.3).

Damit konnen die MWG offensichtlich aus dem Hamiltonprinzip abgeleitet werden.

Bemerkung;:

e Die Lagrangedichte des freien Feldes
1
Lpr=——F"F
F A1t Yy

1 - .
= 5(€0F" =o' B)
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entspricht physikalisch der Differenz aus elektrischer und magnetischer Energie.

e Welchselwirkungsterm

Ly = —j'A,=—pp+j-A

e Die rdumliche Integration der Lagrangedichte liefert die Lagrangefunktion

L:/d3F£

Mit dieser (unter Lorentz-Transformationen nicht invariant) Lagrange-Funktion

kann das (invariante) Hamiltonprinzip in der aus der TM bekannten Form

t2
5/ dt L =0
t1

geschrieben werden.

Um die Dynamik der Feld-Teilchen-Wechselwirkung einzubeziehen, miissen wir die Lagrange-

Funktion um einen die Teilchenbewegung beschreibenden Term ergénzen.

Speziell: Ein nichtrelativistisches Teilchen

Punktteilchen der Masse m und mit der Ladung q bewege sich entlang der Bahnkurve

§ = §(t). Die Lagrange-Funktion des kréftefreien Teilchens ist die kinetische Energie.

Fiir die Lagrange-Funktion des freien elektromagnetischen Feldes ergibt sich:

S 1
LF == /dg’/’ EF (,CF == —4—IMOF‘LWFWY

Fiir Punktteilchen gilt:

p=qo(r—5)

— —

j': q§5(r —35)
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Somit ergibt sich fiir den Wechselwirkungsterm
Ly = / d*7 Ly

= [ @ {~as( - () + 45507~ 94}

Die Lagrange-Funktion fiir das aus elektromagnetischen Feld und Teilchen bestehende,

gekoppelte Gesamtsystem ist dann

L=Lp+Lr+ Ly

Es wurde bereits gezeigt, daf§ L die richtigesn Feldgleichungen liefert. Liefert sie auch
die korrekten Bewegungsgleichungen?

Wir untersuchen die Lagrange-Gleichungen fiir die Teilchenbewegung

OL d oL . .
asi—aaéi—() (1=1,2,3 fur z,y,z — Komponenten)
oL 8g0+ : 0A
gsi  lgs 17 g
doL - dA; - %—i- SOOA
dtog ATy TS T s !
L doL A .94 .
s 5 s s
0
. dp  OA - 9A . -
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d.h. vektoriell ergibt sich die Gleichung:
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mé(t) = qE(5,t) + ¢5 x B(3,1)

d.h. unser Ansatz fiir die Lagrangedichte fiihrt zur bekannten Newtonschen Bewegungs-
gleichung unter Einfluf3 der Lorentzkraft.
= Mit Hilfe des Hamiltonprinzips kénnen ED und TM auf eine gemeinsame theoretische

Grundlage gestellt werden!
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