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1. Zur Dirac-Gleichung

(a) Berechnen Sie explizit (fiir [, m=z,y, z) den Antikommutator der Pauli-Matritzen
des Spins. Zeigen Sie dadurch:

[&lv a-m]+ = a-la-m + a-ma-l = 26[m

(b) Mit Hilfe der Pauli-Matrizen &; (i = z,y, z) werden nun vier 4 x 4 Matrizen «; und
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Zeigen Sie, daf sich durch Quadrieren des Matrix-Ausdrucks @ - ¢p'+ Bmoc? die relativi-
stische Energie-Impuls Beziehung E? = (moc?)? + (cp)? ergibt.

Bemerkung zum allgemeinen Hamilton-Operator der Atomspektroskopie:

Aus der relativistischen Quantenmechanik (Dirac-Gleichung) 148t sich folgender Hamilton-
Operator fiir Elektronen in zeitlich konstanten elektromagntischen Feldern auf direktem
Wege herleiten, der auf die sog. Breit-Pauli Gleichung fiihrt:
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In der Vorlesung wurde er stiickweise aus der Pauli-Gleichung sowie dem Prinzip der mi-
nimalen Kopplung aufgebaut, wobei die Spin-Bahn-Kopplung als eine der relativistischen
Korrekturen hinzugefiigt wurde. Er wird der zentrale Ausgangspunkt der verbleibenden
Ubungsaufgaben sein.

In der folgenden Aufgabe lassen wir das Magnetfeld B (r) =V x /T(F), sowie das elektri-
sche Feld E(7) = —V¢(7) jedoch noch ausgeschaltet:

2. Zur Feinstruktur des Wasserstoffatoms

Durch die Wechselwirkung der magnetischen Momente des Bahndrehimpulses und des
Spins kommt es zur sog. Spin-Bahn-Kopplung, die zur Feinstrukturaufspaltung der Ener-
gieniveaus beitragt. Ein Wasserstoffatom werde dabei durch folgenden Stéroperator ge-
stort (mit « als Feinstrukturkonstante):
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(a) Berechnen Sie die Kopplungskonstante A fiir ein Atom mit Kernladungszahl Z.
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(b) Wie lautet der allgemeine Erwartungswert <§ : E> bzgl. einer beliebigen Wellen-
funktion |n,l,m,s) des Wasserstoffatoms7 Zeigen Sie zunichst, daf sich mit Hilfe des

Operators fiir den Gesamtdrehimpuls J L + S schreiben lisst:
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(c) Berechnen Sie den quantenmechanischen Erwartungswert < > fiir ein 2p-Elektron
r3

5 ,
mit normiertem Radialanteil Ry, (1) = % ()2 - re~2a und a als Bohrscher Radius).
P V3 \2a

(d) Berechnen Sie die durch die Spin-Bahn Kopplung hervorgerufene Anderung des 2p
Energieniveaus in 1. Ordnung nichtentarter Storungsrechnung, d.h. berechnen Sie den

Erwartungswert <AFISL> des Storoperator bzgl. der 2p Wellenfunktion |2, p, m, s) des

Wasserstoffatoms.
Hinweis: Man verwendet mit Vorteil die Ergebnisse aus Aufgabenteil (b) und (c).

(e) Welche Werte kann die Gesamtdrehimpulsquantenzahl j im Falle eines 2p Elektrons
des Wasserstoffatoms annehmen? Wie grofs ist demnach die Feinstrukturaufspaltung des
2p Energieniveaus? Veranschaulichen Sie das Ergebnis mit Hilfe einer Skizze.

3. Zum anomalen Zeeman-Effekt — eigentlich der normale Fall

(a) Aufgrund der quantenmechanischen Kopplung des Spins und des Bahndrehimpulses
zum Gesamtdrehimpuls J bestimmt im allgemeinen der Landé-Faktor g; die Grosse der
Zeeman-Aufspaltung. Fiir welchen Spezialfall ergibt sich der auch klassisch beschreibbare
normale Zeeman-Effekt?

(b) Wie grof ist die Feinstrukturaufspaltung der D-Linie des Natrium-Atoms? Bestim-
men Sie zunéchst die Energieéinderung der beiden beteiligten Energieniveaus 32Py /5 und
32P3/2 im anomalen Zeeman-Effekt.

4. Der Paschen-Back-Effekt — Rechtfertigung semai-klassischer Ndiherungen

Gegeben sei das Spektrum €,; und die Eigenvektoren |n,l,m,my) fiir ein Elektron in
einem Atom, das als Einteilchensystem (mit Spin) behandelt werden kann.

(a) Zeigen Sie ausgehend von der Breit-Pauli Gleichung:
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Unter Vernachlissigung der Spin-Bahn Kopplung (d.h. fiir E-§:O) ist die Storung durch
ein dukeres homogenes Magnetfeld By gegeben durch

I:I1 :NBEO . (E+2§)

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren in erster Ordnung entarteter Sto-
rungstheorie. Inwiefern liefert das Ergebnis Ihrer quantenmechanischen Rechnung eine
Rechtfertigung semi-klassischer Naherungen?




