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Kapitel 8
Differentialgleichungen

Motivation: Sehir viele physikalische Vorginge lassen sich mathematisch durch
Differentialgleichungen (DGL) beschreiben.

Beispiele: o Schwingungsgleichung
o Wiirmeleitungsgleichung
o Schrisdingergleichung in der Quantenmechanik

e Newtonsche Bewegungsgleigungen der Form

F(z,y.9,4) =0

hier:  Beschriinkung auf 1D gewéhnliche DGL und Systeme von diesen, d.h.:
Fz,y, o/ 0" - ™) =0

Die hochste auftretende Ableitung (n) € N heift Ordnung der DGL.
Partielle DGL wie z.B. die 3-dimensionale Schrédingergleichung las-
sen sich i.a. durch geeignete Ansitze auf gewdhnliche DGL zuriickfithren!

Fragen: (a) Existiert die Losung?
(b) Falls eine Losung existiert, ist sie eindeutig?

(c) Falls melirere Losungen existieren, wie siebt die Gesamtheit
der Losungen, also die allgemeine Losung aus?
(Jede einzelne Losung heit dann ,spezielle Losung®!)

Es gibt viele DGL, fiir die man beweisen kann, dass sie eine Losung haben, bei
denen man aber keine explizite (analytische) Losung angeben kann. Man kann
fiir sie nur eine graphische oder numerische Losung (am Rechner) bestimmen,

Als Physiker wissen wir. dass bei gegebenen Randbedingungen immer eine
Losung der Newtonschen Bewegungsgleichungen existiert, und zwar eine ein-
deutige. Eine entsprechende genauere/mathematischere Betrachtung lohnt sich
aber dennoch:
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8.1. GEWOHNLICHE DGL DER 1. ORDNUNG

8.1 Gewohnliche DGL der 1. Ordnung
Gesucht ist die allgemeine Losung y(z).z € I € R einer DGL der Form:

v = flxz.y(x)) (8.1)

8.1.1 Das Iterationsverfahren von Picard-Lindelof
Existenz der Ldsung

Annahme  Es existiert mindestens eine Losung von y' = f(x,y(z)) mit
w(xo) = yo als Anfangsbedingung:

dy = f(z.y(x)) dx (8.2)

Integration iiber die unabhiingige Variable t von zy bis z liefert
dann:

T
@)~ wlan) = [ fltuio)
To
also ergibt sich eine Integralgleichung
v = vieo) + [ f(tuo)ar, ®3)
o
bei der y(x) als Losung des Problems auch unter dem Integral

steht. Gleichung 8.3 ist somit nur durch Iteration losbar. Dazu
setzt man zunichst in 0. Niherung

Yo (x) =0
Die 1. Niiherung ist:
T
() =vola) + [ 1m0
o
Analog fortfahrend erhiilt man als n-te Nihernng:

Yo (@) = y(o) + / St Y (O

und damit eine Funktionenfolge {y.(z)}: n € N.
Die Betrachtung dieser Funktionenfolge fithrt auf folgenden Satz:

Existenz und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelof:

Gegeben sei y' = f(z.y) im Gebiet G ¢ R?. Ist f(z,y(x)) in
G lipschitzstetig, so existiert filr jedes (x0.y0) € G genau eine
Losung, die die Anfangsbedingung y(x0) = yo erfiillt.

Bevor wir zum eigentlich Beweis diese Satzes kommen zuvor noch ein paar Be-
merkungen zur Klirung einiger Begriffe sowie ein paar Beispiele zur Hlustration:
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

i) Lipschitzstetig heift: Eine stetige Funktion erfiillt zusitzlich die Bedin-
gung (fiir alle (z, 1), (,42) € G):

[f(zu2) = f(@, )] < Nly2 — |, mit N>0

ii) Man hat oft die DGL in der Form y' = f(x,y). Besitzt ein stetiges f(z,y)
in einem Gebiet G eine beschriinkte partielle Ableitung nach y, d.h.

|a——-f(’é:(’” <N' mit N'>0

so ist f(a,y) sicher lipschitzstetig in G.
Beweis: Aus der Definition der Lipschitz-Stetigkeit folgt:

)~ Sl _ y
ly2 = wl =
sowie im Grenziibergang y, — ¥, die Behauptung:
el St Sew) oy
By <

vy v2-n

Beispiel I:

Die Gleichung )
V(@) =2 y’(x)

hat eine eindeutige Losung, weil die Ableitung

g =2z-y(x)

in jedem Gebiet G beschriinkt ist. Die Losung der Gleichung (wie man sie be-
stimmt werden wir spiiter sehen) ist:

2
o)==

Beispiel II:
Gleiches gilt fiir alle DGL der Form
¥(2) = h(z).

da die particlle Ableitung % = 0 fiir alle 2 und y(z) verschwindet und somit
ebenfalls in jedem Gebiet G rinkt ist.

Beispiel I11:
Die Gleichung
(2) = ——
Y v(x)
hat dagegen keine eindeutige Losung, weil die Ableitung
B e B
A )

nicht immer beschriinkt ist (in y(z) = 0 divergent ! ).

'3
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Beweis der Existenz der Losung

Fiir die Differenz der 2. und 1. Niherung ergibt sich:

/, " ft vy )t / NG y(o)(t))dt‘

/:
xo

X
falls lipschitzstetig < N / ‘ym(t)—mm(‘)
X0

|y (@) - gy (@)

IA

f(twoy(t) — f("wo)(t))"if

dt

oo rgibt sich,mit M = |1, () — 6. 0]
20,2

|ll(1)(t) = y{o)(t)l < NMlz: - xol

Mit Hilfe dieser Ungleichung beweist man, durch vollstiindige Induktion (fiir
n = 1 ist die Aussage sicher richtig, s.0.), dass:

v ® —vm®)| < w2l

n!
0 (Quotientenkriterium)

n—oo
—

= Ymy(2) "= y(z) W

Eindeutigkeit der Lésung

Ist die Losung eindeutig?
Beweis der Eindeutigkeit der Losung

Nehmen wir an, es existieren zwei Losungen yy)(x) und yey(z), d.h., yoy(z)
und yz)(x) erfiillen die Integralgleichung 8.3. Dann:

() — (0| ‘ [ vatena— [ f(t,ym(t»dt'

IA

NMIz = zol siéhe obenl

Durch vollstindige Induktion zeigt man dann:

n
r—=
Yins1y(t) — ll(u)(f)l < MN"'—"Ti

n—00

= — 0

Yo 1) (1) = yny (1)

d.h. es folgt die Eindeutigkeit der Losung! B
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Beispiel
Es ist die DGL ¢ = ¢* — y?  mit der Anfangsbedingung y(0)=yo=0 zu losen.

Wegen f(z.y) = e* —y? ist das Lipschitz-Kriterium ist in jedem Intervall erfiillt.
Die Anwendung der Picardschen Methode der schirittweisen Approximation lie-
fert:

vy (x) = / f(t.yo(t))dt = /"‘ eldt =e* -1

Yoy (&) = / St (t))dt = [., (Be! — ¢ — 1)dt =

=3C"%82’—1’—?

L

!lts)(x)=/ F(tya(t))dt = ...

Die Fortsetzung des Iterationsverfahren liefert eine immer genauere Losung. Al-
lerdings wird dabei auch der Rechenaufwand immer grosser...

8.1.2 Losung durch partielles Raten - geeignete Anstitze

Die Tatsache, dass das Picard-Lindelof Iterationsverfahiren bereits nach wenigen
Schritten kompliziert und mithsam werden kann, ist die Motivation fiir andere
Losungsverfahren. Oftmals helfen Ansitze weiter, d.h. man rit die ungefihre
Form der Losung, lisst aber bestimmte Parameter variabel.
Beispicl: Es ist die DGL ¢ + a’y = 0 zu loseu.

Wir wihlen einen Exponentialansatz der Form: y = e**,
denn wir wissen ja, dass (e*)’ = e* - was der zu lésenden DGL
schon sehr nahe kommt. Einsetzeu in die DGL liefert:

Ae* 4 a%ett =0

A=-a?

Einsetzen 1in den Ansatz liefert als spezielle Losung:
o) = e

Exponentialansitze helfen sehr oft weiter, insbesondere deren komplexe Varian-
te ¢'** bei sog. Schwingungsgleichungen, dies ist aber nicht immer der Fall.
Dagegen kann man (fast) immer das Integral (Losung) einer DGL als Potenz-
reihe der allgemeinen Form:

¥(@) =3 an@ — o)"

ne

schreiben. Die Losung folgt durch Einsetzen dieses Potenzreihenansatzes in
die DGL mit anschlieBendem Koeffizientenvergleich, so dass sich i.a. Rekursi-
onsformeln fiir die a,, ergeben.

(
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Beispiel: Wir betrachten erneut die DGL g + a?y = 0,

verwenden aber nun einen Potenzreihenansatz der Form

y(z) = Za,.r" und damit y'(z) = Zanﬂx""
n-0

Einsetzen in die DGL liefert
x oo
Z apnz"! 4 a? Za,.x" =0
n=1 n=0
sowie nach Indexverschiebung in der zweiten Summe

o0 oo
Za,.um"" +a? Za,._lx"" =0
n=1 n=1

und anschliessendem Koeffizientenvergleich die Rekursionsformel:

apn + a?a,_ =0

—a?
Qn = —"Qp-}
n
N 2
(=a®)"
B =
n!

was wir sogleich als Koeffizienten der Taylorreihenentwicklung zu
y(x) = ¢ 7 identifizieren. W

8.1.3 Separation (Trennung) der Variablen

Das ganze geht auch etwas systematischer, d.h. ohne Rilckgriff auf Ansiitze,
allerdings nur fiir DGL der speziellen Form 3 = g(y) - h(z). Die rechte Seite
muss also ein Produkt von Funktionen jeweils einer Variable darstellbar sein.

Annahme: [ ((z,y(x)) = g(y) - h(z), (8.4)

mit ze[] CR und yel CR

Die Idee ist nun, alle Ausdriicke in y (inklusive dy) auf der einen Seite der
Gleichung, die Ausdriicke in z (inklusive dz) auf der anderen Seite getrennt zu
sammeln.

Dann ergibt sich: d
= = ¥ =g)-ha)
dy
— = h(x)dx
o)~ "

d.h. es ergibt sich eine Trennung der Variablen. Integration von g bis  liefert:

u(x) dy ‘h( i (
—_— = t)dt, mit o) =
= J, et it )=




(2

KAPITEL 8. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beispiele:
(i) Wir betrachten erneut die DGL: 3’ + a’y = 0.
% = —a’y  und nach Trennung der Variablen 4711 = —a’dx

Aufintegricren liefert zunichst Iny = —a’y +c¢
und mit ¢ = Ink die Losung:  y(z) = ke 'z,

(i) Zu Losen ist die DGL ¢/ = #-3® mit # > 0. Man schreibt

:—z =x-y*  und nach Trennung der Variablen g =ur-dr

Aufintegrieren liefert zuniichst
% = / x-dr also —

und mit ¢ = —% die Losung:

y(x)=E_im3 fir = # +vk

Bemerkungen:

(i) Oft kann man allgemeinere f(2,y(2)) durch geeignete Substitution auf dic
Produktform der Gleichung 8.4 bringen:

Beispiel 1 Gegeben sei y' = f ()
Substitution von u = ¥ liefert y' = u'z +u
= = (f(u)~u)l
also. tatsiichlich die gewiinschte Trennung der Variablen!

Beispiel 2 Gegeben sei y' = f(ax + by + ¢)
Substitution von « = az + by + ¢ liefert dann y’ = "',,‘"
= u=>b-fluy+a
also, ebenfalls eine Vereinfachung!

(if) Oft kann man die Integration vereinfachen, indem man von f(x,y(z))
cinen Anteil h(2) abspaltet und zuniichst die sog. homogene DGL lost:

\bﬂu\'\o-ﬂ

Ao
Usodrowbem

> A :
Y = f(z,y)+h(z) — inhomogene DGL - Yl' F(K,\., ) = ‘J‘(”) M\"‘"‘""s‘-‘*
zuniichst y' = flz,y) —» homogene DGL ¢ Y' - (:‘(,'._’ ) -0 L&cwo&h—

Die (allgemeine) Liosung der inhomogenen DGL ergibt sich dann durch:

il ™ (@) = ue (@) + viges"(2)
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d.h. zu der Losung der homogenen DGL braucht nur noch eine spezielle
Losung der inhomogenen DGL addiert werden. Diese erhiilt man durch
Raten, spezielle Ansitze oder etwas systematischer durch Variation der
Konstanten: Hier nimmt man die Integrationskonstanten in der Losung
der homogenen DGL als 2-abhiingig an und setzt diesen Ansatz in die
inhomogene DGL ein.

Beispiel:
Es ist die DGL: ¢/ — 2%y = 2 fiir dic Anfangsbedingung y(1) =1

zu losen. Erstmal losen wir die homogene DGL:

¥ — 2% =0 oder y =2y
Durch Trennung der Variablen bekommt man:

/ dy / ridx
v

2

Infy| = 3t k
vl — H‘;—M‘
3
v = C'C‘f

wobei wir anstelle des konstanten ¢ nun eine Funktion ¢(z) benutzen. Die so

gewonnene Losung y = c(z) % setzen wir als Ansatz in die inhomogene DGL
ein:
i 3
e (x) - = ze(x) - Pl 2e(z) - e¥ =2°
also:
3 3
d(z) =27 undsomit ¢(x)= /f“(‘rdz

Integration liefert:
3

oz) = -3¢~ % (%H) +o

also insgesamt
3 S
yz)=-3-2"+ e

Bei gegebener Anfangsbedingung y(1)=1 ergibt sich ¢; = 5¢~ 4 und schliesslich:

l"-
y(z)=-3-2°+ 57 m

8.2 Gewohnliche DGL n—ter Ordnung

In diesem Abschnitt werden nun die vorgestellten Losungsverfahren auf Diffe-
rentialgleichungen hoherer Ordnung angewendet:
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Differentialgleichungen der n—ten Ordnung kénnen durch Ansitze (¢-e**, -2,
¢cos (2 — ), usw.) gelost werden. Dies gilt insbesondere fiir lincare DGL mit
konstanten Koeffizienten, die bei den verschiedensten Schwingungsphinomenen
die zentrale Rolle spielen:

Beispiel (i):  Es ist die lineare DGL:  y"(z) + wdy(x) =0
des harmonischen Oszillators (wg ist die Kreisfrequenz) zu

losen. Mit dem Ansatz: y(z) = e** wobei A geeignet zu bestim-
men ist, bekommt man:

ya) = e
Y@y = N
'/l (:t) Py /\2 c"'

Einsetzen des Ansatzes in die DGL liefert:
MM 4 u2er =0
M+wd=0

Dies fithrt zu: A = i und die Fundamentallssung der DGL
lautet:

Y(x) = c) 0T 4 ¢y - 0T

Warum haben wir die allgemeine Losung als Linearkombination zweier einzelnen
Losungen? Man betrachte Differentialgleichungen der Form:

any"(@) + a1y () + aoy(z) = h(z)

Aufgrund der Linearitiit bilden die Losungen einen n~dimensionalen Vektor-
raum, d.h. es existieren n linear unabhiingige Losungen, deren Linearkombina-
tion als Fundamentalsystem bezeichnet wird:

n
Vailg = 3 cith(2)
-1
Wie bei DGL 1. Ordnung kann man zeigen, dass die Existenz und Eindeutigkeit
der Losung gegeben ist, falls n Anfangsbedingungen gegeben sind:
v Wao) = " it n=0,1,.... n—1

allgemeine Ldsungsstrategie

(1) Erstmal wird die Lésung der homogenen DGL (setze also h(z) = 0) durch
einen Exponentialansatz y(z) = ¢ gesucht. Der Ansatz fithrt auf

B F A A"V v fag = P.(\)
P (A) als charakteristisches Polynom besitzt n kompl. Nullstellen \; € C.

y(z) = eM* lést die DGL genau dann, wenn A, eine Nullstelle
des charakteristischen Polynoms ist.
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(2

-~

Damit haben wir die n unabhiingige Losungen e™*, % die wir
fiir die allgemeine Losung der DGL n—ter Ordnung benétigen, zumindest
dann wenn alle A; unterschiedlich sind. Sind einige der A, ji;-fach entartet
(d.h. kommen sie als mehrfache Nullstellen vor), so fehlen allerdings einige.
Sie sind:
2N mit § = {0,..04)

wo n; die Vielfachheit der i—ten Losung ist. Falls das charakteristische
Polynom k unterschiedlichen Nullstellen hat, lautet die allgemeine Losung
der (mit beliebigen Koeffizienten c;;):

k pi—1

Vang(z) = Z Z cig 2t M=

=1 j=1

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL erhilt man dann durch Ad-
dition einer speziellen Losung derselben zur oben angebenen allgemeinen
Losung der homogenen DGL.

Beispiel (ii):  Es ist die DGL:  y(2)"” — Ty"(z) + 16/ (z) — 12y(z) =0

——

zu l6sen. Das charakteristische Polynom ist:
M =TA2 4160 -12=0

hat die doppelte Nullstelle A = 2 und die einfache Nullstelle A = 3
Die Allgemeine Losung ist damit:

y(x) = cioe® + ey 1 €2 + cp €%

h ) T

Beispiel (iii): Es ist die lineare DGL: " (2) + 27y/(z) 4+ wiy(2) =0 ‘

des gedimpften harmonischen Oszillators (wy ist hier wieder
die Grundfrequenz und ~ die Démpfungkonstante) zu losen. Mit
dem Exponentialansatz y(z) = e** (siche Beispiel (i)) erhalten
wir als sog. charakteristisches Polynom:

MerT 4 290e? + wierr =0
N2 +wd =0

A=—v+\/7?-w}

bzw. fiir den hiufig auftretenden Fall, dass w2 >> +*:

A=—yxifuf -2

und die Fundamentallosung der DGL lautet:
w(@) = e (e VT 4y AT

Dies fithrt zu:
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Beispiel (iv): Es ist die lineare DGL:  y"(2) + 2/ () + wiy(x) = F - %

der erzwungenen Schwingung (F - e™* als periodischer |
#uBerer Antrieb) zu losen. f
Es handelt sich offensichtlich um eine inhomogene DGL. Die |
Lisung der zug. homogenen Gleichung kennen wir schon (siche
Beispiel (ii1)). Wir bendtigen also nur noch eine spezielle Losung |
der inhomogenen DGL. Mit dem Ansatz y(r) = C - “* (mit
C € C konstant) erhalten wir:

yz) = Ce*
Vi) = iwCe*
l/,( T) = _w2c ewr

Einsetzen des Ansatzes in die DGL liefert:

—w?C e 4 i2ywC T + WiC e = F . ™"

Ql™

wp —w +i2w =

F

C=—mg—s——
wi —w? +i2qw

Die gesuchte spezielle Losung der inhomogenen DGL lautet also:

E wr

inhom - -
(=) = b S R

y:pux.
Somit ergibt sich als allgemeine Losung der erzwungenen Schwingung:
y:rﬁt:m(x) =7 (cl L etVws-ix +e3+ e-u/w‘,’-ﬂ x) + 8 v

wi — w? +i2qw )

..— — — -

Bemerkung: Fiir F=0 und v=0, d.h. bei nicht vorhandenem #uBerem Antrieb
und fehlender Dampfung ergibt sich wieder die Losung des harmonischen Oszil-
lators.

Wir haben uns nun das Handwerkszeug erarbeitet, um beliebige Newtousche
Bewegungsgleichungen zu losen. Fiir einige Probleme (harmonische Schwingun-
gen, gediimpfte Schwingungen und erzwungene Schwingungen) kennen wir sogar
bereits die allgemeine mathematische Losung. Wir miissen sie nur noch im fol-
genden physikalisch diskutieren:

8.3 Harmonische Schwingung

Viele schwingungsfiihige System lassen sich (zumindest fiir kleine Auslenkungen)
iiber die Schwingungsgleichung

#(t) + wiz(t) =0

beschreiben. Die DGL unterscheiden sich dabei nur darin, wie die Kreisfrequenz
wy vou den Grundgrossen der konkreten Fragestellung abhiingt. Gemiill Beispiel
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Schwingungssystem Kraft und DGL [
Feder -Masse -System
F=ma
c m -q:"'; &
i ‘ peore0 ?
| g
| mathematisches Pendel l Fems
[ .
~mgl = (]
| N mt e
| ‘ 5'%#-0
]} ¥ — —- — — 4
" Torsiorsschwinger ‘ M=Ja |
g 8% A
ge—g=0
| e
| ! A
‘ physikalisches Pendel Meta
‘ -mrd-.l,i mgr
J,
1 G+ a0 ?
| | EA
Flissigkeitspendel Feme o
2Apgy=m 9 ]/1‘.1
= Mo
v V3 'v‘u'—'? ¥=0
o /’i
V'l!v-o /

Abbildung 8.1: Beispiele fiir schwingfihige mechanische Systeme. Das Schwing-
verhalten all dieser Systeme kann (zumindest fiir kleine Auslenkungen) durch
die DGL 2. Ordnung des harmonischen Oszillators beschrieben werden.

(i) des vorherigen Abschnitts kennen wir aber bereits die allgemeine mathema-
tische Losung: ,
z(t) = ¢y - 0! 4 ¢y - om0t

Experimentell beobachtbar (als Amplitude der harmonischen Schwingung) ist
dabei aber nur der Realteil der Losung:

2(t) = Re{a(t)} = Acos(wot + a)

Die Maximalamplitude A und die Phase o sind dabei freie Parameter, die durch
die Anfangsbedingungen der Bewegung festgelegt werden.
Die DGL beschreibt also tatsiichlich einen zeitlich periodischen Vorgang, bei
dem das System nach der Zeit

T=—

wo

wieder in seinen urspriinglich Zustand zuriickkehrt. T heisst daher auch Schwin-
gqungsdauer.
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8.5. ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN

8.5 Erzwungene Schwingungen

Auch hier kennen wir bereits die allgemeine L&sung, siehe Beispiel (iv) des
Abschnitts 9.2. Im Vergleich zum Falle der geddmpften Schwingung kommt nur
die spezielle Losung als zusitzlicher Term hinzu. Diesen gilt es nun noch zu
diskutieren: . '

zighem(t) = Clw) - ei*

F wi — w? — 2yiw
it Clw)= = -
- @) wi — w? + 2yiw (wE — w?)? + 4y2w?
_F. wg —w? — 2yw
B (Wi —w?)? + 4922 (wi —w?)? +4y2w?

= A(w) - eiw)
mit der Amplitude A(w)=|C(w)| = il
V(wg — w?)? + dy%w?
Im{C(w)} 2w
Re{Cw)} w2 - w2
Zur weiteren Diskussion wird erneut eine Fallunterscheidung notwendig:

und der Phase tana(w) =

1. Fall: w << wp = Grenzfall niedriger Anregungsfrequenz
tan a geht gegen null (a = arctan(0) = 0), d.h. es liegt keine zusitzli-
che Phasenverschiebung vor und die Lésung konvergiert gegen die der
(geddmpften) harmonischen Schwingung.

2. Fall: w >> wp = Grenzfall hoher Anregungsfrequenz
Die Amplitude geht gegen null. Gleiches gilt fiir tan a. d.h. die Pha-
senverschiebung betriigt also 7 (oder 180°).

3. Fall: w = wy = sog. Resonanzfall
Bei verschwindender Dampfung (also v = 0) ergibt sich bei w = wyg
die sog. Resonanzkatastrophe: A(wp) — oc.
Liegt Ddmpfung vor, so wird die Maximalamplitude nicht fiir w = wy
angenommen, sondern wegen

dA .
dfuw) =0 bei wmax= \/wg - 292,

also immer bei niedrigeren Frequenzen.

¥ - —
0=0 ————
02 /T——

k] 04 312

|

e |
“o

Abbildung 8.3: Graphische Darstellung des Resonzverhaltens (links: Amplitude,
rechts: Phase) erzwungener Schwingungen.
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KAPITEL 8. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

8.4 Gedampfte Schwingungen

Auch hier kennen wir bereits die allgemeine Losung, siehe Beispiel (iii) des Ab-
schnitts 9.2. Erneut ist dabei nur der Realteil der allgemeinen mathematischen

Losung dem Experiment zugéinglich:

Je nach relativer Stérke der Démpfung kommt es dabei zu unterschiedlichen

z(t) = Ae™ . cos(y/wE — 2 -t +a)

Effekten, wie der folgenden Fallunterscheidung zu entnehmen ist:

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

4. Fall:

Abbildung 8.2: Zeitlicher Verlauf verschieden stark geddmpfter Schwingungen.

v = 0, d.h. keine Ddmpfung = harmonische Schwingung

z(t) = A - cos(wot + )
wp > v = normale Dampfung
z(t) = Ae™ " - cos(y/wE — 2 -t + )

wp = 7y = aperiodischer Grenzfall
Die resultierende Frequenz w = \/wg —~2 verschwindet nominell
und es ist nur noch der Dampfungsterm wirksam:

z(t)=Ae™™ mit A=A cosa

Dies ist die schnellste Methode, um in die Ruhelage zuriickzukeh-
ren, technische Nutzung z.B. bei kritisch geddmpften Zeigerinstru-
menten, Schwingtiiren, ...

wg < v = Kriechfall

w = wi — 4% = i\/y? — w wird rein imaginir, d.h. anstelle des
Schwingungsterms ergibt sich nur ein weiterer Term zur Ddmpfung;:

o(t) = Ae~ (VP R)t

Das System ist tiberddmpft, nicht-schwingender, relativ langsamer
Einlauf in die Ruhelage nach dem Exponentialgesetz.

xb  aperiodischer
Grenzfall
AA

- gedampfte
. Schwingung
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METEOROLOGIE

UBERBLICK

Wirbelsturme im Visier

Die Physik der Hurrikane, Taifune, Tornados und Windhosen

Dieter Etling

Katrina, Rita, Andrew: Diese Namen tropischer Wirbel-
stiirme sind uns aus den Nachrichten vertraut. Doch
woher beziehen diese Sturmsysteme die Energie fiir
ihre Zerstorungskraft und was unterscheidet Hurri-
kane von Tornados? Obwohl die genauen Ursachen
noch nicht vollstandig verstanden sind, sollen hier
die wichtigsten Charakteristika und die Physik dieser
gewaltigen Wetterphdnomene beleuchtet werden.

US-Bundesstaaten den Atem an: Hurrikan Katrina

hatte iiber den Gewissern des Golf von Mexiko
Fahrt aufgenommen und begab sich nun auf Landkurs.
Florida wurde durch einen iiberraschenden Kurswech-
sel Katrinas nur touchiert und kam vergleichsweise
glimpflich davon. Dann traf es jedoch mit voller Wucht
New Orleans. Tagelang gingen die Bilder der Zersté-
rung der Metropole in Louisiana um den Globus. Wir-
belstiirme solcher Energie sind zwar in Mitteleuropa
bislang nicht aufgetreten, doch im Marz 2006 verur-
sachte auch in der Hamburger Region ein Tornado
zwei Todesopfer und hohe Sachschiden. Diese beiden
Wetterereignisse sind exemplarisch fiir das Auftreten
von Wirbelstiirmen. Wie der Name bereits andeutet,
handelt es sich um atmospharische Wirbel — und zwar
mit sehr hohen Windgeschwindigkeiten.

I m August 2005 hielten die Biirger mehrere stidlicher

Hurrikane und Taifune

Um die Starke der Wirbelstiirme zu verdeutlichen,
sei zundchst die Bedeutung des Begriffs ,Sturm* kurz
erlautert: Windgeschwindigkeiten werden zwar in
physikalischen Einheiten (m/s) gemessen, jedoch fiir
praktische Zwecke meist der Beaufort-Skala (Bft) zu-
geordnet. Diese, nach dem britischen Admiral Francis
Beaufort benannte Skala bewertet die Windstarke nach
der Wirkung auf den Seegang bzw. auf Objekte an
Land. Ein Sturm entspricht Windstarke Bft 9, d. h. die
Windgeschwindigkeit liegt zwischen 75 und 88 km/h.
Stiirme verursachen an Land z. B. kleinere Schiden
an Hausern, auf See hohe Wellenberge und dichte
Schaumstreifen in Windrichtung. Die im Folgenden
beschriebenen Wirbelstiirme sind jedoch weit starker
als Bft 9.

Der eingangs erwahnte Hurrikan Katrina zahlt
zur Gruppe der tropischen Wirbelstiirme [1, 2]. Diese

© 2006 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim 1617-9437/06/1111-31

Abb.1 Hurrikan Katrina am 28. August
2005 im Golf von Mexiko. Kurz danach
waren (iber 1800 Todesopfer und 81 Milli-

arden Dollar Sachschaden zu beklagen.
Um das Auge im Zentrum gruppieren
sich die spiralférmigen Wolkenbander.

treten in den Tropen und Subtropen auf und werden
im Nordatlantik Hurrikan genannt. Das Wort stammt
aus einer Sprache der mittelamerikanischen Urein-
wohner, dort ist Huracan der Gott des Windes und
der Zerstérung. Wirbelstiirme im Nordpazifik heiflen
Taifun, hier stand das chinesische ,ta-feng” (grofler
Wind) Pate bei der Namensgebung.

Im Prinzip handelt es sich bei den tropischen Wir-
belstiirmen um grofiraumige Tiefdruckgebiete, ahnlich
den in unseren Breiten gelaufigen Tiefs. In Satelliten-
bildern (Abb. 1) zeigen sie sich als fast kreisformige Wol-

KOMPAKT

= Die starksten tropischen Wirbelstiirme erreichen Wind-
geschwindigkeiten von Gber 250 km/h. Dazu kommen
meterhohe Flutwellen und extreme Niederschldge.

® Die kleinrdumigeren Tornados werden hauptsachlich
im mittleren Westen der USA beobachtet, ihre Spitzen-
windgeschwindigkeiten betragen bis zu 510 km/h.

= Beide Sturmarten werden von der latenten Warme des
Wasserdampfs angetrieben. Bei der Kondensation zu
Wassertrépfchen wird sie in kinetische Energie, also
Wind, umgewandelt. Der Dampf wird entweder {iber
See (Hurrikan) oder Land (Tornado) aufgenommen.

Prof. Dr. Dieter
Etling, Institut fir
Meteorologie und
Klimatologie, Leibniz
Universitat Hanno-
ver, Herrenhauserstr.
2, 30419 Hannover
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1) Uber die aktuelle
Wirbelsturmsituation
informieren mehrere
Webseiten, von denen
eine Auswahl unter
http://multimedia.
physik-journal.de zu
finden ist.

NOAA, Washington

32 Physik Journal 5 (2006) Nr.T1

Regenbander

Abb.2 Bei einem tropischen Wirbelsturm gruppieren sich die
Wolkenstrukturen (helle Flachen) um das zentrale Sturmauge.
Die Stromungsverhdltnisse, insbesondere auf- und absteigende
Luftmassen, sind durch orange und blaue Pfeile symbolisiert.

kenanordnungen mit gelegentlich erkennbaren Spira-
larmen sowie dem wolkenfreien Zentrum - dem Auge.
Bei einer typischen Ausdehnung eines tropischen Wir-
belsturms von einigen 100 km weist das zentrale Auge
nur einen Durchmesser von etwa 50 km auf (vgl. Tab.).

Die innere Struktur tropischer Wirbelstiirme ist
allerdings erheblich komplexer als dies auf einem Satel-
litenbild den Anschein hat. Sie bestehen aus Bandern
von hochreichenden Kumuluswolken, also Schau-
er- und Gewitterwolken, in denen zum Teil kriftige
Aufwinde herrschen (Abb.2). In den Gebieten zwischen
den Wolkenbindern sinkt die Luft ab, ebenso im Auge
des Wirbelsturms. Die banderférmige Struktur der
Wolkenanordnung ist auch in Radarbildern sichtbar,
auf die spater noch eingegangen wird. Erst in den letz-
ten Jahren ist es gelungen, die komplexen Vorginge,
die zur Bildung des Auges und der Augenwand sowie
der Spiralbinder fithren, niher aufzukliren [2, 3]. So
vermutet man heute, dass z. B. die Spiralbéander durch
sog. Rossby-Wellen ausgeldst werden. Diese nach dem
schwedischen Meteorologen C. G. Rossby benannten
Wellen haben eine horizontale Schwingungsebene und
bilden sich am Rand des Auges durch die Variation der
Windgeschwindigkeit aus (siehe auch Abb.7).

Die tropischen Tiefdruckgebiete werden erst dann
als ,Wirbelsturm” bezeichnet, wenn ihre Windge-
schwindigkeit 64 km/h (entspricht Bft 8) iiberschreitet.
Ab diesem Schwellenwert erhalten sie Namen, um sie
bei ihrer weiteren Entwicklung leichter identifizieren
zu kénnen. Ab einer Windstarke von 117 km/h, d. h.

Minchner Rickversicherung

Typische Daten fiir Hurrikane und Tornados

Hurrikan Tornado
Durchmesser 200 - 800 km 50 ~1000 m
Lebensdauer 4 -14Tage 3 - 30 Minuten
Windgeschwin- 100 - 300 km/h 100 - 500 km/h
digkeit
Druckabfall 50 - 100 hPa/ 100 km 50 - 100 hPa/ 100 m

einem Orkan mit Bft 12, spricht man schlie8lich von
Hurrikanen bzw. Taifunen. Fiir die in einem Hurrikan
auftretenden Windgeschwindigkeiten gibt es iiber die
Beaufort-Skala hinaus eigens die Saffir-Simpson-Skala.
Diese umfasst die Kategorien 1 bis 5, wobei in einem
»schwachen Hurrikan® (Kategorie 1) Windgeschwin-
digkeiten von 117 bis 153 km/h auftreten. Katrina zihlte
dagegen zu den stirksten Exemplaren der Kategorie 5,
mit Geschwindigkeiten von mehr als 250 km/h.

Neben diesen hohen Windgeschwindigkeiten ver-
ursachen Hurrikane und Taifune Flutwellen, die bei
der Kategorie 5 iiber fiinf Meter hoch sein kénnen.
Hinzu kommen erhebliche Regenmengen von durch-
aus 400 Liter/m’ in 24 Stunden (zum Vergleich: Die
durchschnittliche Niederschlagsmenge in Deutschland
betragt 770 Liter/m* im Jahr). Tatsichlich hat die Kom-
bination von hohen Windgeschwindigkeiten, hoher
Flutwelle und groflen Regenmengen die Katastrophe
von New Orleans verursacht.

Zum Gliick sind tropische Wirbelstiirme relativ sel-
ten. So treten z. B. im Nordatlantik im Mittel zehn pro
Jahr auf, darunter sechs Hurrikane. Nach dem Rekord-
jahr 2005 mit 28 tropischen Wirbelstiirmen, darunter
15 Hurrikanen, entziindete sich eine wissenschaftliche
Kontroverse an der Frage, ob dafiir die zurzeit beobach-
tete Erderwiarmung verantwortlich ist, sei diese nun
natiirlich oder anthropogen verursacht. Die Beobach-
tungen legen einerseits nahe, dass in den letzten 30 Jah-
ren zwar die Zahl der tropischen Wirbelstiirme nicht
zugenommen hat, jedoch deren Stirke [4, 5]. Besonders
Wirbelstiirme der Kategorien 4 und 5 traten in diesem
Zeitraum vermehrt auf. Kritiker dieser Analysen ver-
weisen jedoch auf Unsicherheiten in den Daten sowie
der Auswertemethodik und bezweifeln eine Ubertrag-
barkeit auf die zukiinftige Klimaentwicklung [6, 7).

Weltweit werden pro Jahr etwa 80 tropische Wir-

belstiirme beobachtet. Ihre typischen Zugbahnen
fallen weitgehend mit den warmen Ozeanen
zusammen, da sich Wirbelstiirme nur bei
einer Wassertemperatur von mindestens
26° C ausbilden konnen [1, 2] (Abb. 3).
Deshalb treten tropische Wirbel-
stiirme auch nur in den warmen Mo-
naten des Jahres auf. So erstreckt sich
etwa die Hurrikansaison im Nord-
atlantik von April bis November."

Abb.3 In den griinen Regionen ent-
wickeln sich tropische Wirbelstiirme,
schwarze Pfeile markieren ihre Zug-

bahnen.
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Abb.4  Als trichterférmige Wolke mit Bodenkontakt zeigt sich
dieser Tornado der Starke F4, der 1995 im texanischen Dimmit
fotografiert wurde, Ein heftiger Druckabfall fihrt zur Konden-
sation des Wasserdampfes zu Tropfchen und ldsst den Schlauch
sichtbar werden.

Tornado und Windhose

Die hochste bislang gemessene Windgeschwindigkeit
von 510 km/h wurde nicht bei einem Hurrikan, son-
dern bei einem Tornado in der Nihe von Oklahoma
City beobachtet [8]. Ein Tornado ist ein schlauch-
formiger oder trichterformiger Wirbel unterhalb einer
grofien Schauer- oder Gewitterwolke (Abb. 4) [9, 10].
Dieser sichtbare Teil des Tornados kommt durch den
plétzlichen Druckabfall, der bis zu 100 hPa auf 100 m
Distanz betragen kann, und die damit verbundene
Kondensation von Wasserdampf im Bereich des Wir-
belkerns zustande. Der Durchmesser betragt lediglich
einige hundert Meter und die Lebensdauer einige
Minuten (Tabelle). Anders als Hurrikane sind Torna-
dos also kleinraumige, kurzlebige atmospharische
Phanomene.

Der Name ,,Tornado” stammt von dem spanischen
Wort fiir drehen (tornare). In Deutschland ist dane-
ben auch die Bezeichnung ,Windhose“ oder, beim
Auftreten {iber Gewissern, ,Wasserhose“ gelaufig.
Namensgebend hierzulande war der einem Hosenbein
dhnelnde, schlauchformige Wirbel. In Siideuropa wird
iiberwiegend die Bezeichnung Trombe (von Tromba,
italienisch fiir Trichter) verwendet. Der eigentliche
Tornado ist nur ein kleiner Teil der komplexen Zirku-
lation in einer grofen Schauer- oder Gewitterwolke,
deren horizontale und vertikale Ausmaf3e etwa 10 km
betragen (Abb.5).

Auch fiir Tornados existiert eine eigene Wind-
starken-Skala, die Fujita-Skala. Sie umfasst die Klassen
F1 bis F5. Ein Tornado der Kategorie F3 tobt z. B. mit
Windgeschwindigkeiten von 180 bis 250 km/h, ein
Hurrikan muss dafiir schon Kategorie 4 haben. Fiir
die von Tornados angerichtete Zerstorung (siehe auch
Abb. 12) spielt vor allem die hohe Windgeschwindigkeit,
zum Teil in Verbindung mit dem raschen Druckabfall,
die Hauptrolle. Der Niederschlag aus der Mutterwolke
ist von geringerer Bedeutung.

Tornados treten hauptsichlich in den USA, beson-
ders im mittleren Westen auf, wo sie etwa 1000-mal
pro Jahr beobachtet werden. Dies liegt an der grofien

© 2006 Wiley-VCH Verlag GmbH & Co. KGaA, Weinheim

Abb.5 In einer groBBen Schauerwolke treten warme (rote Pfei-
le) und kalte (blaue Pfeile) Luftstromungen auf. Gelbe Ringe
symbolisieren den lokalen Rotationssinn des Windfeldes.

Im Zentrum ist griin ein rotierender Aufwind zu erkennen:
der entstehende Tornado.

2) Die volle Dynamik
von Tornados erschlieft
sich nur in Video-Auf-
nahmen. Links dazu sind
ebenfalls im Multimedia-
kanal des Physik Jour-
nals zu finden.

Haufigkeit von Schauern und Gewittern, begiinstigt
durch das Aufeinandertreffen von feucht-warmer Luft
aus dem Golf von Mexiko und kalt-trockener Luft aus
Kanada. Die dadurch entstehende ,,Tornado-Allee”

ist im gleichnamigen Buch eindrucksvoll beschrieben
[10]. In Deutschland werden pro Jahr etwa 20, meist
schwache, Tornados beobachtet.?

Die Jagd auf Wirbelstiirme

Angesichts der beschriebenen Windstarken und der
oft damit verbundenen Schiden ist es nicht verwun-
derlich, dass sich meteorologische Parameter wie
Druck, Temperatur und Windgeschwindigkeit mit
ortsfesten Instrumenten wie Barometer, Thermometer,
Anemometer kaum in einem Wirbelsturm messen
lassen. Wenn auch vereinzelt solche Messungen von
Instrumenten vorliegen, die nicht von der Sturmgewalt
zerstort wurden, so haben in den letzten Dekaden ver-
mehrt Fernerkundungsmethoden den Kenntnisstand
iiber Hurrikane und Tornados stark verbessert.

Fiir die Tornadoforschung erwiesen sich besonders
mobile Doppler-Radargerite (Abb. 6) [11] als sehr hilf-

Abb.6 Tornados
lassen sich mittels
mobilem Doppler-
Radar beobach-
ten. Die Radar-
antenne ist auf der
Riickseite des
Fahrzeugs zu
erkennen.

£
=
x
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Abb.7 Verlauf der Windgeschwindigkeit
entlang eines Wirbeldurchmessers beim
Hurrikan Andrew von 1992 (a) und beim

Radius in km

Radius in km

Tornado in Dimmit von 1995 (b). Man
beachte die unterschiedlichen Langen-
skalen.

reich, da der Tornado-Schlauch nur wenige hundert
Meter Durchmesser hat und schnell mit der Mutter-
wolke weiterzieht. Mit solchen, auch als ,,Doppler on
Wheels (DOW)“ bezeichneten Messgeraten wurde
auch die bereits erwahnte, bisher hochste Wind-
geschwindigkeit gemessen [8]. Als Beispiel einer
Radarmessung zeigt Abb.7b das radiale Windprofil
des Tornados aus Abb. 4.

Trotz solcher moderner Messtechnik ist die Beo-
bachtung der Tornadostruktur keineswegs einfach, da
nach wie vor nicht genau bekannt ist, wann, wo und
aus welcher Wolke ein Tornado entsteht. Zur wissen-
schaftlichen ,Tornadojagd” gehort also neben griind-
lichen Kenntnissen der physikalischen Mechanismen
ihrer Entstehung auch etwas Gliick.

Hier haben es die Hurrikanforscher etwas einfacher.
Durch ihre grof3e horizontale Ausdehnung von eini-
gen hundert Kilometern sind tropische Wirbelstiirme
schon friihzeitig mit Wettersatelliten zu entdecken.
Bevor diese Stiirme in Landniahe kommen und somit
ebenfalls Regenradar und Windradar zugénglich sind
(Abb. 8), fliegen speziell ausgeriistete Flugzeuge des US-

Abb.8 Radarbild des Hurrikan Katrina
(2005) mit Zentrum (iber New Orleans.
Die Farbstufen stehen fiir die Starke der
Radarreflektivitat, die ein MaB fir die Re-

(stark) Giber gelb, blau, griin zu grau
(schwach). Man erkennt starke Nieder-
schldge im Bereich der Augenwand so-
wie der spiralférmigen Regenbénder.

genintensitat ist. Die Skala geht von rot
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p: Isobaren, T: Tiefer Druck, D: Druckkraft, Z: Zentrifugalkraft,
C: Coriolis-Kraft, v: Tangentialgeschwindigkeit

Abb.9 Die idealisierte kreisfomige Wirbelstruktur von
Hurrikan (links) und Tornado (rechts) ldsst sich durch ein
Kraftegleichgewicht beschreiben.

Wetterdienstes NOAA durch die Hurrikane, um Wind,
Temperatur und Druck zu messen [1]. Angesichts der
grofen Vertikalgeschwindigkeiten, besonders im Be-
reich des Augenwalls, sind dies keine Spazierfliige, son-
dern harte Arbeit im Dienst der Wissenschaft. Die so
gewonnenen Daten gehen sofort in Simulationsrech-
nungen ein (siehe Abschnitt ,Wirbelverstarkung®), um
die weitere Entwicklung des Hurrikans vorherzusagen
(12, 13]. Insbesondere Ort und Zeitpunkt des ersten
Landkontakts sind fiir den Katastrophenschutz von
Interesse. Physikalische Messungen (Abb.7) und nume-
rische Simulationen zusammen mit der Interpretation
der Resultate durch Meteorologen konnen hierbei
Menschenleben retten.

Krafte im Gleichgewicht

Auch wenn die Stromungen innerhalb von Hurrikanen
oder Tornados eine sehr komplexe dreidimensionale
Struktur aufweisen, so ldsst sich die annahernd kreis-
formige Zirkulation des Wirbelkerns vereinfacht durch
das Gleichgewicht zwischen Druck-, Zentrifugal- und
Coriolis-Kraft beschreiben (Abb.9). Fiir den Tornado
(oder einen dhnlichen kleinraumigen Wirbel) kann
die Coriolis-Kraft vernachlassigt werden. Im reibungs-
freien Fall wiirden sich Zentrifugalbeschleunigung

Z und Druckkraft D das Gleichgewicht halten und

der Wind wiirde kreisformig um das Wirbelzentrum
wehen. Die in der Realitat immer vorhandene Rei-
bungskraft lenkt den Wind zum Wirbelzentrum hin
ab, sodass eine Stromung zum Zentrum hin auftritt
(Stromungskonvergenz), die wiederum zu einer auf-
steigenden Luftbewegung im Wirbelkern fiihrt.

Bei einem Hurrikan oder einem anderen tropischen
Wirbelsturm kommt die Corioliskraft hinzu, ansons-
ten sind die Krifte- und Stromungsverhaltnisse ahn-
lich wie in einem Tornado. In beiden Fillen treten die
hohen Windgeschwindigkeiten in einem kleinen Kern-
bereich des Wirbels auf (Abb.7).

Wie entstehen die hohen Geschwindigkeiten?

So unterschiedlich Hurrikan und Tornado auch sind,
sie haben eines gemeinsam: Beide sind seltene Ereig-
nisse von konzentrierten Wirbeln mit hoher Kern-
Windgeschwindigkeit. Die Hauptfrage ist daher: Wie
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kommt es zur Ausbildung dieser Wirbelkonzentration?
Nachdem bereits verschiedene meteorologische Vor-
bedingungen genannt wurden, unter denen Hurrikane
oder Tornados auftreten, ist die formale Beschreibung
mittels physikalischer Gesetzmafligkeiten der nachste
Schritt. Atmosphirische Phanomene gehorchen den
klassischen Gleichungen der Stromungsmechanik:
Der Wind wird durch die Navier-Stokes-Gleichungen
beschrieben, wobei allerdings die Atmosphire als tur-
bulente Stromung behandelt werden muss. Die Kon-
tinuititsgleichung verkniipft das Dichte- mit dem Ge-
schwindigkeitsfeld. Luftdruck und Temperatur werden
schliellich iiber den ersten Hauptsatz der Thermody-
namik beschrieben. Dabei miissen zusétzlich Phasen-
tiberginge zwischen Wasserdampf, Fliissigwasser und
Eis beriicksichtigt werden, da ja Hurrikane und Tor-
nados als Energiequelle hochreichende Schauer- und
Gewitterwolken bendétigen.

Die Kombination der oben genannten Gesetz-
mafigkeiten fithrt jedoch nicht einfach zu einer kla-
ren Ursache fiir die Ausbildung von Wirbeln. Daher
miissen Einzelursachen isoliert werden. Hier sei als
Beispiel auf den Hauptmechanismus der Wirbelver-
starkung eingegangen. Dazu verwendet man nicht die
oben genannten Gleichungen, sondern eine abgeleitete
Beziehung aus den Navier-Stokes-Gleichungen, die so
genannte Wirbelgleichung oder auch Vorticity-Glei-
chung. Als Maf} fiir die Wirbelstarke wird dabei die
Rotation des Geschwindigkeitsfeldes V x v gewihlt.

Da sich Hurrikane und Tornados hauptsiachlich um
die vertikale Achse drehen, wird im Weiteren die mit
w bezeichnete Vertikalkomponente der Geschwindig-
keitsrotation (Vorticity) betrachtet. Fiir ihre zeitliche
Anderung dw/dt gilt ndherungsweise die Gleichung:

1)

Hierbei ist f= 202 sing der sog. Coriolis-Parameter, der
sozusagen die Hintergrundrotation der Atmosphire
vom Inertialsystem aus betrachtet darstellt. 2 bezeich-
net die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation und

¢ die geographische Breite. Der Term Vv, ist die
horizontale Divergenz der Windgeschwindigkeit.

%‘;i= ~(f+w) Viewy

w =0, kein Wirbel > 0, Zyklone

Abb.10  Beim Abfluss aus einem Behaiter bildet sich ein Wirbel
nur dann aus, wenn bereits zu Beginn ein Drehsinn vorgege-
ben ist (w = 0). Oben: Querschnitt, unten: Aufsicht.
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Wirbelverstarkung bei Tornado ...
Betrachten wir zunéchst ein Wirbelphdnomen, bei
dem wie beim Tornado die Erdrotation und damit
die Coriolis-Kraft keine Rolle spielen. Die Wirbel-
gleichung (1) besagt, dass die Vorticity anwichst
(dw/dt > 0), wenn neben Vv, < 0 bereits w # 0 gilt.

Nehmen wir als alltagliches Beispiel die Stromung
am Ablauf eines Waschbeckens oder einer Badewanne.
Wenn der Stopsel bei gefiilltem Becken gezogen wird,
stromt das Wasser Richtung Abflussloch, sodass in
diesem Bereich eine Stromungskonvergenz vorliegt
(Abb.10). Ob es zu dem haufig beobachteten Abflusswir-
bel kommt, hangt nun davon ab, ob beim Ziehen des
Stopsels auch ein anfinglicher Drehsinn (Vorticity w)
verursacht wurde. Ist dieser zufillig im Uhrzeigersinn
(antizyklonal, w < 0), so wird sich nach kurzer Zeit
ein starker Wirbel mit gleichem Drehsinn oberhalb
des Ablaufs ausbilden (im Falle einer zyklonalen An-
fangsstorung, w > 0, dreht der Wirbel andersherum).
Unter idealen Versuchsbedingungen konnte der Stop-
sel storungsfrei, d. h. ohne Anfangsdrehsinn, entfernt
werden. Dann wiirde sich am Ablauf auch kein Wirbel
bilden (Abb.10). Dieser Mechanismus der Wirbelver-
starkung erinnert an die Drehimpulserhaltung und
Pirouetten beim Eiskunstlauf.

Unter der Annahme einer (zumindest anfanglich)
konstanten Stromungskonvergenz, V-w, = -D, ergibt
sich als Losung der Wirbelgleichung (1):

w(t) = w(0) e (2)

Die Vorticity wachst somit schnell an und ist umso
grofler, je grofier die Anfangsstorung w(0) ist. Letzte-
res lasst sich leicht ausprobieren, indem man vor dem
Ziehen des Stopsels das Wasser im Becken bzw. der
Wanne mit der Hand in Kreisbewegung versetzt.

Zur Demonstration der Wirbelbildung in einer Vor-
lesung oder im Schulunterricht verwendet man am be-
sten einen Plexiglaszylinder von 20 bis 30 cm Durch-
messer. In das Zentrum des Zylinderbodens wird ein
Abflussloch von 10 bis 20 mm Durchmesser gebohrt.
Die anfingliche Wasserhéhe sollte zwischen 10 und
20 cm betragen. Wenn man das eingefiillte Wasser

Abb. 1
dem Ablauf im Zentrum ein schlauchférmiger Hohlwirbel aus.

In einem zylindrischen Wassergefal bildet sich tiber
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Abb. 12
gischen Quirla
richtete ein Torna-
do am 2. Oktober
2006 erhebliche
Schdden an.

Im thirin-

3) Ineinem neueren
Ubersichtsartikel (2] uber
tropische Wirbelstiirme
findet sich hierzu der
Satz: Clearly, we have a
long way to go in under-
standing genesis (of tro-
pical cyclones)®.

zunichst eine Weile ruhen lasst, entsteht erst nach lan-
gerer Zeit, wenn iiberhaupt, ein sichtbarer Wirbel. Ein
leichtes Umriihren der Wassersiule vor dem Ziehen
des Stopsels fiihrt jedoch innerhalb weniger Sekunden
zu einem schlauchférmigen Hohlwirbel oberhalb des
Abflussloches (Abb.11).

Der eben diskutierte Mechanismus der Wirbel-
verstarkung ist auch ein Bestandteil der komplexen
Vorginge bei der Tornado-Entstehung. Die horizontale
Windkonvergenz wird unterhalb der Mutterwolke
durch die starken Aufwinde, die in einer Kumulus-
wolke herrschen, erzeugt. Woher die anféingliche
Rotation w jedoch kommt, ist nach wie vor unklar und
Gegenstand zahlreicher Forschungsaktivititen (9, 14].
Eine Moglichkeit ist die, dass die Mutterwolke, aus
der schliefllich ein Tornado entsteht, sich ihrerseits
um ihre vertikale Achse dreht, wobei diese Drehung
durch die Wechselwirkung von Windscherungen im
Bereich der Umgebungsluft eingeleitet wird. Diese Art
von rotierenden Gewitterwolken, welche wegen ihres
Durchmessers von 30 bis 50 km auch als Superzellen
bezeichnet werden, treten hauptsichlich in den USA
auf.

Alles in allem entspringt ein Tornado aus einem
recht komplexen Wechselspiel zwischen den Auf- und
Abwinden in der Wolke und den Windverhiltnissen
der Wolkenumgebung (siehe Abb. 5), das bis heute
noch nicht restlos geklirt ist. Jedenfalls miissen ganz
spezielle Verhdltnisse bei der Tornado-Entstehung
herrschen, sonst wiren diese nicht so selten.

... und Hurrikan
Betrachten wir jetzt noch den Fall, in dem die Erdrota-
tion bei der Wirbelbildung eine Rolle spielt. Das sind
grofiraumige (Ausdehnung von einigen hundert Kilo-
metern) und langlebige (Dauer von Stunden und Ta-
gen) Wettervorgange wie z. B. Hurrikane und Taifune.
Nun kann ein Wirbel wegen der immer vorhan-
denen Erdrotation f sogar aus einer wirbelfreien Stro-
mung (w(0) = 0) entstehen. In diesem Fall ist anfing-
lich dw/dt = f D, sodass sich bei einer Windkonvergenz
ein Wirbel mit dem gleichen Drehsinn wie f, also im
Gegenuhrzeigersinn, bildet. Tatsachlich beobachtet
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man bei allen tropischen Wirbelstiirmen eine entspre-
chende Drehung des Windes um das zentrale Auge.

Der oben beschriebene Effekt der Erdrotation auf
die Wirbelbildung lasst sich sehr einfach mit der vor-
her beschriebenen ,Versuchsbadewanne® durchfiihren.
indem diese auf einem Drehtisch montiert wird. Nach
dem Ziehen des Stopsels bildet sich nach kurzer Zeit
ein Wirbel mit der gleichen Drehrichtung des Dreh-
tisches. Ubrigens wurde dieser Modellversuch erst
kiirzlich anhand von Experimenten und theoretischen
Uberlegungen ausfiihrlich diskutiert [15].

Die Entstehung eines tropischen Wirbelsturms ist
natiirlich sehr viel komplexer als in einem solchen
einfachen Laborversuch. Zwar hat man festgestellt,
dass der Einfluss der Erdrotation eine der notwendigen
Bedingungen fiir dessen Ausbildung ist (am Aquator
wire f= 0), jedoch kann eine zufallige Ansammlung
hochreichender Kumuluswolken, z. B. in sog. Wolken-
haufen, wie sie hiufig in den Tropen auftreten, allein
keinen Wirbelsturm erzeugen. Die gemaf Gl. (1) not-
wendige horizontale Windkonvergenz tritt zwar unter
jeder dieser Wolken auf, wie auch bei Wolken, aus
denen Tornados entstehen, jedoch sind die Konver-
genzgebiete zu kleinrdumig, als dass die Coriolis-Kraft
einen Einfluss hitte. Beobachtungen und numerische
Simulationen haben ergeben, dass bereits eine grof3-
raumigere Storung in Form eines zyklonalen Wirbels
vorhanden sein muss, damit sich aus tropischen Wol-
kenhaufen ein Wirbelsturm bildet. Wodurch diese
Anfangszyklone ausgelst werden, ist noch weitgehend
unklar.

Als eine Moglichkeit kommen Stérungen in Be-
tracht, die durch eine groflraumige tropische Wellen-
erscheinung, den ,Easterly Waves“ verursacht werden.
Diese Wellen mit horizontaler Schwingungsebene
und etwa 1000 km Wellenlange entstehen durch In-
stabilititen im sog. Subtropen-Strahlstrom, einem in
Ost-West-Richtung verlaufenden Starkwindband im
Bereich der Passatwinde. In den Trogen dieser Wellen,
also den Ausbuchtungen der Isobaren nach Norden,
erfihrt die Luftstromung eine Kritmmung im Gegen-
uhrzeigersinn, was gleichbedeutend mit einer zyklo-
nalen Vorticity ist. Wenngleich auch einige Hurrikane
ihren Ursprung in diesen Wellenerscheinungen haben,
so ist die eigentliche Genese tropischer Wirbelstiirme
noch nicht vollstandig aufgeklirt.”

Wasserdampf als Treibstoff

Die hohen Windgeschwindigkeiten und die damit ver-
bundenen groflen Schiden durch Wirbelstiirme wer-
fen die Frage auf, woher diese Wirbel ihre beachtliche
kinetische Energie nehmen.

So verschieden Hurrikane und Tornados auch sind,
eines haben sie gemeinsam: Beide benétigen zu ihrer
Bildung und Existenz hochreichende Kumuluswolken.
Wihrend ein Tornado jedoch aus einer einzelnen Wol-
kenzelle entsteht, besteht ein Hurrikan aus einer Viel-
zahl solcher Wolken. Diese Wolken sind sozusagen der
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Antrieb der Wirbelsysteme. Grob gesprochen geht es
dabei um die Umsetzung von innerer und potenzieller
Energie in kinetische Energie, die sich als Wind dufert.
Dies sei am Beispiel der Vertikalbewegung in einer
Wolke vereinfacht dargestellt. Aus den Mechanikvor-
lesungen zur Experimentalphysik ist der Begriff des
Archimedischen Auftriebs bekannt, der sich fiir die
Vertikalbeschleunigung dw/dt eines Luftpartikels ver-
einfacht schreiben lasst als:
%z_g pp;p-zg T, FTu 3)
Dabei sind w die Vertikalgeschwindigkeit (Aufwind,
Abwind), g die Erdbeschleunigung, p die Luftdichte
und T die Lufttemperatur in Kelvin. Der Index p be-
zeichnet das Luftpaket, der Index u die Umgebungs-
eigenschaften. Gleichung (3) driickt die bekannte
Erfahrungstatsache aus, dass leichte (warmere) Luft
aufsteigt und schwerere (kiltere) Luft absinkt. Nun ist
die Umgebungstemperatur in der Atmosphare immer
eine Funktion der Hohe T,(z), aber auch das Luftpaket
indert seine Temperatur T, wihrend des Aufstiegs
(z. B. durch adiabatische Abkiihlung). Wie stark ein
Luftpaket vertikal beschleunigt wird und wie lange
diese Beschleunigung anhalt, hangt von der Tempera-
turdifferenz T}, - T, in Gl. (3) ab. Hier kommt nun die
Wolkenbildung ins Spiel. Eine Wolke wird quasi durch
die Kondensation von Wasserdampf zu Fliissigwasser
(Wolkentropfen) definiert. Aus der Thermodynamik
wissen wir, dass beim Phaseniibergang von Wasser-
dampf zu Wasser die latente Wirme freigesetzt wird.
Dies fiihrt zu einer Temperaturerhohung dT, fiir die
angenahert gilt:

¢ dT~Ldg (4)

Dabei ist ¢, die spezifische Wirme bei konstantem
Druck (¢, =1007 J/kg), L die latente Warme fiir die
Wasserdampfkondensation (L = 2,5 -10° J/kg ) und
dq die pro Masseneinheit umgewandelte Wasser-
dampfmenge.

In Bezug auf den Archimedischen Auftrieb (3) eines
feuchten Luftpartikels, das beim Aufstieg kilter wird
und in dem der vorhandene Wasserdampf dabei kon-
densieren kann, erkennt man aus Gl. (4), dass das Parti-
kel bei der Kondensation erwirmt und somit nochmals
beschleunigt wird. Daher kénnen Kumuluswolken
unter gegebenen Umstanden bis an die Obergrenze der
Troposphire (10 bis 15 km Hoéhe) vorstofien und dabei
sehr hohe Vertikalgeschwindigkeiten erzeugen (zwi-
schen 10 und 40 m/s). Flugzeugpiloten gehen deshalb
Kumulonimbus-Wolken moglichst aus dem Weg.

Woher stammt nun der Wasserdampf fiir die Wol-
ken? Aus der Verdunstung von Wasser iiber Land bei
den Tornados bzw. an der Meeresoberfliche bei den
tropischen Wirbelstiirmen. Nach der Beziehung von
Clausius-Clapeyron kann ein Luftvolumen proportio-
nal zur Temperatur eine Wasserdampfmenge aufneh-
men. Daher eignen sich besonders tropische Meere fiir
die Bildung von Kumulonimbus-Wolken. Tatsachlich
fand man als eine der Hauptvoraussetzungen fiir die
Bildung tropischer Wirbelstiirme, dass die Tempera-
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tur der Meeresoberflache mindestens 26° C betragen
muss [1, 2]. Der Treibstoff fiir Hurrikane und Tornados
ist somit letztlich Wasserdampf, wobei die beim Kon-
densationsvorgang frei werdende latente Wirme in
kinetische Energie umgesetzt wird. Die ,Tankstelle®
befindet sich an der Erdoberfliche. Werden dort die
Quellen schwicher oder versiegen, z. B. weil ein Hur-
rikan iiber kilteres Wasser oder tiber Land zieht, fehlt
dem Motor die notwendige Kraft, um die Stiirme auf-
recht zu erhalten. Die Energieumwandlungen in Wir-
belstiirmen sind natiirlich wesentlich komplexer als
durch die einfachen Beziehungen (3) und (4) beschrie-
ben. Ausfiihrliche Diskussionen zu dieser Problematik
findet man fiir Tornados in [9, 10, 14] und fiir Hurrikane
bzw. Taifune in [1-3].

Die diesjahrige Wetter-Statistik fiir die Saison
2006 weist fiir den Nordatlantik momentan neun tro-
pische Wirbelstiirme, darunter fiinf Hurrikane auf (In
Deutschland haben Tornados Zerstorungen hinterlas-
sen, Abb. 12). Das ist weit entfernt von den Rekordzahlen
des Vorjahres (28 und 15). War 2005 also eine Aus-
nahme? Oder sind wir Zeugen erster Anzeichen einer
zunehmenden Wirbelsturmaktivitit verursacht durch
eine Klimainderung? Die wissenschaftliche Debatte
dazu wird auch in Zukunft anhalten.
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Johannes Kepler
(1571 - 1630)

1596:
Mysterium Cosmographicum

ASTRONOMIA NOVA Loannis Kepple:
71 ey HARMONICES
MVNDI]
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MARTIS,
Julla & bumpiabus
RVDOLPHI II.
R RVMm

OMANO
Iureea

Keplersche Gesetze (1605-1610):

1. Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren einem
Brennpunkt die Sonne steht. (1605)

2. Ingleichen Zeiten werden gleiche Flachen Uberstrichen. (1605)

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich
wie die Kuben der groen Halbachsen. (1615)

Diese empirisch ermittelten Gesetze beschreiben zwar den
Planetenverlauf gut, lieferten aber keine physikalische Erklarung.

Warum sind die Bahnen gekriimmt?

Die physikalische Erklarung liefert erst die Newtonsche Mechanik
(1643 - 1727).
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“De revolutionibus

orbium coelestium”
(“Uber die Bewegungen im
Himmelsraum”)

Galileo Galilei
(1564 — 1642)

DIALOGO

DI
GALILEO GALILEI LINCEQ

MATEMATICO SOPRAORDINARIO

DELLO STYDIO D1 PISA.
E Fibofofo, « Matcmatico primarie ddd
SERENISSIMO

GR.DVCADITOSCANA.

Douc nei congredfidi quaztro givemare fi difcocre
fopra: due

MASSIMI SISTEML DEL MONDO
TOLEMAICO, R COPEANICANO;

indeser mamasumense le ragunl Filafybehe, ¢ N atws sli
Lawin por Pons , graste por L aliva parte,

CON LICERIA DE SWPERJORL.
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