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Atom - und Molekiilphysik

1 Das Wasserstoffproblem

1.1 Schrédingergleichung im Zentralfeld

Coulombpotential ist radialsymmetrisch — rechnen in Polarkoordinaten

/\}

x = rsindcos g
y =rsinvdsinp

z=rcost

my, >> m, = m = Schwerpunkt fillt nahezu mit Kern zusammen
— legen Koordinatenursprung in den zunéchst als ortsfest angenommenen Kern

stationare SG fur Elektronenwellenfunktion U :

AV (r, 9, @) + QH—ZL [E—V(r)]¥(r,d,¢)=0

02 02 02
A= 922 + (9_y2 + 9 Kugelkoordinaten

damit

10,0 10 9 1o om
19(2 9 (ol ) L T Ly 2y =
{ﬂ or (r 87’) t s a0 (Smﬁaﬁ) e sin2198<p2} T (E-VEDY =0

Ansatz:

U(r,d,¢) = R(r)Y (0, ¢)
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in SG einsetzen:

10 ,OR 2m 1 0 oY 1
—a—( ar)y+ﬁ(E VIRY = {rzsmm(mﬁ%)“ -

1d [ ,dR 2mr? 1 1 0 oYy 1
— 222 E— bl _
Rdr <r d'r’) * h? ( V)= {811119(919 (Sln08ﬁ> - sin? ¢

Die linke Seite der Gleichung hangt nur von r ab, wiahrend die rechte Seite nur von o

und ¢ abhingt. = Beide Seiten gleich einer Konstanten; wahlen Separationskonstante

I(1+1)

damit

=-Y 1
59 I(1+1)

Gleichung kann weiter separiert werden mit Ansatz: Y (0, ¢) = O(9)P(y)

snd o0 \° sinZ 9 0p?

sm 1‘}

einsetzen, | - anwenden

1 d do 1d?>0e
.9 G ao 1 _ a9
= sin ﬁ{@smﬁ 19(81n19d19)+l(l+ )} 0d 2

m?2..Separationskonst.

damit Azimutalgleichung

2
@+m2@—0

und Polargleichung

1 d e m?
O sind dv (smﬁ%) T+ - sin®y 0

und Radialgleichung

1 d [ ,dR 2m I(l+1)k?
— = (222 E-V(r)———22 1 =0
r2R dr (T dr) 7 h? { (r) = 2mr?

Bem.: Zentralpotential bisher allgemein gehalten, V' (r), d.h. fiir jedes Zentralpotential

kann Losung separiert werden

U(r,d,¢) = R(r)Y (0, ¢) = R(r)0(9)®(p)

Losung der Azimutalgleichung

allgemeine Losung ® = Ae™¥ + Be~ ™M

82

0*Y

02

|

Y
o

r2sin® 9 Oy

7a2

RY
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Problem: Aufenthaltswahrscheinlichkeit hdngt von ¢ ab; Symmetriebruch nicht physi-
kalisch
= speziellere Losung ®@,,(p) = Aem?

fordern weiterhin Eindeutigkeit, d.h.

(9 +2m) = Do)

dh. ™ L1 = m=0,41,+2, ..
Wir fordern Normierbarkeit, d.h.

2T 27
| 1epde=1=1ap [ ap
0 0

1

= Al = —
Al o
damit
1 .
D) = =™

V2r

m = 0,1, £2,...Magnetquantenzahl

Losung der Polargleichung (Legendresche DGL)

ist endlich, eindeutig und stetig nur fiir
1=0,1,2,3,... und
Im| <1

und gegeben durch die zugeordneten Legendreschen Polynome

) = Cra -t (1) R

abgeleitet von den Legendreschen Polynomen

Po) = o (%) (s 1)

so dafs mit Normierung folgt

o () = \/ P cos )
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(Details in Physik C, 6.2)

Damit winkelabhéniger Anteil der Wellenfunktion bestimmt
Yim (0, ) = 07" (9) P (p)...Kugelflachenfunktion

bilden ONS:
s 27
/ sin 9 / oY (0, 0)Yim (D, 2) = SurGommy
0 0

Polardiagramm der Winkelfunktionen |Y},, (1, )|?

At 9
L= 0 i
wm =0

L4 £-2
=0 NS
(Rl\n,w.du( E
l Mu/u ,6 ‘=Z
\{’ ab ) W = /l w = A
L=z
Wm =2
miissen jetzt noch die Radialgleichung l6sen
mit u(v) =r- R(r) folgt (vgl. Physik C, Kap. 6.3)
d*u(r)  2m I(l+1)R?
az T PV e | =0
———
. vi(r)
I Vepgr)
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Mit Einfithrung des effektiven Potentials folgt Analogie zur 1D-SG. (vgl. Physik C, 3.4.)
Bedeutung von Vj(r)?
Physik A, Teilchen auf Kreisbahn hat Rotationsenergie

(Ow)* L*  I?
20 20  2mr?

1
Erot = 5@(4]2 =

mit Trigheitsmoment © = mr? und Bahndrehimpuls L = ©w damit Interpretation

11+ )12

E,, V, =
t 2mr?

L? < (1 +1)R?

naheliegend. Ahnlich wie bei der klassischen Bewegung kann V; als Zentrifugalbarriere

verstanden werden

10
V[v}/\ .CflM) 0 ﬁ
{ sz")
e il :
o

Ut

T I~

Minimum des effektiven Potentials?

speziell V(r) = —=

4meqr

2

dVegs(r) _l(l + 1)R? N e 1 0
dr mr3 Aegr?

_ Ameg - L1+ 1)R?
B mil?

=r=n =1(l+ 1)ay
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mit ag = % =0,53 ;1 ..Bohrscher Radius
D.h. mit wachsendem [ wird das Minimum des effektiven Potentials und damit das

Maximum der radialen Wellenfunktion nach auften verschoben.

1.2 Eigenzustiande des Wasserstoffatoms

wéhlen speziell V (r) = —ﬁ, damit Radialgleichung in dimensionsloser Form
d? 2 I(l+1)
— te+ - — u(p) =0
{(1p2 T P (v)
mit € = Rﬁy..dimensionslose Energie
1 1 _ 32m2e3n?
R, — 13,6eV ~  met

und p = a%..dimensionslose Lange
(Details siehe Physik C, 6.3)
Potentialreihenansatz + Asymptotik fiir p — oo, p — 0

fiihrt auf diskrete Losugen (normierbar)

Uni(p) = PlHl*%Pm,z@)

mltn?”:n_l_l n:1’273 l:071;27”.7n_1

und

n

Poi(p) = CL L2 (2—’))

mit C!, = Normierungskonstante, L?*'=Laguerre’sches Polynom von Grade n,

—)l(m+i)!

vollst. Radialanteil der WF damit

2 n—1—1!/2r\' __ 2
Rutr) =[O () sy ()

n2a§ (n+1)! nag nag

mit Hauptquantenzahl n

und Nebenquantenzahl [ <n — 1

10
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komplette Eigenfunktionen

\Iln,l,m(r> 1990) = Rn,l(r)yzm(ﬁ7 90)

enthélt noch Magnetquantenzahl |m| <

g me 1 R
" 2h2%(4meg)?  n? n?

Energien héngen nur vom Parameter n aus der Radialgleichung ab

= n= Hauptquantenzahl

Bem.: Fiir jeden Wert von n lauft

{ von 0..n — 1 und

m von —l,—l+1, ...

,1; d.h.
n m
2
1
2 0 9
-1
-1
+1
3 1< 0
\ -1
0 0o _ )
1
/1<0 4
2 \ -1
0 0

1 0 a0 L M

#7ustande gleicher Energie

Wenn keine dufseren Felder wirken, haben Zustdnde mit gleichem n gleiche Energien

11
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= Entartungsgrad von E, demnach

—_

(20 +1) = n?
I

I
=)

Termschema des Wasserstofls

1=0 A 2 2
E
c/\//\ 5 ¢ o %
o i -
—,{_'g_c AT T

Vgl. der Eigenwertspektren in verschiedenen Potentialen

N ——
————— —t
— o
—
—_._.-—-
Rechteck - Oszillator- Coulombpotential
1 1
En 2 3 =) hw Y
xn (n + 2) o

12
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Eigenfunktionen des H-Atoms

n I m Ui (1,9, )
3
1 1\2 _r
1 0 0 \11100 = —F= —) e @0
™ \ Qo
1 /1\?
T __r_
2 0 0 \Ij = _ 2__ e 2aq
200 44/ 27 (Go) < CL0>
3
1 1\?2 _r
2 1 0 Wy = — | —e 20 cos?
210 4/ 27 (ao) ey
3
1 1\?2 _r
2 1 =+1 Uoip) = —— <—) Le 2a9 sin Je
8/ Qo ao

+ip

Wahrscheinlichkeit das Elektron im Abstand r» vom Kern zu finden? Integrieren iiber

Kugelschale

T 2T r+dr
Pnlm(r)dr:/ sinﬁdﬁ/ dgp/ 2 dr’ | g |
0 0 r

T 21 r4dr
:/gww/ wmﬁ/ r2dr' | R (1)
0 0 r

1

2| Ry (r)[?

13
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Bem.:

e Anzahl der radialen Knotenfliichen (wo |¥|? verschwindet) nicht durch n sondern

durch n, =n — [ gegeben
e Bedeutung der z-Achse?

— Grundzustand ist kugelsymmetrisch — kein Problem

= miissen freie Atome durch Mittelwertbildung iiber alle m beschreiben; gilt

2[ 1
Z [Yim (9, )| 4+ = const.

m=—1
= auch bei angeregten Atomen ist die Wahrscheinlichkeitsdichte kugelsym-

metrische verteilt

— bei Atomen im duferen Feld wird die m-Entartung aufgehoben, dann ist durch

das Feld eine Raumrichtung ausgezeichnet

2 Aufhebung der I-Entartung in den Alkalis

2.1 Schalenstruktur empirisch

Ionisierungsenergie des neutralen Atoms

Iﬂ

o

10
1 , |
| & - L] 4

=ttt L e T =1

< A0 AY 2
He Ve Av

14



Skript Physik D Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB SS 08

Ionisierungsenergie vom einfach zum zweifach ionisierten Atom

IL,=E(N—-2)—EN—1)

e brauchen sehr viel Energie, um ein e~ vom neutralen He, Av oder Ar zu entnehmen

= abgeschlossene Schale, Edelgase (spéter genauer)

e brauchen wenig Energie, um ein e~ von Li, Na, K, ... zu entnehmen

= schwachgebundenes dufseres Elektron, so genanntes Valenzelektron

Alkali-Atome:= Atome mit einem schwach gebundenen duferen Elektron und ansonsten

voll besetzten Schalen

Termschemata einiger Alkalis:

L; -Up. U'T(H
}/ ¢ PDF £ P D P $® D F
N e A % T e A
O --"Tt ._S i
Y e N
Ao 2 e R e H
2 e 8 - % g 7 2 3
2 4
7 — = i
" 2 ® FiE-
s -
2 3
n

Offensichtlich ist bei Anregung des Valenzelektrons von Alkalis die -Entartung aufgeho-

ben, d.h. Zustédnde mit gleichem n aber unterschiedlichen 1 haben verschiedene Energien.

15
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Elektronen mit kleinem 1 sind stérker gebunden als Elektronen mit grofsem 1.

Warum?

2.2 Abschirmung

einfaches Modell fir Alkali-Atom

e~ - Valenzelektron, "Leuchtelektron"

U“’Z"h?y&(( Lo. :
! L T

@~4)
Rosw p LD higpne.

Effektives Potential nicht prop. zu %
= e~ mit grofen 1 hat gréferen durchschnittlichen Kernabstand (Drehimpulsbarriere)
= ¢~ mit grofsen 1 spiliren weniger atraktives Potential

= sind schwécher gebunden

damit Energieniveaus des Valenzelektrons:

in H-Atom:

16
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B, =t

n2

I
in Alkalis

R,

T T AwDP

mit A(n,[) .. Quantendefekt, hingt auch nach von Z ab
Bsp.: Quantendefekt fiir Na-Atom

n=3 n=4 n=5
=0 1,373 1,357 1,352
=1 0,883 0,887 0,862
=2 0,010 0,01 0,013
=3 - 0,000 -0,001

3 Bahn-und Spin-Magnetismus

3.1 Exp. Befund

in den Alkalis ist nicht nur die l-Entartung aufgehoben, sondern die Terme mit [ > 1

spalten auf:

Bsp.: Na
B A s v b

0 P '='g'

@ 4o,

.-l _— "{- _—
Y

- 3

: D3

5 D,
2

Messen Aufspaltung der sogenannten D-Linie im Spektrum des Na-Atoms (3P-3S Uber-

17
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gang)
Dy = 589, 59nm=2,1029¢V

D, = 588,96nm=2,1052eV
Zur Erklarung dieser sogenannten "Dublett-Struktur" miissen wir weitere Details be-
riicksichtigen:
e Bahndrehimpuls L der Elektronen ist mit mag. Moment 1; verbunden
e Elektron hat Eigendrehimpuls (Spin) § mit mag. Moment

e 4; und pg wechselwirken

3.2 Mag. Moment der Bahnbewegung
Erinnerung E-Dynamik (Phys. B 3.2.4)

mag. Moment einer Leiterschleife

I .. Stromstérke A .. umflossene Fliche

Dipol im homogenen B-Feld erfihrt Drehmoment

D=pxB
und hat pot. Energie
Vmag = _,U/ : B
jetzt e~ auf Kreisbahn
.-

18



Skript Physik D Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB SS 08

2rr
V= —— = Wwr
T

q ew
] = = = — —
T 2m
1
=>u=1-A= o = — Cewr?
2m 2

Bahndrehimpuls L = mor = mwr?

damit fi = —55 L

Herleitung bisher klassisch! Giiltigkeit im atomaren Bereich unklar!

=> fithren fiir eventuelle Abweichungen von der klassischen Physik den g-Faktor g; ein:
damit in QM

(&
— L
|l 2m91| |
e
| = %glh\/l(l‘i‘l)

mit Bahndrehimpulsquantenzahl [

Abkiirzung: up = 5--h .. Bohrsches Magneton

= = gueyVI(l+1)

bzw.

B L
My = _QZMB%

Konsequenz der QM: Maximalwert von p in z-Richtung gegeben durch

max

e = qiusl

Bem.: g-Faktor fiir Bahndrehimpuls ¢, = 1

= Bahndrehimpuls der e~ verhélt sich erstaunlich klassisch!

3.3 Prazession und Orientierung im Magnetfeld

Aufieres Magnetfeld B gibt Vorzugsrichtung vor

= i; erfihrt Drehmoment, da pot. Energie minimal fiir /|| By, D = ji; x By

19
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= ¢~ verhalten sich bez. ihrer Rotation wie ein Kreisel im Schwerefeld, L fiihrt Prizes-

sionsbewegung um Feldrichtung aus:

Prazessions- oder Larmorfreq.

AL = Lsin aw, At

AL
= oy =wpLsina =D = B sina
o mB _ gppLB
P L hL
wp:%B:vB::wL
Lamorfrequenz

mit v .. gyromagnetisches Verhaltnis

3.4 Spin und magnetisches Moment des Elektrons

Stern-Gerlach-Versuch 1921

Strahl von Ag-Atomen in inhomogenem Magnetfeld = Aufspaltung des Strahls in zwei
Teilstrahlen

Elektronenkonfiguration [Kr] 4d™ : ésj/

Bahndrehimpulse kompensieren sich kein Bahndrehimpuls

= erwarten kein magnetisches Moment von Bahnbewegung der e~

= Uhlenbeck und Gondsmit postulieren 1925 die Existenz eines Eigendrehimpulses

20
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(Spins) und eines damit verbundenen mag. Moments

= formulieren in Analogie zum Bahndrehimpuls

fhs = —gsuB% S..Eigendrehimpuls
|5 = h/s(s+1) s..Spinquantenzahl
(Physik C, 6.2.) aus Kommutatorrelation folgt:

e zu jeder Drehimpulsquantenzahl [ existieren max. 2l + 1 Quantenzahlen fiir die

z-Komponente des Drehimpulses
e [ kann nur ganz- oder halbzahlig sein

Experiment zeigt die Aufspaltung in zwei Komponenten beim Durchlaufen eines inho-

R S G
5T g 22

s, = msh

mogenes Magnetfeldes

MHsz = —GsMsliB

<
s
(
¥
NI

vy
(1]
[

NN

S

/h; =“§s/"nt

Der Spin und das magnetische Moment priazedieren um die Vorzugsrichtung z.

21
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Grofse des g-Faktors g5 7

Einstein-de Haas -Experiment

durch Stromflu ummagnetisierbarer
Eisenstab

magnetisierter Stab um = Ap = >"7 Ap, = 2np,
(n = Anzahl der betroffenen Elektronen)

Drehimpuls der betroffenen e~ dndern sich ebenfalls
= AL=) AL.=2nL,
1

L, .. atomarer Drehimpuls

Ap  p. e
AL L, myg (aus Exp.)
=3m9

Unter der (separat zu beweisenden) Annahme, dafs der atomare Drehimpuls L, und das

entsprechende p, auf Spinmagnetismus zuriickfithrend ist, folgt hiermit
gs = 2!

Exakt folgt aus der Dirac-Gleichung & QED: g, = 2,0023

Der Spin erzeugt ein doppelt so grofes mag. Moment wie eine klassische mit dem Dre-
himpuls %h rotierende, geladene Kugel. Diese Teilcheneigenschaft hat kein Analogon in

der klassischen Physik.

3.5 Spin-Bahn-Kopplung und Feinstruktur des Spektrums

Empirischer Befund (vgl. 3.1): alle Energieterme aufer s-Zustande fiir Alkalis sind in

zwei Unterzustinde aufgespalten. = sogenannte "Feinstruktur"

22
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Ursache: mag. Kopplung zwischen Bahn-und Spinmoment der Elektronen

Sachverhalt wird beschrieben durch Einfithrung eines Gesamtdrehimpuls j:
j=L+35
(Bahndrehimpuls L und Spin 3 )

L und 5 prizedieren im Vektormodell jeweils um ihren Summenvektor j, dieser prizediert

um die Vorzugsrichtung z:

wie fiir jeden qm Drehimpuls gilt

il =mviG+1)
mit j = [l £ s|

Richtungsquantisierung entlang z

Bsp.: p-Elektron, [ =1,s =1 = j=2j|= AE

f i
gt MV e wr?

oder j = 1,17 = 1

e[S

23
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Klassische Betrachtung

e~ lauft mit L um Kern herum

= Kreisstrom induziert Magnetfeld By,
= B;, wechselwirkt mit mag. Moment des Spins
Wechselwirkungsenergie

_ Ze? o —

- _—5.B, = 2 (5L
Vis HsDBL 87rm27“3(8 )

dabei benuzt:
fls = —=5 und
By, von Biot-Savart (vgl. Physik B)

Ze? ugh?
8mm?2r3

mit a = — Spin-Bahn-Kopplungs-Konstante (in klass. Herleitung!) folgt

VL,s = ﬁSL

LSI 3 (sea) §

l
/ IJ,EHM. {‘
i*""

a = 7o
Vis= EUJ‘ - |5] ;Eos(L, 5)
s{IL+s2=1712
= ABL = S[iG+1) = Ul +1) = s(s + 1)

24
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Spin-Bahn-Kopplungsenergie wird durch Quantenzahlen [, s, 7 und die Kopplungskon-

stante a bestimmt.

fiir wasserstoffahnliche Atome gilt

Z4
I+ s(1+1)

a (spéter, 6.3)

= Aufspaltung o< Z* fiir H exp. schwer nachweisbar, bei den D-Linien von Na(Z = 11)
AEL s x 2,1 meV (vgl. 3.1)

= Aufspaltung o n—lz,‘), d.i. kleiner fiir hochangeregte Zusténde

ibliche Notation fiir atomare Energieterme:

n25+1 LJ

zur Erklarung:

n - Hauptquantenzahl

s - Spinquantenzahl, 2s + 1= "Multiplizitat"
L - Bahndrehimpulsquantenzahl

J - Gesamtdrehimpulquantenzahl

Grofse Buchstaben S, L, J werden oft fiir Mehrelektronen-Atome verwendet, kleine Buch-
staben s, [, j fiir einzelne e™.

225% .. Zustand, wo das Valenzelektron die QZ n = 2,1 =0, j = ; hat

ZQP%; 22P% .. Zustande mit Valenzelektron mit QZn=2,1=1,5 = %bzw.%

Niveauschema der Alkalis

Wasserstoff analytisch berechenbar, es ergeben sich relativistische (Massenénderung)

und Spin-Bahn-Korrekturterme zum Ergebnis aus Abschnitt 1.2

Enlj = En + Erel + El,s
———

Ers

25



Wolf Gero Schmidt

UPB SS 08

Skript Physik D Prof. Dr.
S P D F
o R Al R Al T i
L % %
MBS« hpe e A e _—r
2k =y
EIP%-__
T
2:S-I|L 2 P!E'
FErg .. Feinstrukturkorrektur
nach Dirac:
E,o? 1 3
EFS = - ( . 1 _>
n J+s 4n
1

ve—auf 1. Bohrscher Bahn
o= =
Lichtgeschwindigkeitc

= konnen Feinstruktur des Spektrums quantitativ erkléren

137

- -Feinstrukturkonstante

Lamb-Verschiebung
1947-1952 Lamb und Rutherford zeigen, dafs auch die Dirac-Theorie noch unvollsténdig

ist: beobachten Energiedifferenz zwischen Termen mit gleicher j aber unterschiedlicher [

FErs = Eps(j) (siehe oben)
‘_gc,[qub_rjﬂ-uj.-[p DW’D[C. Ebﬂ'uﬂ
: B £=4 2
ol -!Pm‘ r_‘-“;‘!E-H_"_'_‘ e 3,
sl Tl < [0.048 mev 0.0043 meV
7
¢ pL=04 ____Jz.__*lsal
5 ';P‘fz

Ursache: QED, Nullpunktsschwingung des em. Feldes
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4 Atome im Magnetfeld (semiklassisch)

4.1 Elektronenspin-Resonanz
AuReres Magnetfeld B, gibt Vorzugsrichtung vor

T‘Ec'

=2 Fmstellungsméglichketen fiir Spin,
Az parallel oder antiparallel zu E

=2 Fmstellingsmoglichketten mag. Woment des Spins

— 1
lig by = iagsﬂﬁ

Unterschied in der potentiellen Energie der beiden Einstellungen
AE = 2|ﬂs|zBO = gs,UBBO

kann mit mag. Wechselfeld B, = B? sin wt Ubergiinge zwischen den 2 Spinorientierungen
induzieren, falls

(i) hiw = AFE = gsup By und

(ii) BY LB,

(folgt aus zeitabhéngiger Stérungsrechnung)

= genaue Bestimmung des g-Faktors moglich

= Riickschluf auf chem. Umgebung des Elektrons

4.2 Zeeman-Effekt

Zeeman 1896: Energieterme von Atomen im externen Magnetfeld konnen aufspalten

Erklarung im Rahmen der klass. Elektronentheorie

Betrachten e™, das um Kern kreist mit wy
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/ Fv‘ = ~m LJ:'F
Radhad la AL

im Magnetfeld kommt jetzt zuséatzlich die Lorentzkraft dazu, d.h.
mi = —mwiT — et X B
mit B = (0,0, B) folgt
mi + mwir + ey B = 0(x)
mij + mwiy — ex B = 0(x*)
mz 4+ mwiz = 0

abzulesen: z = zpe™°! Frequenz in z-Richtung, dndert sich durch das B-Feld
entkoppeln Gleichung fiir x,y
u=2x+1y

V=1 — 1y

] :
:>x:§(u+v)7y:%(v—u)

m,. .. mwi eiB,. .
(i + )+ "Bt o)+ B i = 0

(o) 25— i)+ 2 ) — P (i) = 0

Gleichung fiir v und v
mii + mwau — ieBi = 0
mi + mwgv + ieBo = 0
Gleichung wird gelost durch
u = uoei(wo+%)t

. eB
v = voez(“’o_%>t falls % << wy
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= Anderung der Umlauffrequenz um Aw = :I:%
= Erklarung der exp. beobachteten Termaufspaltung im Rahmen der klassischen Elek-

tronentheorie

Erklarung im Vektormodell

Drehimpulsvektor j und ji; préizedieren um B-Feldrichtung

Zusatzenergie des e~ im Magnetfeld

Vg = —=(14;):B = mjg;upB  mit m; =—j,—j+1,...j

= (25 + 1)fache Richtungsentartung aufgehoben

Abstand zweier Komponenten

e
—hAw g=1
B
= Aw = el
2m

(hier g = 1 speziell fiir reinen Bahndrehimpuls, allgemeines g; spéter)

klassisches Ergebnis reproduziert fiir reinen Bahndrehimpuls!
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Bsp.: Aufspaltung der 644nm-Linie des neutralen Cd-Atoms in 3 Komponenten (nicht

alle energetisch méglichen Uberginge sind optisch erlaubt, daher nur 3)

e - ANE

Bem.: historische Bezeichnung "normaler" Zeeman-Effekts fiir reinen Bahnmagnetismus,
"anormaler" Zeeman-Effekt fiir den allgemeinen Fall der Uberlappung von Spin und

Bahnmagnetismus.

Bsp.: fiir anormalen Zeeman-Effekt: D-Linie des Na-Atoms

Wie grof ist die Termaufspaltung, d.h. das mag. Moment bei Spin-Bahn-Kopplung,

welches beim anormalen Zeeman-Effekt gesehen wird? Es gilt

fig = jis + jip und J =35+

gl
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fi; prazediert um die raumfeste Richtung des Gesamtdrehimpulses

im zeitlichen Mittel wird Projektion auf .J, d.h. (jis); gesehen

o J | 3G+ D) +s(s+1)—11+1) —
| = — fe=g;Vig+ Dp
JIJl‘ 2\/j(j+1) 5= 9;Vili+Dus

|(Rs)al =

(Ubung, Cosinussatz)

357+ 1) +s(s+1)—1(1+1)
2j(j+1)
Landéfaktor

= g; =

1<g; <2

1 = reiner Bahnmagnetismus (s = 0)

2 = reiner Spinmagnetismus (I = 0)

Paschen-Back-Effekt

bisher: B-Feld schwach, d.h. Kopplung zwischen Bahn- und Spinmoment ist starker als
Kopplung ans duftere Feld

jetzt: "starkes" B-Feld

= Feinstrukturkopplung wird aufgehoben, [ und 5 prizedieren einzeln um B, QZ j

verliert Bedeutung
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= Energieaufspaltung der Terme gegeben durch
AE = (Am, + 2Amg)up By

Bem.: Spin-Bahn-Kopplung oc Z* (3.5)
= Finteilung "stark"/"schwach" héngt von Ordnungszahl des Atoms ab, fiir schwere

Atome brauchen wir starkere Felder um Feinstruktur aufzuheben

5 Quantenmechanische Beschreibung des

Elektronenspins

5.1 Zustandsvektoren, Spinoren

vektorieller Spinoperator

S = Sy, + S,e, + S.é.
geniigt als Drehimpulsoperator den einschldgigen Vertauschungsrelationen

[Si, Sj] = Ez]klhgk

(vgl. Physik C, 6.2)

= 52 und S, haben gemeinsame EV
5’2 |l57ms> = hms |l37ms>

S? |1y, mg) = K2,(1 + 1) |ls, ms)

mit QZ
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Stern-Gerlach-Versuch (3.4) = gibt nur 2 Einstellungsmoglichkeiten

IR IR
8_27m8 272

Da die QZ [, fest ist, sind die Spin-EV eindeutig durch den Wert von m, bestimmt
11
‘57 §> = [x+) = |4) = o)
1 1
5-3) =hc =) =l

damit EW-Gleichungen
A h A 3
Selen) =3 ler) o o) = 77 1er)

A h A 3
S:lep) = . o) . Sy = ;th 1)

Allg. Zustandsvektor |U) eines Elektrons muf sich als Liko von |¢1) und |p;) darstellen

lassen.
(W) = [W4) [o1) + V) [p))

|W, ) und |¥_) :Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir das Auftreten der jeweiligen Spinori-
entierung + spinunabédngige Information iiber e~

kénnen die Spin-EV (u.a.) durch zweidimensionale Vektoren darstellen

1 0
lo1) = len) =
0
damit Ortsdarstellung von | )
U(z) =V, () +U_(x) =
0 1 U_(x)

wird als Spinor bezeichnet, entsprechend dualer Spinor

(U] = U7 = (W (), V7 (2))
—_———
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Interpretation?

1= (U|T)
= (| {or] + (T i) (1) [oog) + W) 1))

= (W[ W) (prleor) + (T W) (iler) + (T [T) {orler) + (V- [W-) (@)

A

lo1), lpy) sind EV zum hermiteschen Op. S,

= sind orthogonal

(prler) = (piley) =1

(prlp) =0
0
(klar auch nach Darstellung mit und )
0 1
= (V[0 = (W Vy) + (P [V)
~—— —— ———

Jd3z|e @) [dz|vy (@) [dPz]v_(2)]?

damit Interpretation von |W(7)[? als Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort Z ein Elektron

mit Spin T / | zu finden

5.2 Spinoperatoren, Paulimatrizen

Suchen Darstellung des Operators A, der einen Spinzustand |x) in einen anderen Spin-

zustand |’} iiberfiihrt:
XY =AM |l

(ulx') = <Xi\fl!x> => <Xi‘A’Xj> (6l

JjEE N——

A;j..Matrixdarstellung von A

damit Matrixgleichung
(Xx+x") B Ay A (x+ )
(x-Ix) Ay A (x-1x)
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1. und 3. Matrix = Spinordarstellung von |x), [x’)
jetzt speziell Matrixdarstellung von S’x, gy, S,
fiihren Leiteroperatoren ein (vgl. Physik C, 6.2)

erfiillen

SE |1y, mys) = B/ (L, Fmg)(ls £ myg + 1) |1, ms £ 1)

(Beweis: Physik C, 6.2) speziell [, = §,m, = +1

S |X+> =0
S*Ix-) = hlxy)
S”Ixe) =hlx-)
S Ix-) =0

damit Matrixdarstellung von S

X+’Si|X+> <X+‘gi|X—>

<
(181 ) (5% )

~

St —

. 0 1
St —nh
00
. 00
ST —h
10
= wegen (%) und Orthogonalitét
damit
. 1, . h{ 01
Se==(ST+57)— =
2 211 0
- _3' At am 72 0 —i
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fiir S, gilt S, |xs) = £ [xs)

wird mit |y4) = und |y_) — erfilllt fiir:

dimensionslose Darstellung des Spinoperators S = 33 mit o = (6,,6y,0.)

wobei die o die sogenannten Pauli’schen Spinmatrizen sind

. 0 1 ) 0 —2 . 10
Oy = , 0y = , 02 =
10 1 —0 0 -1
gilt
. 10
5_3:(;5:&3:]:
0 1

N I 3., 1/1 .
:>S2:—(6—2+62+&§):Zh2]:§(§+1>h21

D.h. Messung von S? fiihrt immer auf I,(I, + 1), wie erwartet

Bem.: Die Pauli-Matrizen bilden zusammen mit der Einheitsmatrix eine vollst. Basis im

Raum aller komplexen 2x2-Matrizen

5.3 Spin im Magnetfeld

Exp. (vgl.3.4) fis = —gstin3

mit g, = 2,up = 5-h, d.h. iy, = —=5 Energie eines mag. Moments im homogenen

B-Feld gegeben durch
E=—jiB = 5B
m

jetzt Ubergang zu Spinoperator 5, damit Hamiltonoperator H, = £ Bs
= stationdre SG
e .
—Bsp =FEp
m
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bzw. zeitabhingige SG

e -. L 0p
Z Bo — ih2t
m P T
mit B = (B, By, B.)
- 01 0 —1 10
und § = 3 , , folgt
10 i 0 0 -1
i eh B. B, —iB,
2m \ B,+iB, —B.
uB
Jetzt Spindynamik im B-Feld
speziell B = (0,0, B.)
. B, 0
= H, = @
2Zm\ o0 -B,
damit SG
1 0 Oy
B, =th—
Sl WY R

allg. Lsg. der SG gegeben durch Superposition der stationdren Lsg. mit Phasenfaktoren
e~ #5 (vgl. Physik C, 3.2); d.h. hier:

o(t) = ae_%ETtgoT + be_%Eltgol

bekannt:
h
Ey= g5 s ml Bzze—Bz
NGEANGNI 2m
2 £hL
mit Abkiirzung wy = =B, folgt
h h
E, = §w0 ,entsprechend E| = —§w0

wy..Zyklotronfrequenz
damit allg. Lsg:
So(t) — ae*iwot/ngT + beint/ngl
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"Messung" einer Spinkomponente entspricht Erwartungswertbildung mit dem entspre-
chendem Operator

jetzt Erwartungswert von S,

(vgl. Spinoren in 5.1)

: : R 10 ae~wot/2 I
_ (a*ezwot/Q’ b*e—zwot/Q) 5 ' — _(|a|2 . |b|2)
N ~ L 0 —1 bezwot/Q 2
(¢l N .
S. l)

... zeitlich konstant; analog
(S,,) o< coswt, sinwet  (Ubung)

"Prézessionsbewegung" q.m. gerechtfertigt!

6 QM des Atoms im Magnetfeld

6.1 Minimale Kopplung

Bisher Bewegung ohne Magnetfeld
. ho .
p — p=—=V in Ortsdarstellung
i
Jetzt Bewegung im Magnetfeld, ersetzen kinematischen Impuls
D = mv

durch kanonischen Impuls

P =mv—qA
(mit A ... Vektorpotential, d.h. B = rotA)
und in der SG des freien Elektrons

7;?_)??+6A

damit
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Hamiltonoperator des freien Elektrons in minimaler Kopplung

1 (Ao 2\
H=—<—.V+6A) —ep
2m \ ¢

mit elektr. Potential ¢, F = —V¢
(V = —ep ... potentielle Energie des Elektrons)

6.2 Normaler Zeeman-Effekt

- \2 oo B o
(—,V + eA) = A+ —eVA+ —eAV + 2 A?
1 1

i
V A eigentlich V(A¥) = U VA +AVY

divA

wegen divA = 0 (Coulombeichung, Physik B) verbleibt

he 2\ oh -
<ZV + eA) = —h’A + TeAV + %A%

damit H in minimaler Kopplung

H= 2m T m om v
jetzt speziell A = (—%y, %:U, 0)
Ex &, €. 0
B =rotA = 2 % 2 =10
By Er o) \Ee%

d.h. homogenes B-Feld ||e.

damit Hamiltonoperator

~ h? B.eh 0 0 e?B?
H=-——A o —y— + T — —2(y* +2°) —
2m +2mi{ y8x+x8y}+ 8m (" +a7) —ep
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h? B.e .
= “A—ep+ 2L, +0(B)
2m 2m
~——
Hy H,

H, - fiir Elektron im Zentralpotential bereits gelost, H-Problem
H, - Storoperator

Letzter Term kann fiir kleine Felder vernachléssigt werden
Erinnerung Physik C, 8.1.1

In Stérungsrechnung 1.0rdnung gilt

B, ~ EO ¢ <qz;0>|H1|qJ;0>>

mit E,SO), U EW und EV des ungestorten Problems, d.h. von H,
hier ‘\117(10)> — |U,,1.m) Eigenfunktion des H-Atoms

B.c - I

= AE & (Ul oo S LW, m) ~ B, 26— m
11 m
hm \Iln,l,m> uB

—1 <m <l m = Magnetquantenzahl

= Ergebnis identisch zur klassischen Herleitung in 4.2!

6.3 Pauli-Gleichung und anomaler Zeeman-Effekt

Bisher in SG vernachlassigt:

Spin — wechselwirkt mit B-Feld (i)

— wechselwirkt mit Bahndrehimpuls (ii)

(i) bereits behandelt in 5.3, H, = £5B

(ii) Spin-Bahn-WW in 3.5 wird zum Operator

_ Z€2,LL0 _
— B, = 25 PO T
Ze2lu0 PN
LS)
8mm?2r3 <
damit Pauli-Gleichung
— (29 ed) —ep+ S5B+ L2 158w = pU
2m \ i 8mm?2r3
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Feinstrukturaufspaltung

sei zunéichst B = 0,7 = 1 (H-Atom)

A~ h2 M0€2 A A
= H = ——A - LS
2m ¥ +87Tm2r3
—— —

ro...Wasserstoﬂatom, Problem gel6st

H= ]:IO + %ié C..Konstante
r

1‘{[0 ’an,l,m> = En |\I]n,l,m>
——
:anl>‘\plm>
H, wirkt nicht auf Spinobservablen, kénnen deshalb zu Spinoren iibergehen, die ebenfalls

Eigenl6sungen von H; sind:

‘\Ijn,l,m,mSZi%> = ’Rnl> ’YEm> ’Xi>

Einfluf der Spin-Bahn-Kopplung auf E,, durch Stoérungsrechnung 1.Ordnung

mit Storoperator

C

5= 5 (1r-ir- )

. C
Hl:ﬁ

geeignete Basis zur Auswertung dieses Storoperators sind die gemeinsamen EV zu
[A{Oa j27 J27 ZA—J27 S2

|
n7j7l7jza §> = ’Rnl> Spn:j:l,j27%>

|R,;) - Radialanteil der H-WF
gon’j’lvjz,%> - Winkelanteil, Liko von |Y,) , |x%)

1| C /- . . 1
AE: l 'Z_ _(JZ_LQ_SQ) l »Z i
<n7.]7 yJ 72'27"3 n,j, 1, j ’2
C 1 X A )
= 5 <Rnl|r_3|Rnl> §¢n,j,l,jz,§| <J2 B S2> |S0n,j7l7jz7;>l
L ’ B2 (41111 (1 .
cm (G101 -3 (3+1)) ()

_ G+ - 0+1) — 4
w4+ 1+
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7 und [ nicht unabhéngig voneinander, nur 2 Moglichkeiten

1
j=1+ 3 j=1- 3 einsetzen liefert

< 1
AE, ;.1 =¢C
SN IR
1
AE =

=
=iy nd (1+3)1
= Niveaus mit j =1+ % werden angehoben beziehungsweise abgesenkt
keine Energieverschiebung fiir [ = 0 (sieht man in (x))
Problem: Spin-Bahn-Aufspaltung nach Pauli-Gleichung entspricht nicht dem Experi-

ment, in dem die Aufspaltung nur von j, aber nicht von [ abhéngt! Ursache: relativisti-

sche Effekte

Beispiel
EF e
< PR3,
ﬂ\ / N
5 : “
Z*’J E7A (-‘ Z < 1',‘1 ~
i R 1 R BT <y R S “ - ¢ s
v | 4 ~ A b zvo j:/[_ 2 F )/z
ZP ¥ g \ ; e
-~ & : '
ot P4 " 254,
B s A P i< R
R e
S 2 2.
SG ohne Pauli- Gleichung S»f,-{ 2‘0,!/ ¥ 'I"r_
Spin-Bahn-Kopplung €
Dirac-Gleichung Lamb - (QED)

Verschiebung

jetzt (schwaches) Magnetfeld einschalten — anomaler Zeeman-Effekt

-1 (he P . T2 aa
H:—<—.V+€A> —e<p+£SB+ M2t 73
i m

2m

analog 6.2
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vernachliissigen Termine in B2, sei Z = 1 damit

N 2 /’6062 aay
H=——A—- z L, B.S, LS
2m ot + + Smrm?2r3
n? foe® z& B
N LS+MBp (LZ 252)
_2m 7 Srmers J+\h i /
ﬁo Hl

H, - Stéroperator
H, - Wasserstoffatom mit Spin-Bahn-Kopplung, Eigenfunktion bekannt
|Rot) (@i, 1 > (in Wirklichkeit wird der Radialanteil der WF durch Spin-Bahn-Kopplung

modifiziert, hier vernachléssigt)

1. Ordnung Stérungstheorie mit Stéroperator

FI_“;B( +2S) M;B (j S)

gibt Energieverschiebung

KB 74
AE = FL z <Rnl|Rnl> <S0n,j,l,jz,% |Jz + Szlcpn7j7l,jz,%>

1
_ kB S
7 =B, (mjﬁ—l— <<pml] |Sz|90n7j,l,jz,%>>

fiir 2. Summand folgt nach Wigner-Eckard Theorem: die Spin-Komponenten | J mitteln

sich aus und geben keinen Beitrag

- JS
- <S0n,j,l,jz,% |Sz|gpn7j7l7jzaé> - <£pn,j,l,jz,é| ( j2 Jz|gpn7j7l7jz7%
=mjh <S0n,j,z,]z 2| 72 |90n,j,l,jz,;>

mjh 22
= W <<Pn,j,l,jz,§ ’JS|SOn,j’lvj27l>

damit insgesamt

AE — M;B (hm]+hm]( (j+1)—l(l+1)+s(s+1))>

2j(j+1)
Jj+1)—1(1+1)+3/4
2j(j +1) )
gj...Lancfé—Faktor
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Damit Ergebnisse des semiklassischen Vektormodells aus Abschnitt 4.2 reproduziert,

schematisch folgende Aufspaltung:

o i A
E/\ A ~ m'\l_.e*t
(= f+7 mj >3
. ‘___\ . 3 '{
"y ~£- z
%, - mi=e-4
- e e
¢ R EER
4= ¢-4
> !
Me=n slisny g ol
'N\i \-'{
N

Spin-Bahn-Aufspaltung ohne AuReres B-Feld spaltet Terme
AuBeres Magnetfeld entsprechend der Magnetquantenzahl
mj weiter auf

Bsp.: Niveauaufspaltung beim H-Atom

r A !
. 3
20y, o——————
N . ~ -pr .
B g1 2p-Niveau spaltet
2 : N
—— ¥ A/L S weniger als 2s-Niveau

7 auf wegen kleinerem
| eyl ——————— 44, Landé-Faktor
4 4 @

L

Ly e

e s
X

7 3

e ——
v

-

/{ St

4
z
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Paschen-Back-Effekt

Hamiltonoperator der Pauli-Gleichung mit B = (0,0, B,)

h2 2

H=-"AN—ep+ "B (1, +28)+ 5% I3
2m h

fiir starke B-Felder konnen wir den letzten Term vernachléssigen, damit
H=H,+ H,

mit Hy = —%A — ep ungestortes (H-) Atom mit EV |Ry;) [Yim) |x+)
und H, = EED, <[:z + QS*Z> ... Stéroperator

damit Energiekorrekuren in 1.0rdnung Storungstheorie

Bz S Bz Q
AE = (Rl o) (Yinl "B i O+ (Rl ot Winl i) (25511 )

h
@me ’ ) 2m::B;LB
Niveauaufspaltung entsprechend m;, my
Sy W
F A "1’111. ;2 s th Zwag
Z¢ 2/_/___. .,/c;/,.' 4;:?‘/{/ /é
R (4
ranasnstl . -1
| ol /% o
A 6 i 0 1'/2, A
) 0 ) /iz ¥
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Bsp.: 2p-Niveau in Abhéngigkeit der Feldstéarke

e WM,
J
/ ‘ al ic
i Fowg i ———tg ..,
; =B <, ¢
- 1.
ot |
7¢ , AN A A
—— . - 11 "z
\
/ff\r
¥ 4 4
A 2(34/',_ ’ “z
T
:. '3/
L
t t t >
5 ?’f(h«am ?C‘LLR.&;, B

7 Atome im elektrischen Feld

H=H,+ H, E=(0,0,F)

Hy, — atomarer Hamiltonoperator
]311 — Storpotential f[l =eFz

Storungsrechnung 1. Ordnung
AEY = eE (W0 |2[w0)

verschwindet aus Symmetriegriinden fir WF, die symmetrisch/ antisymmetrisch in 2z
sind

= Im allgemeinen keine lineare Energieverschiebung

Ausnahme: entartete Zustande V,,, zur gleichen Energie

Entartung wird durch elektrisches Feld aufgehoben
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4
s (6 +%.) =",
m’ ->
0 ¥
"\ " .
4 ?

A
o
\_/o
r{1 5
L

Schwerpunkt der WF (und damit /
Ladungsschwerpunkt) wird verschoben /]‘k ( {e )
7 - A ‘{71

Bsp.:

P ER

e

U, /W, haben unterschiedliche Energien beziiglich eines in z-Richtung liegenden E-Feldes
= linearer Stark-Effekt
(Theorie siehe Physik C, 8.1.4)

Auch bei Systemen, die keinen linearen Starkeffekt zeigen (AE™) = 0), wird der
quadratische Starkeffekt beobachet:

Storungsrechnung 2. Ordnung
AE,=EY + AE(D +> Eifl—’”;m)
1#£n tmn” — £y
mit H = <\y;°)]ﬁ1]xp§0)>
Interpretation:

dukeres Feld F induziert im Atom ein Dipolmoment

p= aF
mit o = Polarisierbarkeit
Energie des Dipolmomens im E-Feld
1 - 1
V., = -pE = —aE*
SR L

Bem.:

« ist abhéngig vom jeweiligen Zustand |¥,,)
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8 Dirac-Gleichung

e Pauli-Gleichung beschreibt Exp. nur unzureichend
e Einfiihrung des Spins als "‘Korrektur"” der SG theoretisch unbefriedigend

= Suche nach besserer Theorie!

SG fiir freies Teilchen durch einfache Ersetzung

0 h -
E h— , D — —
RPN adrad
damit
) 2
P 0 [
E=—— Ai—V = ——-V°VU
2?710 — ot 2m0v

verallgemeinern dieses Rezept auf auf relativistische Energie -Impuls-Beziehung

E = \/p*c? + mic* (Phys. A, 8.3.2)

9
ot

= th—V¥ = \/—czh2A + mictw

bzw. quadriert
92
—h2@\11 = {—c2h2A + mgc4} v
mit d’Alembert-Operator [J = —A + C%g—; folgt

{D+ (%)2}\1}20

Klein-Gordon-Gleichung

Losungen?
Ansatz W(r,t) = e/Fr+et)

= h2w? = A h2k? —Hn?)c4
E2 152

= E +4\/p*c + mdc*

D.h. freies Teilchen mit negativer Energie! (aus diesem Grund wurde von Schrodinger

die KG-Gleichung verworfen)
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= Interpretation von Feynman und Stiickelberg: Losungen mit neg. Energie sind Anti-
teilchen, die sich riickwérts in der Zeit bewegen

weiteres Problem: Teilchendichte der KG-Gleichung ist nicht positiv definit

= Interpretation von Pauli und Weisskopf: Teilchendichte — Ladungsdichte

D.h. relativisitsche QM sagt Ladungen und Antiteilchen voraus! KG Gleichung wird zur
Beschreibung von Teilchen mit Spin Null verwendet. Dirac hat sich an der Wurzel gestort

und eine Linearisierung versucht

E = \/p?c + mict L Q1Cpy + Qacpy + ascp, + Bmoc?

erfullt durch Matrizen

0 g;
o; =
g; 0
10 0 0
loga O 01 0 O
/8 pu— pu—
0 —1ouo 00 -1 0
00 0 -1
mit o; .. Pauli-Matrizen
(Beweis: Ubung)
mit der Ersetzung £ — ih% und p; — % % folgt
0 he 0 hc O hc 0
h—U = —_—— ——3—— 2L
"ot {O‘l o T gy g O }
Dirac-Gleichung

a; und 3 sind 4x4 Matrizen
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Interpretation: W, | Wy Teilchen mit positiver Energie mit Spin T
W3| W, Teilchen mit negativer Energie mit Spin 1| (Antiteilchen)
Bem.: Aus der Dirac-Gleichung folgt zwanglos g; = 2

9 Optische Uberginge

9.1 Zeitabhangige Stoérungstheorie

(nur falls nicht in Physik C behandelt)

sei H(t) = Hy+ Hy(t)

H, - zeitabhéngige Storung

Losung des ungestorten, stationdren Problems

Hy |n) = By n)

sei bekannt, es gelte
(nlm) = dum, Y In) (| =1
gesucht ist Losung des zeitabhéngigen Problst
ih ‘\i/(t)> — H(t) [ (D)
entwickeln |W(¢)) nach |n)

(1)) =) _enlt) In)
=Y ca(t)e 75 n)

e~ wEnt _ Zeitabhéngigkeit der Losung des stat. Problems
damit in SG

@'hz C'n(t)e*%Ent In) + ihz cn(t) (—%En) e*%Ent In)

= Z ca(t)e 75 Hy |n) + Z Co(t)e W (1) |n)
- SN——

En|n) "
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es verbleibt

S it (t)e F ) = 3 cae # Bl |n) | (m
ihépe P = Z <m|]:11(t)|n> e_%E"tcn(t)

n

mit Abkiirzung wy,, = Z22fe Ubergangsfrequenz, folgt Bewegungsgleichung fiir c,, (t):

ihen(t) =Y <m|ﬁ11 (t)|n>e—wmtcn(t)

System von (im allgemeinen unendlich vieler) DGL mit zeitabhéngigen Koeffizienten
Falls das System zur Zeit t; = 0 im Zustand |I) ist, ist |c,(¢)|* die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dak das System durch die Storung H, zur Zeit ¢ in den Zustand |n) iibergegangen
ist.

approximative Losung durch Integration

/ AT = e (t) = em(to) + z% Z/t AT Hypn ()70 (1) (%)

to

falls H; klein und 7 "kurz" gilt ¢, (t) ~ ¢, (to)

1 t .
= Cm(t) ~ C%) (t) = Cm(to) + ﬁi ; Cn(to)/to dTHlmn(T)e—anmT

Bem.: Die Koeffizienten hoherer Ordnung folgen systematisch durch Einsetzen von ¢}, (¢)

unter dem Integral (x)

9.2 Fermis Goldene Regel

Storen unser System durch zeitabhéngiges, monochromatisches Lichtfeld
E’(E, t)=a (Fei(ffi*—wt) + F*e—z‘(l%f—wt)>

d.h. Stérpotential V (t) = —ez E(z,t)
—_————

=H, (t)
einsetzen

~

Hl — _ejdezkxF efuut _efdefzkxF* ezwt
———

A A+
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|k||z] = 2%|z| .. Klein, falls |Z| << A, d.h fiir Atome in nicht zu kurzwelliger Strahlung
gilt:

~

A~ —exaF, A"~ —exaF*

damit

Hl,ml (7_) — Aml e—iwr + A;knlezw'r

7Fa<m\ei|l>

d.h. nach 1. Ordnung Stérungstheorie (9.1)
D (1) = ¢,(0) / dTZ Hip (T)e™“mm7 ¢, (0)

Seit Atom fiir tg = 0 (vor dem Einschalten des Feldes) in |I), d.h. ¢,(0) = d,4

dann ergibt sich fiir m # [

4= |

t

Aml e—i(wlm-‘rw)T :|t N |:A*l e — (W —w)T
0

ih —i(wim +w) ih —i(wim —w) |,

B Aml ei(wlm—w)t -1 N A* . 62 (Wim—w) _ 1
i (W — w) ih (—i)(wim — w)

jetzt speziell Absorption

Wy ~ w d.h. ndhrungsweise in Resonanz, E; ~ E,. + hw

EA\M?

Sadsll WE‘.E b

= 1. Summand dominiert wegen kleinem Nenner

Aml ei(wml—w)t -1
T ih i(w — w)

gilt
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= [efy) ()* = Piom(?)
| Ayy|? 4sin® mi=t
R (W — w)?
CAu? | sin? (W — w)5) t
h? . (Wt — w)2L 2

2

~

t—

218 (Wi —w)

T k—oo kx2

-2
<Bem.: i(z) = ! lim 20 kx)

d.h.
27t
Pm(t) = ’Amllz 72 S(Wmi — w)

Ubergangsrate wy,, = L P () .. Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit

"Fermis Goldene Regel"

Bem.:
e Energieerhaltung durch ¢ - Funktion

o Ubergangsrate o< [Ubergangsmatrixelement |?

9.3 Auswahlregeln
Ubergangsrate wy, o |Ayy|? mit
A, o< <m]e%]l> =: d,,;..Dipolmatrixelement

= nicht alle energetisch moglichen Uberginge zwischen Zusénden |m) und |I) finden

tatsédchlich statt bei opt. Anregung
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dmi # 0 — "erlaubter Ubergang"

dm =0 — Ubergang "symmetrieverboten"

Berechnung fiir d,,,; fiir Wasserstoffatom

dy., x
b | =€ <Rn'l'6im'“"PZ7“ y RnleiWle>
d:., z
sin ¥ cos ¢
x /TszRn/r/TRnl / / dcosﬁdgpei(m_m/)wﬂw/ﬂm sin ) sin ¢
cos )
I'—1=Al==+1
# 0 fiir

m' —m=Am=0,+1
— Auswahlregeln fiir opt. Ubergéinge im Zentralfeld

Bem.:

o Oft keine explizite Rechnung erforderlich, sondern Symmetrieiiberlegung ausrei-
chend:
falls U(—2z) = ¥(z) — WF mit pos. Paritét
falls U(—z) = —V¥(z) — WF mit neg. Paritéit
bei erlaubten Ubergéingen tritt immer Paritdtsinderung auf (Beweis: Ubung)
= konnen aus opt. Spektroskopie an Atomen nicht nur Informationen iiber ener-

getische Niveaus sondern auch iiber Symmetrien der WF gewinnnen!

e Auswahlregel Al =1 — | = +1
+ Drehimpulserhaltung erfordert, daf das Photon einen Eigendrehimpuls hat! Spin
ist parallel/antiparallel zur Ausbreitungsrichtung, enspricht rechts- bzw. linkspo-

larisiertem Licht
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e Bei der Ableitung der Ubergangsrate wurden Approximation gemacht, eigentlich
mufs das allgemeinere Matrixelement <m|e%ei%|l> berechnet werden
= auch wenn ein Ubergang dipolverboten ist, konnen (sehr schwach, oc 107%)

Ubergéinge héherer Ordnung erlaubt sein

10 Mehrelektronensysteme

10.1 Identische Teilchen

bisher H, bzw. H - dhnliche Atome betrachtet, dabei jeweils auf ein Elektron fokussiert,
das sogennante "Leuchtelektron"
typischerweise viele Elektronen

brauchen Vielteilchenwellenfunktion

’\I]> — ‘I’(Zfl, i’g, couy LfN)
(z; Koordinaten aller N-Teilchen)
SG:

9 P

iha\ll(:il,...,:i']v): —— +V(Zy,...,Zn) p U

Losung beliebig kompliziert, machen vereinfachend die Annahme "unabhéngiger Teil-
chen", d.h. die Elektronen "sehen" sich untereinander nicht, d.h. Coulombabstofsung

der Elektronen klein gegeniiber der Bindungsenergie im Zentralpotential

zunachst N = 7
machen Ansatz \Ij(fl,fo) = \Ifl(ij)\lfg(i'g)

HY = (H, + Hy) W, (7,)Wy(Ty)

- \IJ2 Hl\Ijl +‘Ifl HQ\DQ
—— ——

E10y B>V,
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= (Ey + E,)V

D.h. fiir N unabhéngige Teilchen gilt
U = U, W,... Uy ist eine spezielle Losung und die zugehorige Energie ist ' = va E;
Bsp.: Zwei Teilchen im Potentialtiopf

T2 h?

2ma?

E,=n’K mit K =

die Teilchen seien in ny =1 und ny = 3
= Fo=F + Ey = (TL% —I—n%)k

2
\11172 = \Ifl(l)qu(Q) = ECOS% )\1 T COS% )\2 )
1 3

Wy (1) - Teilchen 1 in Zustand 1

Untersuchen Zustand in dem Teilchen vertauscht sind

. 2
\1]271 = Pa_;\I/LQ = \111(2)\112(1) = a COS g)\ll‘g COS g)\gl‘l

P; - Operator, der die Positionen vertauscht

offensichtlich Ey; = E; 2 und

(10| Wa1) = (U [Wy) (Vs W) =0

0 0
d.h. die beiden Zustédnde sind orthogonal
P, 5... Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 in Zustand 1, Teilchen 2 in Zustand 2 zu finden

4 s T
P = \\1’1,2\2 == cos” (—)\13:1> cos? (—)\2;1:2>
a a a
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4 s T
Pyy = |Uy,]* = — cos® (—)\13:2> cos? (—/\le>
a a a

1. allg PLQ 7& P271 fir T 7& T !
Falls die Teilchen ununterscheidbar sind, wie z.B. Elektronen, ist dieses Ergebnis unphy-
sikalisch!

= Losung des Problems: Bilden neue Liko aus den orthogonalen WE ¥, o und Wy

Ws(1,2) = <=(W1a + Vo) = = (W1 ()Ea(2) + B1(2)Ta(1)

Wa(1,2) = %(‘1’1,2 —Wy1) = —=(V1(1)W2(2) — U1(2)Wy(1))

(Ubung: zeigen, dak (Ug|Wg)) =1; (W4]|¥,) =1, wenn die Einteilchenwellenfunktion

8- &l

WU, (j) normiert ist)
Offensichtlich
Ug(2,1) = PUg(1,2) = Ug(1,2)

WF symmetrisch bzgl. Teilchenaustausch
Ua(2,1) = Pa0A(1,2) = =D 4(1,2)
WF antisymmetrisch bzgl. Teilchenaustausch
= Py =D, fiir Ug/y

d.h. die neuen Liko tragen der Ununterscheidbarkeit von identischen Teilchen (z.B. Elek-
tronen) Rechnung

Fiir Vertauschungsoperator P, gilt

P pp =
damit P2W¥(1,2) = a*¥(1,2) = ¥(1,2)
dh. EWa=+1,dh.aeR = P, hermitescher Operator
weiter gilt []59—3, H ] = 0, Beweis:

~ ~

PyHU(1,2) = Py(Fy + E5)¥(1,2) = (B, + Ey) P3¥(1,2)

N——
w(2,1)
HYU(2,1)
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HP,U(1,2) = HU(2,1)

(Erinnerung Physik C 4.6.1)

% (wlAjr) = <xm% 7. 4] \\11> + <\P\%’f\@>

~ ~ ~

wegen [Pi H ] = 0 und aaf = 0 sind die EW a = +1 Erhaltungsgrofen des Systems,
d.h.

Der Symmetriecharakter eines Systems unter Vertauschen der Koordinaten

von zwei Teilchen ist eine Erhaltungsgrofie

Allgemein gilt:

Ein Vielteilchensystem ununterscheidbarer Teilchen ist in jedem Fall

entweder symmetrisch oder antisymmetrisch bei Teilchenaustausch und

behélt diese Eigenschaft bei.

Fiir 1 = x5 gilt

(Wg|* = 2|0y ()| Ws(z)
(WAl =0

(Beweis: Ubung)

D.h. bei einem antisymmetrischen System gibt es keine Wahrscheinlichkeit, identische
Teilchen bei den gleichen Koordinaten zu finden.

Bei einem symmetrischen System ist die Wahrscheinlichkeit gleicher Koordinaten dop-
pelt so grof wie bei unterscheidbaren Teilchen!

Symmetrieeigenschaften des Systems héngen von der Natur der Teilchen ab:

e Teilchen mit halbzahligem Spin haben antisymmetrische WF (Bsp.: Elektron, Pro-
ton,...)
— werden als Fermionen bezeichnet
— konnen gleiche Quantenzahlen (oben: gleiche Koordinaten ) nicht besetzen

= daraus resultiert z.B. der Schalenaufbau der Atome

e Teilchen mit ganzzahligem Spin haben symmetrische WF (Bsp.: Photonen, Pho-

nonen,...)
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— werden als Bosonen bezeichnet
— besetzen bevorzugt die gleichen Quantenzahlen (oben: die gleichen Koordina-

ten)

10.2 Fermionen

speziell Elektronen; e~ mit verschiedenen Spin-Orienteriungen sind prinzipiell unter-
scheidbar (z.B. durch Anlegen eines B-Feldes)

= Beziehen Spin-Koordinaten mit ein, d.h.
\I/1<1) = ‘I’l(fl, 81)

um System vollstéandig zu charakterisieren

~

P — Prs

~

Py W9 = pf,s[‘ljl(-’fl, 51)Wo(Z2, T2)]
= [V (T2, 52)Wa(T1,71)] = Vo,

Falls keine Wechselwirkung zwischen Orts- und Spinkoordinaten bestehen (d.h. unter
Vernachléssigung der Spin-Bahn-Kopplung) kénnen wir WF in Orts- und Spinanteil

faktorisieren:

Vo= ¥@) (o x4 +a_x)

[ J

Ortsfunktion X(s)..SpinE“unktion
Jetzt speziell 2 Elektronen

muf antisymmetrisch sein = 2 Moglichkeiten:
e symmetrisch im Ort, antisymmetrisch im Spin

e antisymmetrisch im Ort, symmetrisch im Spin

dabei
Xs(1,2) = C{x1(1)xs(2) + x1(2)x2(1)}
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xa(1,2) = C {xa(1)xs(2) — x1(2)x2(1)}

C - Normierung

damit

PA(1,2) = Y(1,2)x.(1,2)
Ui (1,2)xa(1,2)

Konnen Spinfunktion explizit angeben, da nur 2 Einstellmoglichkeiten vorhanden sind:

X1(1) — x4(1) Teilchen 1 hat Spin T

x1(1) — x—(1) Teilchen 1 hat Spin |

damit folgende Moglichkeiten

e T+ 1= Zha (Mx-(2) + x4 (2)x-(1)] =
1T+ T1= S (Mx-(2) + x=@)x-(1)] =
| W U= x-Ox-2) =x '
. ﬁ i i = b @ — 2] =8
mit der Notation
Xg* my .. z-Komponente des Gesamtspins; S = 57 + S;.. Gesamtspin

it XY, x! haben S = 1;m, = {-1,0,1}

= werden als "Triplett"-Zustdnde bezeichnet

X0 hat S = 0,m, = 0 = Singulett-Zustand

(Ubungsaufgabe: Beweisen, daf die Liko’s der x.(i) tatsichlich zu Triplett/Singulett-

Zusténden fiihren)

60



Skript Physik D Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt

UPB SS 08

graphische Interpretation

-

-

—% ] ?
\\/ [ /J_". A
& \< A Q/n ‘ £,
3 / Triplett,
\\/ \f’ T/ L5pin parallel
\
!||I
< 7 0 Il'
P4 == %
L T !
S

- ’
— _ﬂq’; -
S . K
m Gresarntspin Singulett,
\ verschwindet »Spin antiparallel®
e 2

Falls die Spins ein Triplett bilden, ist die Ortswellenfunktion symmetrisch

Bem.: Der Symmetriecharakter der Ortswellenfunktion hat oft grofsen Einflufs auf die

Energie des Zustands und bestimmt damit die Symmetrie der Spinorientierung

Verallgemeinerung fiir N Fermionen

chen

‘I’A<1’2>=%[%(1)%(2%%(2)%(1”: L | (1) ()

V2| W,(1) Wy(2)

Darstellung als Determinante mdoglich

bisher zwei Fermionen, WF ist antisymmetrisch gegeniiber einer Vertauschung der Teil-
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(Erklarung Wy(1): 1 — Teilchenkoordinante (1, s1); 2 — Quantenzustand (z.B. n, [, m, my))

Diese Darstellung kann auf N Fermionen verallgemeinert werden

Uy(1) .-+ Wy(N)
V41,2, N)zﬁ vt
Un(l) -+ Wy(N)

Die Vielteilchen WF ist dann in der Form einer "Skaler-Determinante" gegeben

Falls zwei Teilchen mit gleichen QZ
= 2 Spalten der Determinanten sind gleich

=WV, =0

Pauli-Prinzip: Zwei Fermionen des gleichen Systems konnen nicht

in allen ihren QZ iibereinstimmen

10.3 Das Heliumatom

Z =2, 2 Elektronen

Annahme: unabhéngige Teilchen; Energie des Grundzustands gegeben durch (vgl. 10.1)

1 1
E = E1 + EQ = (—13,66‘/)22 (—2 + —2> = —108786‘/ (n1 = TNo = 1)

ny Ny
(Bem.: fiir H-Atom E,, = —ls’anVZQ mit Z = Kernladung)
Exp.: Entfernung des 1. Elektrons kostet 24, 6eV'
Entfernung des 2. Elektrons kostet 54, 4eV
= Gesamtenergie des Grundzustands: 79, eV’
= Modell unabhéngiger Teilchen nicht geeignet zur quantitativen Beschreibung

Was haben wir vernachlassigt? Coulombabstofsung der e~

Berticksichtigung durch Stérungsrechnung - in 1. Ordnung gilt:

AE ~ (WO, 0®)
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Ansatz fir Grundzustands-WF:

O(1,2) = {W100(1) U100(2) + ‘11100(2)‘1’100(1)}\{K+(1)K7(2) - K*(2)K~(1)} {9

Normier.

Vv "~
symmetrisch im Ort antisymmetrisch im Spin  K§

3
mit Wigo(r) = = (%) Yew Z=2 (Wasserstoff-Grundzustand mit Z = 2)
AE = 34eV

= F = (—108,8 4+ 34)eV = —74,8eV ~ 79¢V  (Exp.)

Offensichtlich ist der Ansatz fiir Grundzustands-WF aus den WF unabhéngiger Teilchen

sinnvoll; Notation fiir Grundzustandskonfiguration:
(15)?=2 Elektronen im 1s-Zustand

angeregte Zustinde z.B. (1s)(2s)! oder (1s)*(2p)?, ...

im Grundzustand ist die Ortswellenfunktion notwendigerweise symmetrisch, das gilt
nicht fiir angeregte Konfiguration

= Spin in angeregten Konfigurationen kann parallel oder antiparallel sein

= 2 Termschemata

Parahelium Orthohelium
s=0 S=1
Singulett-System Triplett-System
A
o
'ids'.‘{z‘?]‘ 2 Poas
4 e \ A
2 j_ﬁ [ds:"{zw-" i
—_— - - o L _4.0ev 4 4
(’“) (is) 5 2N
daev L _ . _ ...-—'\—(-*—:N
(4s)" \Zs) i
A" Se
) T T [-easev
dreifach
aufgespalten durch
S-B-K
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Bei den symmetrischen Ortsraum-WF des Singulettsystems wirkt die Coloumbabstofsung
zwischen den beiden Elektronen starker = energetisch hoher als Triplettzustéinde

Energieaufspaltung durch Coulomb-WW relativ grofs
~ 0,8V 215,/2%9,

~0,25¢V  2'P/2°Py 1

wesentlich grofer als Feinstrukturaufspaltung durch S-B-Kopplung (< meV)

= Spins koppeln zunéchst unabhéngig vom Bahndrehimpuls zum Gesamtspin
S - 51 + 52

Der Gesamtspin S koppelt dann mit Gesamt-Bahndrehimpuls

zum Gesamtdrehimpuls

Wird als LS-Kopplung bezeichnet

Bem.: jetzt Unterscheidung wichtig: grofle Buchstaben S, L, J fiir Gesamtdrehimpuls,
kleine Buchstaben s, fiir einzelne elektr. Drehimpulse

Wirkung der LS-Kopplung

— S orientiert sich relativ zu L

= Feinstrukuraufspaltung

Erinnerung Notation (3.5)

—  Multiplizitat (3 beim Triplett)
L =pin 3=1 kann sich mit L=1

J zum Gesamtdrehimpuls =0, 1, 2
/ / '\ koppelt
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Bem.: Optische Ubergéinge zwischen Triplett - und Singulettzustinden sind nicht erlaubt.
= historisch glaubte man an die Existenz von 2 Sorten Helium mit unterschiedlichen
Spektren

= Bezeichnungen "Ortho"- und "Parahelium"

10.4 Das Schalenmodell der Elektronenhiille

Annahme: Elektronen sind annéhernd unabhéngige Teilchen in einem effektiven Poten-
tial (abgeschirmtes Kernpotential)

= WF der Elektronen sind wasserstoffahnlich, durch Quantenzahlen n, [, m;, my charak-
terisiert (I-Entartung aufgehoben durch Abschirmung, vgl. Abschnitt 2), besetzen die
Energieniveaus unter Beachtung des Pauli-Prinzips von energetisch tiefstem Zustand

startend:

Bahndrehimpuls s p d F g
#my— Werte  21+] 13 5 7 9
# ;- #ep (max Besetzung) & 10 14 18
Beispiele: Grundzusténde fiir leichte Atome
2 Ar
4 ( b
Z q S =4 L % AN

DY | ¢
'('L it - FAN
L " 4%;"—
14
JAN
\Y
A\ AS

¥
el St H-E &

4 |
Valenzelektron in 2s schwach 25-Eleltron kann leicht in 2p
gebunden (5.4eV) angeregt werden
= chem. aktiv -> metallisches Verhalten
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%S5
3 2
2p A
.f(__ ‘
Ty -i'_“' A— V

2g wird leicht in 2p angeregt

Ubergang C — C* erméglicht Hybridisierung der Kohlenstoffwellenfunktion = Voraus-

setzung fiir organische Chemie

: -

y

(f

A A

)
= : Ve
O |\ AD
Ein Elektron fehlt um abgeschlossene Schale, leicht abgpaltbares
2p-Schale zur schliefen  chem. selr inaldtiv Leuchteleltron
- starke Elektronenaffinitit -~ Edelgas

bei chem. Reaktionen

auffillig z.B. beim N: Elektronen im obersten nicht vollig besetzten Zustand haben die

Tendenz, sich parallel zu stellen

Hundsche Regel: Im Grundzustand koppeln die Elektronenspins so, dafs

immer der groktmogliche Wert des resultierenden Spins S = > s; entsteht

Ursache: Zustand mit parallelen Spins ist symmetrisch bzgl. des Austauschs der Spin-

koordinaten
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= Raumfunktion ist antisymmetrisch

= Coulombabstoftung der Elektronen wird minimiert

Bem.: Infolge der Aufhebung der l-Entartung (Abschnitt 2) wird die Reihenfolge des
Auffiillens der Schalen nicht nur von HQZ n abhéngig

Bsp.: Elektronenkonfiguration der Ubergangsmetalle wie z.B.

915C (Scandium) [Ar| 3d'4s?
29T (Titan) [Ar] 3d?4s?

93V (Vanadium) [Ar| 3d34s>
24Cr (Chrom) |Ar| 3d°4s!

D.h. in der Regel wird zunéchst (4s) gefiillt und dann (3d)
3d-Elektronen haben geringere Bindungsenergie, sind aber stirker am Kern lokalisiert

= flir chem. Reaktionen oft 4s-Elektronen verantwortlich

10.5 jj-Kopplung

Bisher LS-Kopplung fiir Drehimpuls diskutiert (Bsp. He, 10.3)

Coloumbabstoftung der Elektronen favorisiert antisymmetrische Ortswellenfunktion
= Spins der Einzelelektronen bevorzugen symmetrische Spin-Funktion

= Koppeln zum Gesamtspin S

S koppelt mit Gesamtbahndrehimpuls L

= L-S-Kopplung

D.h. Voraussetzung fiir LS-Kopplung:

AELS << AEC

(gilt fiir C und leichtere Elemente); AFEyg - Spin-Bahn-Kopplung; AE¢ - Coulombab-
stofsung
AFEps wichst mit Ordnungszahl Z
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= fiir schwere Atome (z.B. Pb) ist die Spin-Bahn-Kopplungsenergie grofer als die Cou-

lombabstofiung

= fiir Elektronen ist es energetisch giinstiger, jeweils 5, und [; zu j; zu koppeln

Gesamtdrehimpuls ergibt sich als Summe iiber elektr. j;
J_:Zji mit j; = 5; + I;

= Energieentartung bzgl j; und J aufgehoben

= neues Termschema

Bsp.: Konfiguration (np)!(nd)?

da N7
3/ I,
/
A 4
i Rl o o
o) bnd) =" %

TN
WELEY Lends

4/1

|

?/2

j - Entartung aufgehoben

Bem.:

"t

(|

~J h}Q;.rJ.,lér-IbJ.C‘

J-Entartung aufgehoben

1. Atome schwerer als C und leichter als Pb zeigen in der Regel weder reine LS- noch

jj-Kopplung sondern Zwischenformen, sogenannte intermediire Kopplungen

2. Hiillendrehimpuls J der Elektronen koppelt mit Kernspin I

= Gesamtdrehimpuls des Atoms

S]]
Il

~i

<
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Quantelung von F, I und J fiihrt zur "Hyperfeinstruktur" (Aufspaltung etwa 103

kleiner als Feinstruktur, besonders relevant fiir kernnahe s-Elektronen)

3. Hyperfeinstruktur im weiteren Sinne wird auch die Energieverschiebung der Hiil-

lenelektronen infolge elektr. Quadropolmomente des Kerns genannt

11 Die chemische Bindung

e Interpolare ionische Bindung (z.B. NaCl) scheinbar intuitiv versténdlich:
Coulombanziehung zwischen Na™ und Cl~

Problem: Warum geht ein Elektron von Na zu CI ?

e homoopolare, rein kovalente Bindung ohne QM vollig unverstéandlich! (z.B. Hy)

11.1 Das Wasserstoffmolekiilion H;

Annahme: Kerne sind fest, d.h. brauchen nur die Bewegung des Elektrons zu betrachten

a\ Eag

Wasserstoffkerne

falls R, >> ag .. Bohrscher Radius
Elektron ist in Wasserstoff-WF an Kern a oder b lokalisiert, d.h. in ¢, oder
wobei gilt:

h? e?
——A— a a = Ea ab\"'a
{ 5 47T€0ra/b} Pasb(Tasb) /oPab(Tasb)
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im Grundzustand gilt F, = E, = E°

wenn wir Kerne einander annahern, spiirt das Elektron beide Kerne, d.h.

h? e? e?

——A — — U =FEU
{ 2m 4megry 47T€07“b}

Néherungsansatz fir ¥ = Cip, + Coypp (wird nicht die exakte Losung sein, aufer fiir

Rab—>OO ')

damit in SG
h? e? e? B2 o2 o2
——A - — C1¢a ——A - — Coop = E(Cypa+C:
Toms dmegr, dmeon, [ * TomT dmegr, Amegr, [ 27 (Crpa+Cap)
mit [:[a/bgoa/b = EOQDQ/() fOlgt
0 2 0 2
L —F— C1¢a E— F— Copp =0 (x*
Y dmeors ta T dmegry 2 (*)

[ ai(rq)dr (speziell fiir H-Grundzustand: ¢ reell )
(Bem.: verkiirzte Schreibweise ,(r,) ist eine 1s-WF, die am Atom a zentriert ist und

r, ist der Abstand des Elektrons vom Atom, d.h. genauer wére

Pa(ra) — o(T) = Vio(T — Ta) )

T - Atomposition a

2 2
AE + — / ealra)enlra) o\ oy o, L g / Pa(ra)on(rs) T + — / Cealra)enlnn) ot g

4meory dmegry
TV N TV TV
C S D

C - Coulombintegral = Coulombanziehung zwischen e~ und Kern b
S - Uberlappintegral
D -Austauschintegral
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graphische Interpretation:

o Y -
5 i
({L.fp Vb

(AE + C)C, + (AES + D)Cy = 0

d.h.

analog resultiert aus [ d*7y(ry) angewendet auf (x)
(AES+D)C, + (AE+C)Cy =0

damit lineares GS fiir C', (s, nichttriviale Losung nur fiir veschwindende Determinante,
d.h.
(AE+C)* - (AES+ D)*=0

AE +C =+(AES+ D) (%)

falls (+> = 02 = —Cl = C
d.h. ¥ =c(p, —pp) = V_

dabei ist ¢ aus der Normierung zu bestimmen

zugehorige Energie folgt aus ()

AE(1-S)=D-C

D-C C-D

AE=F"—F = E=F
-5 "T1-s
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Keine Aufenthaltswalwscheinlichkeit
zwischen den Kernen!

antisymmetrische Wellenfunktion

falls (-) = Co=C,=C
in (xx) d.h.
U = c(pa + ¢p) = Uy

(symmetrische WF, ¢ kommt wiederum aus der Normierung)

Erhihte
Aufenthalswahr-

scheinlichkeit _,/—-'“-""_
zwischen den
Kemnen! r

o
o ?

Zugehorige Energie aus (k)

C+D
1+ S5

AE(148)=-D—C= E=FEy+

FE ist der elektronische Beitrag zur Bindungsenergie des Molekiils

. . o €
ionischer Beitrag — dmeo Ry

CxD
1+£S5

= Ebmd = + 62/47T€0Rab

S im allg. klein, im folgenden vernachléssigt
betrachten C' = C(Rg) — —ﬁ fur Ry >> ao
d.h. fiir grofere R, kompensieren sich C' und Kernabstoffung

2 2
C— _/—e [a(7)] dr fir Rgp — 0

4meory,
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potentielle Energie des H-Atom Elektrons endlich

2

e
fir R, 0
dmegRap oo b
o2
= C+ >0 fir 0< Ry < oo
dreg Ry

= Beitrige zur Bindung sind nur von D zu erwarten

D — C fir Rab_>0

d.h. endlich, kann Kernabstofsung nicht kompensieren

D —0 fir Ry — 00

kein Beitrag zur Bindung
Aber im Zwischenbereich kann D Bindung verursachen!

= Austauschintegral oder Austauschwechselwirkung entscheidend fiir chemische Bin-

dung!
B i ok P
Ll\-\ J E = Dty + b
A-S  Gxe Ry
» Energie des antisyinmetrisch oder auch lockernden Zustands
Kat
\ Energie des symmetrischen oder
bindenden Zustands
?
(¢©O e
B e

Bem.:
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1. quantitativ ist die diskutierte Losung schlecht:
Efheorie = 1.7eV < B = 2,6eV

Ursache: Wasserstoffwellenfunktion werden deformiert infolge der Bindung = An-

satz fiir ¥ nur approximativ

2. anschauliche Interpretation der Bindung: im bind. Zustand befindet sich zuséatzli-
che Ladung zwischen den Kernen, d.h. H;" wird durch Coulomb-WW zusammen-

gehalten:

T —

O(Ttne @

in antibindenden Zustand gegenseitiger Effekt:

3. Bindung kann auch iiber kinetische Energie des Elektrons verstanden werden:

HUR (A (Ap) > (g)

(Ui)(z — 2?0y ) > (V_|z — 2]*V_)

= Grokere kinetische Energie des W-Zustands
Wie kann man zu genaueren Wellenfunktionen kommen?

= Ritz’sches Variationsprinzip

Untersuchen das Funktional X
. <qf|Hy\p>
(W)
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machen Spektralzerlegung von H = 3", |n) (n| B,

damit
o 2o (Un) (n| V) E,
I =5 Tty (nfw)
v
_ Zn |Cn|2En > Zn |Cn|2E1 _ El

2 lCul? T 22 [Cal?

E niedrigster Energie EW
Gleichheitszeichen gilt fiir ¥ = « 1)

~—~
EV zum EW E;

Das heifit, es gilt das Ritz’sche Variationsprinzip

~(vAlY)
1= "

H[V] = FE, falls |U) = «|1) ..parallel zum GZ

> F1..Energie des Grundzustands

damit Algorithmus zur Bestimmung der Grundzustands-WF bzw. - Energie:

Konstruieren parameterabhéngige Testfunktion
) = |U(ay, ..., an)

berechnen Funktional

H[V] = H(ay,...,a,) =

suchen Minimum von H, d.h. fordern, daf
0F
Qai N

(GS von n Gleichungen fiir n Unbekannte)

= a; = |V) = |U,)

(wi)
(o)~
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d.h. approximativ der Grundzustand gefunden.
Qualitat der Losung héngt von der geschickten Wahl der Testfunktion ab
Bem.: konnen auch hohere Energie-EW und EV bestimmen
— minimieren H[¥] unter der NB, daf |¥) L |1), d.h. (¥|1) =0
(] - ZalCEx
20 |Cnl?

= Zn:2 |C”|2En > Zn:2 |On|2E2
Zn:Q |CTL|2 - ang |Cn|2

u.s.w., d.h. konnen sukzessive héhere EW und EV bestimmen

11.2 Das H;-Molekiil
11.2.1 Die Methode von Heitler-London

Problem: 2¢~ im Feld von 2 (festen) Kernen

@ >

<

®
L

Kok

damit
H=T+ Vi +To+ Vig + Vi1 + Via + Vi + Vi
—_—— ~—
Hl HQ
(keine kinetische Energie der Kerne berticksichtigt); dabei

“ h ~ qaqs
Tijp=——ANpp,Vog= ——
1/2 2m 1/2 P Amegrap

mit o, 5 =1,2,a,b
flir Ry — oo gilt

%17%27Vab7‘/12 — 0
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d.h. zwei unabhéngige Elektronen an zwei Kernen mit SG
ﬁ190a(771) = Eopa(T1)

ﬁz(ﬂb(fz) = Eopu(72)
= Wasserstoffproblem
Damit spezielle Losung der SG mit H=H 1+ ]:12

(1, 72) = walr1)ps(T2)
E = FEy+ E
1. Geniigt nicht dem Pauli Prinzip (vgl. 10.1)
2. Beriicksichtigt nicht den Spin

= bilden antisymmetrische Liko

4 Méglichkeiten (¥, ungerade, antisym. im Ort und U, gerade, sym. im Ort):

U (71, 51,72, 52) = [palT1)@6(T2) — @a(T2)0n(F1)] x4 (Dx+(2) (= x1)

(- J
~~

Wy

(71, 81,72, 82) = [Pa(T1)s(T2) — Pa(T2)ps(T1)] L[X+(1)X—(2) +x+@x-(1)  (=x))

S

(71, 81,72, 52) = [Pa(T1)pp(T2) — @alT2)en(T1)]  x-(1)x-(2) =xi"

Triplett paralleler Spins

U (71, 51,72, 82) = [0a(T1)p(72) :’; Pa(T2)(T1)] X+ (1)X-(2) = x+(2)xa(1)]

(- (-

~

Uy X8

X0 .. Singulett antisymmetrisch im Spin

Der Hamiltonoperator enthélt keinen spinabhéngigen Anteil (d.h. Spin-Bahn-Wechselwirkung
und Spin-Spin-Wechselwirkung vernachléssigt)

= Spinanteil der WF "kiirzt sich heraus"

= miissen im Folgenden nur noch Ortsfunktionen ¥, und ¥, betrachten

ndhern Energie nach dem Ritz’schen Variationsprinzip und berechnen

<\DU/9‘H|\I’U/9>

= (

<\IIU/9|\IJU/9>

~—
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Wualus) = [ [ 180 100n0) T @@a0]bL0ne) F @@

=2

Fiir H-Problem: ¢ reell, damit

_ / (1 [eaer+ [ eeep [aaay

[ J/ [ J/
-~ -~ -~ -~

1 1 1 1

¥/%m%mﬂ/@ﬂ%®ﬁ¢/%®mmﬂ/%®%®ﬂ

S S

=2(1F 5% mit S = Uberlappintegral

Jetzt Zahler von (%) auswerten, dabei treten vier analoge Ausdriicke auf:

I) //d1d2%(1)%(2) {ffl + Hy 4 Vi 4 Vg + Vi + Vlz} Pa(1)n(2)

mit Hy04(1) = Eopa(1), Haps(2) = Eopp(2)

d1d20,(120(2)? d 28y — — ¢ ¢ ¢
= 1 1 2 —
// #all)0(2) i 4megrp 47r607’a2 * 4dmeg Ry + 4dmegrio

1 — 29F (wegen Normierung)

2 — /dlg&a ( ) =C<0
4megr

Coulombanziehung zwischen e~1 im Zustand a mit Kern b

3—>/d2g0b (_471'607' 2) =C<0

Coulombanziehung zwischen e~2 im Zustand b mit Kern a
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62

4
- 4meq Ry

(wegen Normierung)

Coulombabstofung der beiden Kerne

2

5*//“@mm%@26 — By

471'607”12

Coulombabstofiung der beiden Elektronenwolken

damit folgt fiir (1):
2

dmeg Ry

E([) = 2E0 +2C + Eww —+

e? e? e? e?

11 d1d20, (1) op(1)0a(2)0s(2) 4 2Fy — -
( ):F// 14 ( )‘;Ob( )90 ( )Spb( ) \/"0 47'('607'{,1 47T60Ta2 4’/T€0Rab 47T60T12
oL T T T T

1 — F2E,5?

2= 7 [ o) [nem (- ) e

[

-~ -~

S D
D = Austauschintegral (vgl. 11.1)

3 — FSD (in Analogie zu 2)

€
4 2
-5 dmeg Ry
2
(&
) dld2¢,(1 1), (2 2
~% [ [aeamama@an
E:xrw

mit Fay = Austauschwechselwirkung
(dhnlich Coulombabstoffung der Elektronen, aber mit Austauschdichte)

damit folgt fiir (IT)

62

Egqn = F2ES* F2SD + Eaw ¥ 8°———
47TE()RAB
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die beiden anderen Terme nach Ausmultiplikation des Zéhlers von (x) ergeben aus Sym-
metriegriinden nochmals F(p und Ey

mit Normierung auf

<\IJU/Q|\Iju/9> =2(1F 5%

folgt fiir die Energie der (un)geraden WF,

e? 1
E,=2F 2C+FE,, —2DS - F
ot 4dmeg Rap + 1 - 52 20+ aw}
e? 1
E, =2E) + + {2C + Eyw +2DS + Eaw'}

dregRyy 1 — S?
falls £,y — 2Ey ; 0 mit £y = Energie einzelner H-Atome

fithrt die Annéherung der H-Atome zu einer Verringerung/Erhéhung der Gesamtenergie.

Die numerische Rechnung mit der Wasserstoffwellenfunktion ergibt etwa folgendes Bild:

Bl
E " "antibindender" oder "lockernder™
Zustand
N
31 ()
\ et ——i————————"p
T L
A 2 3 iy / /?
Eh aly |
3 i
8. St
3, "bindender Zustand"

Das so berechnete Ergebnis ergibt eine Bindungsenergie von F, = 3.14 eV, im Vergl.
zum exp. Wert von 4.75 eV. D.h. der Asatz von Heitler-Lonon erlaubt ein qualitatives

Verstéandnis, aber nicht die quantitative Berechnung von chemischen Bindungen.

80



Skript Physik D Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB SS 08

11.2.2 LCAQO und andere Methoden

bei Heitler-London als energetisch gilinstigster Zustand gefunden:

Upr = C{ea(1)@s(2) + @a(2)ps(1)}

C - kommt aus der Normierung

Dabei ist entweder e~ 1 bei a und e~ 2 bei b oder umgekehrt. Dies entspricht einer rein
kovalenten Bindung.

qm. gibt es aber auch eine Wahrscheinlichkeit, dafs beide Elektronen bei a oder b sitzen

(¢a(1)0a(2) oder py(1)pp(2))

— sogennante "ionische" Zustédnde

\Ilion = Cl {Spa(1>90a(2> + @b(l)(pb(2>}

die "wahre" WF sollte sich durch eine "Beimischung" des "ionischen" Beitrags darstellen
lassen

v — \IJHL + C\Ijion

c...Parameter, z.B. durch Ritz’sches Variationsprinzip zu bestimmen

Diese Methode, den Ansatz von Heitler-London zu verbessern, wird als kovalent-ionische
Resonanz bezeichnet.

In der Quantencemie sehr populér ist der Ansatz von Hund-Mulliken-Bloch, auch als
Linearkombination von atomaren Wellenfunktionen (linear comb. of atomic orbitals,
LCAO) bekannt:

starten von WF des H, -Tons

Uy (7) = C pa(T) + @u(T)]

besetzen diesen Zustand mit 2 Elektronen so, dafs die Ortswellenfunktion symmetrisch
ist:
W (71, 51302, 52) = Wy(F1) W(T2) {x+(1)x-(2) — x+(2)x-(1)}

damit gib es drei Ansétze fiir das Hy-Molekiil:
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e Heitler-London

Yy = ¢a(1)@n(2) + @a(2)pn(1)
e Heitler-London + ionische Resonanz
Uy = a(D)en(2) + a(2)p6(1) + ¢ [pa(1)0a(2) + u(1)(2)]
e Hund-Mulliken-Bloch

Uy = [@a(1) + @p(1)] [9a(2) + 05(2)]

Koénnen diese drei Ansétze als Spezialfille einer Wellenfunktion darstellen

gehen zu neuen Orbitalen iiber

Pa — Pa + dipp

0y — @y + dpq

('ﬁ;ﬁ J(Eh

daraus neue WF
Uy = [pa(1) + do(1)] [6(2) + dipa(2)] + [0a(2) + dion(2)] [p(1) + dpa(1)] ()

= (14 d*) [pa(1)@5(2) + ¢a(2)0s(1)] + 2d [pa(1)9a(2) + @s(1)¢s(2)]
= eV + 2u @] + s [ Da(2) + 1]

C - Normierung

d=0— HL
d=1— HMB
0<d<1— HL + ion. Resonanz (c:%)
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Bem.:
1. HL + ion. Resonanz offensichtlich beste Methode von diesen drei (freier Parameter)

2. der Ansatz (x) laft sich weiter verbessern durch Hinzunahme zusétzlicher Orbitale,

z.B. angeregter Zustinde
3. Diskussion der energetischen Verhéltnisse oft mittels eines sog. "MO-Schemas"

Bindungskurve aus 11.2.1

‘F Energien der unendlich weit
A 4\ / entfernten Atome

>

RaL

Schnitt durch Gleichgewichtsabstand,
Energieaufspaltumg durch WW der
Onbitale

\ Molekiilorbitale
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Bem.: MO-Schemata kénnen zur Bindungsklassifizierung benutzt werden:

B 4 =
L S - 4 g <
Kovalo L Bincdsn I v v

‘E-ul(LOﬂ.h..ﬂ""V . ey
‘L!l‘-{]“w" WD(JH B vﬂ"‘ ’

e = §3
= A ol AR NV ¢
. - i p—s ;
v > 09 {¢

Domor - Alesenlov-Tumebory 6 [orL 0§ G0 ders

12 Die Hybridisierung (des Kohlenstoffs)

Grundzustandskonfiguration von C'
(1s)%(25)%(2p)*  (vgl. 10.4)

d.h. zwei Elektronen in 2p-Schale, 2s-Schale gefiillt = erwarten Bildung von zum Beispiel
CH,
beobachten C'Hy - was passiert?

geringe Anregungsenergie um
O+ (1s)%(2s)' (2p)°

zu erzeugen, jetzt 4 Elektronen als Valenzelektronen

28, 2pz, 2py, 2p.

energetisch fast entartet

durch ein duferes elektrisches Feld (Starkeffekt) infolge von weiteren Atomen in der
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Néhe konnen aus diesen vier Zustdnden neue, symmetrieangepafste Linearkombinationen

gebildet werden (vgl. Physik C 8.14).

91 = 2 (1) + p) + 1) + Ip-))
02) = 2 (1s) + Ipa) = [py) — [p:))
) = 3 (1s) ~ Ipe) + 1) — Ip-)
02) = 3 (1)~ Ipe) — Iny) + )

Diese |¥) bilden sogenannte sp3-Hybridorbitale, Bindungswinkel 109*

durch bindende Kombinationen dieser sp3-Orbitale mit vier Waserstoff s-Orbitalen kommt
es zur Bildung von CH,
weiteres Beispiel: CoHg (Ethan)

Charakter dieser Bindung?
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betrachten MO-Schema

D e - % B
= /! 2 | o=
R A : (‘/3"‘ -./\ it
= TR -

& e m ) SHD? .

&
b
"]

{/‘QLV:JOVL'.L&& >
6~ Budun
]

Cl[)\\f\aoy-{, O\r L-c u

Bem.: ¢ - Bindungen haben grofste Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elektronen lings
der Kernverbindungslinie, hier Folge der Orientierung der beiden C sp?® - Hybridorbitale
aufeinander zu.

o - Bindungen sind (ndherungsweise) rotationssymmetrisch

Ebenfalls moglich ist die Bindung von sp*-Hybridorbitalen:

1 2
W) = 7 |s) + 7 12

1 1 1
|Wy) = 7 |s) — 7 Pa) + 7 py)
I T
’3>_\/§|S>_\/6|px>_\/§|py>

diese 3 Orbitale liegen planar in einer Ebene, | zu €,; |p,) ist in die Hybridisierung nicht

einbezogen, kann separat binden
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H¢A :__, ¥
[/: i
A2 °
Beispiel: CoH, (Ethen)
I H
N /
A
/ X
4 H

Charakter dieser Bindung?
MO-Schema

P P2 ot T P i3
E'—f‘_’—’_,}\_t_‘_“-ﬁ—fa
= = . :

3 ‘ Ju .
; S’Fz . SPI

zusitzlich zur o - Bindung (bindende Kombinationen der sp? - Hybridorbitale) wird eine

7 - Bindung durch die unhybridisierten p,-Orbitale gebildet:

Bem.: Aufenthaltswahrscheinlichkeit von e~ in 7-Bindung verschwindet in der Molekii-
lebene

Auch moglich: sp-Hybridisierung
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2
f/\ /\\

—_

JL
O+ 8- &)
Ws) = f{|> Ip=)}
O =oF (0

Ipy) , |p) sind in Hybridisierung nicht mit einbezogen, kénnen seperat binden

Beispiel: CyHs (Ethin)

H-C=C-H
Charakter der Bindung? MO-Schema:

|py) und |p,) bilden 27-Bindungen
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Gz’#
.—-—'w
P Pl o7 B e Ky o
;—-—::-;—ff P ‘,'“j?ﬁ:-'=
\I p% ,r._‘%‘___uh 3 )
- L} L ‘- ..
A . ﬁ'.
SP\ S‘D r
$ ;- G

Bem.: Hybridisierung nicht nur beim Kohlenstoff, sondern bei vielen Atomen. Aufgrund
der groferen Energieunterschiede zwischen den s- und p- Valenzorbitalen bei schweren
Atomen ist dort die Hybridisierung nicht so ausgepriagt. Auch d-Orbitale konnen in die

Hybridisierung einbezogen sein.

13 Molekiilspektroskopie

In Atomphysik viele Informationen iiber Atomaufbau aus optischer Spektroskopie der
elektronischen Zustande
Bei Molekiilen zusétzliche Freiheitsgrade,

- Rotation
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- Schwingungen
= Gesamtenergie eines angeregten Molekiils

E = Eel + Evib + Erot

Anregungsenergie
hw = AE@Z + AEvib + AErot
—— ~—— ——
<VISUV IR xFIR

— Rotationsniveaus

typischerweise AE, >> AFE,;, >> AE,

\ Schwingungsniveaus

migliche
Ubergiinge
! = elektr. Niveau
[ =

13.1 Rotationsspektren (semiklassisch)

Zweiatomige Molekiile, modelliert als starrer Rotator

Schwerpunkt
(‘/
—

mit Tragheitsmoment ©

1
E?“Ot = 5 @WQ
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0= mlRf + ng% = ,uR2

mims .
————=  reduzierte Masse

my + My
Drehimpuls L = |L| = Ow
L2
= Lot = —
‘20

qm. ist der Drehimpuls gequantelt, es gilt:

L] = h/J(J + 1)

2
= FEot = %J (J+1) mit J als Quantenzahl der Rotation
Ubergangsenergie
hw = E;Io—it_l - E;Iot

h2

= %(J+1)(J+2—J)
h2

= 5(‘] +1)

Bem.:

e nur polare Molekiile (d.h. mit permanentem Dipolmoment) kénnen optisch zum

Rotieren angeregt werden

e Auswahlregel: AJ = +1, d.h. Drehimpuls des Molekiils muf sich um A &ndern

(wegen Drehimpulserhaltung und Spin des Photons)

Problem: Molekiile sind keine starren Rotatoren!
Rotation = Zentrifugaldehnung Ry — R = Ry + AR wird durch Bindungskraft des

Molekiils kompensiert, in lin. Ndherung gilt

pRw? = k(R — Ry) (%)

linke Seite der Gleichung: Zentrifugalkraft
rechte Seite der Gleichung: Riickstellkraft:
Ry .. Gleichgewichtsabstand in Ruhe
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R .. Abstand bei Rotation
= Zur Gesamtenergie tritt neben der Rotationsenergie noch die Deformationsenergie

des Molekiils auf:

L2 1
E _ = - _ 2
rot 20 + 2]{3(R RO)

L? 1
A
H'lj_/ ——

s. unten (IuRw2>2 e
2k
1
:mw
mit L = Ow und © = pR?
pRw? L? L?
= R—-Ry= = ~
() T Tk T kR " kuR?
L2
R~Ry|1
0 + TR
1 1
:> —_

Taylor: ﬁ ~1—-2x fir r<<1

L? L? 212
= —x — (1 — ——
2uR?  2uR? kuRj
L? L*
T 2uR? ku?RS

damit

L? 1 L*
2uR? 2 kpRS
mit der Ersetzung L? — R*J(J + 1)

Erot ~

(+O(L?))

h? ht J*(J 4 1)
Ero ~ 1) — ——F—5—
' 2uR3 J(T+1) 2 kupR§

d.h. insbesondere die héheren Rotationsniveaus werden abgesenkt:
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’ 3
e 2 =
—_— 4 - ——
stairer Rotator reales Molekiil

Bem.:
e mehratomige Molekiile = brauchen Hauptachsentragheitsmomente

e keine Rotation um Molekiilachse fiir zweiatomige Molekiile wegen

R2J(J +1) e—o

Ero =
' 20

(Zahler endlich wegen QM)

13.2 Rotations-Schwingungs-Spektren (semiklassisch)

zweiatomige Molekiile

typischer Potentialverlauf (vgl. Hs in 11)

kann win den Gleichgewichtsabstand
{ 2 Ro gut durch Parabel geniihert werden
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k
2
= Potential des harmonischen Oszillators, Losung aus Physik C (Abschnitt 5) bekannt

V =2(R— Ry)?

1
Em-b:ﬁw(l/§> v=20,1,2

k mym
W= \/j mit p = — 12 _reduzierte Masse
1

= dquidistante Schwingungsniveaus
Ubergénge konnen optisch angeregt werden, wenn mit der Schwingung ein elektrisches
Dipolmoment verbunden ist, das sich beim Ubergang #ndert.

Eine genauere Beschreibung des Potentialsverlaufs ist durch das Morsepotential moglich:
V=Dl — e B0

D ... Bindungsenergie (molekiilspezifisch)
a = /4w (molekiilspezifisch)

anaytische Losung moglich, liefert Energien:

1 1
Eyip = hw (V + 5) — xhw(v + 5)2

(mit x = 2 . Anharmonizititskonstante)

e ()

vgl. mit harmoischem Oszillator E,; = hw (V + %) zeigt, dak die Schwingungsfrequenz

beim anharmonischen Oszillator mit wachsendem v abnimmt

adiafeed)

Bem.:

1. unsymmetrische Potentialkurve
= Erwartungswert fiir R wichst mit der Anregung v

= Wirmeausdehnung (auferdem wichst das Trégheitsmoment O)
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2. Bindungsenergie D < Dissoziationsenergie D’

Ursache: Nullpunktsenergie

1
D—D = -hw mitw = E
2 %

= Molekiile aus verschiedenen Isotropen haben gleiche Bindungs- aber unter-

schiedliche Dissoziationsenergien
(Bsp: D'(*Hy) — D'(*Hy) = —0,08¢V)

melkbarer Effekt!
"Beweis" fiir QM!

3. Uberginge zwischen Schwingungsniveaus v und v/ ohne Anderung der Rotations-
quantenzahl kommen praktisch nicht vor.
Ursache: Schwingung &dndert Molekiilbindungslange = Variation von © = Dre-
himpulserhaltung erfordert Anderung von w
= Kopplung von Rotation und Schwingungen, keine einfache Superposition

E, ;= hw (u + %) {1 —X (1/ + %)} +CW)J(J+1) = D) J*(J + 1)

C und D sind schwingungszahlabhéngige Vorfaktoren infolge der Schwingungsdeh-
nung des Molekiils
O +1)) > (O(v)) > 6y
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4. verschiedene elektronische Konfigurationen geben Anlafs zu verschiedenen Poten-

tialkurven fiir das oszillierende Molekiil:

i\

I

\ elekr.
Anregungszustand

elektr. Grundzustand

ey
S

Schwingungsbiinder, bestehend aus
mehreren Rotationsniveaus

= Molekiilspektren beliebig komplex, viele Informationen
Ubergangsenergien — Kraftkonst. K

— Anharmonizitidt — Analyse der chemischen Bindung

5. mehratomige Molekiile
— Normalschwingungen aufer reinen Streckschwingungen
N Massenpunkte = 3N Freiheitsgrade,
- 3 Freiheitsgrade der Rotation (2 fiir lineare Mol.)
-3 Freiheitsgrade der Translation

3N — 6 Normalschwingung (3N — 5 fiir lineares Molekiil)

Bsp.: H50
3N —6=3
=~

9
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A\ 1\
O 0 &
7% e A
1] H H H ) H
7 N/ N W - N
N y 8 3
Wz (3 wmeV A0 weV Lbb W\(\/
13.3 QM von Rotationen und Schwingungen
einfachstes Modell H, - Molekiilion
]{l:Tez+T1+T2+‘7e1+Ve2+V12
U = U(7, Ry, Ry)
& w
[
s
® ®
M, M,
-E =
A |
SG
K2 K2 K2 e2 e2 e2 _
—— A Ay — Ay — —— — — —— YU (7, Ry, R
{ 2m 2M1 ! 2M2 2 47T€0’F — R1’ 47'(60’77 — R2| * 47T€0’R1 - RQ‘} (T’ b 2>
= BV (7, Ry, Ry)
My, My >>m

= Kerne bewegen sich langsam im Vgl. zum Elektron

= vernachldssigen Kernbewegung zunéchst vollig und 16sen elektronisches Problem fiir
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feste Kerne

machen Ansatz ¥ (77, Rl, Rz) =X (Rl, RQ) 2 (7:, Rl, RQ)

x WF der Kernbewegung und ¢ — WF des Elektrons
{Rl, RQ} sind in letzter keine qm. Observablen, sondern lediglich Parameter. D.h. ¢ ist
eine Einteilchenwellenfunktion fir eine bestimmte Geometrie {]?1, RQ}
mit Ansatz in SG nach Produktregel fiir y:

_ h? e? e?
Ry, R ——A — —— — —
x (i, 1) { 2m Ameo|T — Ry|  4Ameo|F — Ryl

-~

Ee(R1,R2)p(F,R1,Ro)

}W, Ry Ra)+.

(Das Problem im Prinzip bereits in 11.1 gelost; Elektron im Feld von zwei Kernen,

elektrische Energie E, abhéngig von {Rl, RQ} )

B2 K2 e2 _
+..p {_QMlAI - Q—MQAQ + Treol By — T } X(R1, R2) + ..
2 2 h2
_M(Vl‘;p)le - E(sz)vzso =90 XA1p + ..
h2
—2M2><A290 = Exe

betrachten letzte 4 Ausdriicke genauer

Erinnerung Ansatz fiir H; -Ion in 11.1
p(7) = C1@(7 — Ry) + Cop(7 — Ry)

= Ap=A1p =N
:>A1 A m<<A
Ml@—mﬁle m(p

(wegen m << M)

analog fiir Vi, d.h. konnen letzte 4 Ausdriicke in der SG wegen der groften Masseunter-

schiede vernachléssigen! (sogenannte Born-Oppenheimer-Approximation

damit vereinfacht SG zu
hZ h2 62
— A — Ag+ —o———
{ 2M1 ! 2M2 2 47T60|R1 — R2|

+ Ee(Ry, Rz)} X = Ex
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d.h. eine SG, die sich allein auf die Kernposistionen bezieht

Einfluk der Elektronen jetzt ausschlieflich in E,(Ry, Ry) = E(R; — R,) (Verschiebung
des Koordinatensystems &dndert nichts an der Losung) enthalten

E.(R; — Ry) ist Potentialenergiefliiche, auf der sich letztlich die Dynamik der Kreisbe-
wegung abspielt.

Koordinatentransformation zu

MRy + My R,
M,y + M,

Schwerpunktkoordinate R, =

und Relativkoordinate R = R; — Ry

My Mo
M1+Ma

Schwerpunktmasse M = M; + M5 und reduzierte Masse u =
damit SG fiir neue Wellenfunktion Y (R, R)

K2 K2 ¢? _
P A A — &
2 T 2 T dnd R — By

v(R)

Ansatz fiir y

X(Rs, R) = xR
(Translation des Schwerpunkts mit Relativbewegung)

damit

[ . <
— —A v = FEv
{2M " r+v<R>}x<R> N

Der erste Summand ist konstant, verschiebt EnergieeEW F — E = E — %

{—%Ar i v<R>} J(R) = BX(R)

V(R) = V(R) kugelsymmetrisch, Zentralfeldproblem, Losung zweckmiiRig in Kugelko-

ordinaten
X(R) = f(R)F(9, )

A, in Kugekoordinaten (Physik C, 6.3)

(o () + o e vim =

2uR2OR\" OR) ' 2uR?
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A

L .. Drehimpulsoperator; es ist bekannt, dafs
L*Fya = hJ(J + 1) Fy

L.Fyy = EMFEy

mit Drehimpuls QZ J =0,1,2, ...

—J<M<ZJ

damit SG . , ,

Zum Zweiten Summanden: numerische Rechnung zeigt, dafs fir typische V(R) dieser
Term vernachlassigt werden kann

V(R) kann in der Ndhe des GG-Bindungsabstands Ry durch eine Parabel approximiert

werden

V(R) =~ V(Ry) + %kz(R — Ry)?

damit SG

{ oot RJ(J+1)

1 9 B
—ﬂaRz + 2R +V(Ro)+§l€(R—Ro) }f—Ef

Sei zunachst J =0

h? 9? 1
2 4 Zk(R= Rn)? R)=(E-V(R R
{5 s + 5~ Rl b 8 = (B V(Ra) ()
E
damit Schrodingergleichung des harmonischen Oszillators erhalten! (verschoben um Ry)

Losung bekannt (Physik C, 5)

- 1
:>E,,:V(R0)+<I/+§>hw

Amplitude der Schwingung fiir typische Potentialverkdaufe klein, d.h.

R%RO

R2J(J+1) . R2J(J+1)

=~ = const.
2uR? 2uR2

damit
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_ 1 K2J(J + 1)
By, = 2w YT
= Ly g V<R0)+ <I/ + 2> + QMRg

damit semiklass. Ergebnis aus 13.1 und 13.2 bestétigt!

13.4 Franck-Condon-Prinzip

In 13.3 SG fiir Kerne fiir eine spezielle Elektronenkonfiguration aufgestellt

E.(R1, Ry) als Losung der elektrischen SG

|

V(R)

l

spezifische Schwingungsfrequenzen

Es gibt viele Elektronenkonfigurationen, auch fiir bindende Zustdnde. = jede dieser
Potentialkurven gibt Anlaf zu spezifischen Schwingungsverhalten

betrachten Oy-Molekill O = O

Fiir die Besetzung des 2p7* - Zustands gibt es mehrere Moglichkeiten
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A=0 S=0 'S+

— E

M T ] A=2 S=0 A
A 4 3 +
A=0 &=1 ¥

Do

Bahndrehimpuls- Spin
Komponente

Projiziert auf
Kernverschiebungslinie

Bem.: Notation fiir Elektronenzustande von Molekiilen

symimetr. bez. Spiegelung an Ebene
durch KVL

2S5+ Ai
p Bahndrehimpuls { A=1->7

/ A=23A
Multiplizitat \

Pantit «/ g der
Wellenfunktion

.\IO—)E

entsprechen mehreren Potentialflichen, auf denen die Kerne schwingen kénnen, Bsp. 0y

t

dzf
?

>
K

fiir jeden dieser Potentialflichen existieren diskrete Schwingungsniveaus (die ihrerseits

eigentlich noch Rotationsniveaus aufweisen, zunéchst vernachléssigt)

Welche Anregungen sind optisch erlaubt (bzw. haben hohe Intensitét)?
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E

gt

/ Oszillatoren

Wellenfunktionen der harmonischen

e
R

Erinnerung: "Fermis goldene Regel" (9.2)

Ubergangsrate o< Dipolmatrixelement D,

Dga o« jl}rg (‘?1R}(7 l‘IJ(;:(‘?"’‘[la:}(hﬂdrR

‘ \ Auggangszustand
Alle Eleltronen-

koordinanten
(AN Alle molekularer
Endzustand nach e Kernkoordinaten Dipoloperator
Anregung {R, } d= s N ezi_zzﬁl :
=d, +d,

in Born-Oppenheimer-Naherung Produktansatz fiir

U(r,R) = x(R) ¢(r,R)
S~ SN——
KernWF elektr. WF

:>Dea X //SOBXZ d +dk Sanad/rdR

[x { / so:ciesoadr] YodR (1)
+ / Xodx { / wi%dr] XadR (2)
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Fall a) Ubergéinge im gleichen elektronischen Zustand, ¢, = ¢,
= (1) =0 aus Symmetriegriinden

@) = [ Nidadr
(Normierung der elektrischen WF)

D.h. Auswertung von
/ X:JkXOdR
liefert die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir reine Schwingungs-Rotationsiiberginge

Fall b) Ubergiéinge zwischen verschiedenen elektrischen Zustinden, . # @,

= (2) =0 wegen Orthogonalitét

l%m/k%/%%%wwa

Amplitude der Kernschwingungen AR << ay.. typische Ausdehnung von elektr. WF

miissen (1) auswerten

= ¢(r, R) = ¢(r, Ro)

mit Ry = Gleichgewichtsposition

= nach Mittelwertsatz der Integralrechnung

D,, /@Z(r, Ry)do0q(r, Ro)dr-/X:(R)Xa(R)dR

N /N J/

NV NV
elektr. Auswahlregeln Franck-Condon-Integral

Franck-Condon-Prinzip

Elektroneniibergédnge erfolgen unter Erhaltung des Kernabstands R, d.h. 1 im
E-R-Diagramm (v, >> v;) und mit grofter Wahrscheinlichkeit zwischen den

Bereichen der Schwingungsfunktion, in denen die Amplitude der Funktion (=

Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Kerne) am groften ist.

= Ubergangswahrscheinlichkeiten von relativen Positionen der Potentialminima abén-

gig:
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gleiche Position der Minina Kernabstand variiert

>
E
I
]’ C),\‘,U O—'}\Y’-
\JOJO—&Z O—W'(‘ \O’WVV\
ol _J_Ll -
= E

Zu den unteren Abbildungen: Jeder dieser Peaks besteht aus einer Vielzahl von Rotati-

onsniveaus, die aufgelost werden konnen (Jod-Molekiil hat > 20 000 Linien!)

il

E

14 Prototypische Molekiile

14.1 BeH,

Elektronenkonfiguration Beryllium 1522s?

2p - Orbitale unbesetzt, energetisch dicht bei 2s

1s - Orbital Kern- lokalisiert, trégt nicht zur Bindung bei
bilden Linearkombination der AO (fiir lineares Molekiil)
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} \
(1) g?_pz ®)

® 25

U, = 01901 (Hls) -+ Cg@g(BGQS) + 03903(H1$)

Symmetrie C; = C3 nomiert auf 1, in Kurzschreibweise:

V) =51+ X185+ S92
H B, H

R

Orbital mit ¢ - Symmetrie, keine Knotenebene
\IIZ =851+ )\2px — Sz

o - Symmetrie, 1 Knotenebene
k T &
A B

\113281—>\33+SZ

o - Symmetrie, 2 Knotenebenen, antibindendes Orbital (Energie der LiKo grofer als der

atomaren Zustinde)

©:0: 0
NWlpe !l H
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\I’4 = -5+ /\4px + s,
o - Symmetrie, 3 Knotenebenen, antibindend
o2 ®
h Re H
Py/- tragen nicht zur Bindung bei, da orthogonal auf s,/

/ pyy=(F)s12(F)d*F =0

numerische Rechnung — MO-Schema, verteilen 4 Valenzelektronen energetisch aufstei-

gend = 2 besetzte, bindende Zusténde

ey
PR,
p = 'j-f‘::—r_:_"‘__ Pois
oy ==
L i
v 4 :
- \ . /{S
. & o :
._./lP_L V Il
I i
Iv{
Be M H.H

14.2 H,O

Elektronenkonfiguration O 1s22s%sp?

Annahme: lineares Molekiil, bilden Liko der Valenzelektronen
Uy =51+ AMs+ s

o - Bindung — oy
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e

N O H

Wy =51+ Aaps — S

o - Bindung — oy
@ o @
M o H

alle anderen Liko sind nichtbindend

Vs = p,/, — m,. — Orbitale

oder antibindend

\Ij4 =51 _)\4px — Sz

® 6@ e

= & Elektronen fiir 2 bindende Zustande

jetzt Ausnahme: V-formiges Molekiil, bilden Liko

o Uy =51+ A\is+ s

hat volle Molekiilsymmetrie (Rotation um 180°, Spiegelung an zx- und zy-Ebene)

U, wird nach der Symmetrie 2a;-Orbital genannt (Notation na; mit n Laufindex,

das la;-Orbital wird mit Ols-Elektron gebildet), ist offensichtlich bindend
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o Uy =51 4+ \apy — 52

© o
&)
O

antisymmetrisch bei Rotation um 180°, antisymmetrisch bei Spiegelung an zy-

Ebene, symmetrisch bei Spiegelung an zx-Ebene = 1b,, bindend

i \Ij3281+)‘pz+82

volle Molekiilsymmetrie; 3a; - Orbital, bindend

e VU, =p, — 7 — Orbitale

l~.l G%.H

antisymmetrisch bei Rotation um 180°, symmetrisch bei Spiegelgung an zy-Ebene,
antisymmetrisch bei Spiegelung an zx-Ebene = 1b;, nichtbindend

= 8¢~ fiir drei bindende Zusténde

= V-formiges Wasser konnte stabiler sein als lineares

Die tatsédchliche Geometrie kann man aus einem sogenannen Walsh-Diagramm

ablesen

Berechnen (numerisch) die Energie der MO in Abhéngigkeit vom H-O-H-Winkel

: ; A0G®
N | 4 M i L
ol Sy, %ﬁ
Vv
0.
o A,
Yo, ® ® D &

n
Y
L9, Bps
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Tatséchlicher Bindungswinkel liegt dort, wo die Summe der Energien aller besetzten MO

minimal wird, d.h. fir H,O bei 105°

14.3 NH;

Elektronenkonfiguration N: (15)%(2s)*(2p.)(2p,)(2p.)
= 3 ungepaarte Elektronen in p-Orbitalen erméglichen 3 Bindungen mit H 1s-Orbitalen
bei reinen p-Orbitalen wére Bindungswinkel 90°, exp. beobachtet 107,3°

Ursache: teilweise Hybridisierung, 2s-Zustand mischt mit ein

Ui = awas + b(Epap, T 0op, £ p2p.) aF#b

damit pyramidale Geometrie

A3 A

=8, Schwingungs-

niveaus

2 Minima der Energiekurve

=> N kann oberhalb und unterhalb der H-Ebene schwingen

Halbklassisch schwingt N eine mittlere Zeit T oben bzw. unten und tunnelt dann nach
unten/oben.

qm. ergibt sich die Schwingungswellenfunktion als symmetrische bzw. antisymmetrische

Liko der Schwingungswellenfunktion des oberen bzw. unteren Potentialteils

\Ijs/a = s/a(q)o =+ (Du)
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= Energicaufspaltung der EW zu ¥, ,

= Inversionsaufspaltung, mefsbar

14.4 r-Elektronensysteme der Kohlenstoffs
14.4.1 Butadien mit Hiickelmethode

Butadien C,Hg
Annahme: sp?-hybridisierter Kohlenstoff
= o0 gebundenes Grundgeriist (trans-Butadien)

9 Bindungen, insgesamt 4 - 4 + 6 = 22e~

B .

dazu hat noch jedes C-Atom ein einfach besetztes p,-Orbital

.

P Pz £z Py

A

die bindenden Kombinationen der sp?>-Hybride energetisch tiefer als p-Orbitale
= Chemie des Molekiils wesentlich durch die p,-Elektronen bestimmt
= betrachten im folgenden ausschlieflich die p,-Elektronen (d.h. Ndherung der o — m—

Separation)
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bilden Liko der 4 p-Oritale
4

w) = clm)

k=1
damit in SG H |¥) = E |T)
<\1:|H\\11>
(W]w)

(nach Ritz’schem Variationsprinzip, 11.1 obere Abschéitzung der Energie)

&S B =

S cien (pel i)
E =

> o Crer (prlpr)

mit Hy, = <pk|ﬁ|m> und Sy = (pk|pr)

0
EY caSu=Y caHy| = (i=1,..4
. CLCIOKI CrCiilp | 8Cf (2 AR )

Kl
OE *
Dt > caSu+EY  6iaSu =Y oucHy
Ng Kl Kl Kl

=0 nach Variationsprinzip
E Z Sy = Z aHy
l l
> (Hy—ESp)a=0 (i,...4)

l

homogenes GS, nicht triviale Losung fiir
det[Hil — ESll] =0

(Sakulédrgleichung)

bisher (abgesehen von Ansatz der WF) akkurat, jetzt Ndherung nach Hiickel:

® O = 04

Drastische Néherung, weil ohne Uberlapp keine Bindung méglich wire!

e H; = « .. approximativ €(2p,) a <0

e H, = 3 fiir 7 und [ ndchste Nachbarn; ansonsten 0
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£ < 0, ebenfalls drastische Naherung, weil bei S;; = d; eigentlich auch H; verschwinden

miisste.

Damit wird Koeflizientenmatrix
(Hy — ESy) —
normieren auf

T
1
0
0

x
1
0

a—FE 0 0
g a—-FE 3 0
0 I} a—F 16}
0 0 8 a—F

0 0

by mitx:a_E

r 1 &

1 =

sogenannte "Hiickel-Matrix" oder "topologische Matrix"

Sakulargleichung

det

o O = 08
—_

0

=0=2"-32"+1=0

1 =z

damit 4 Energieeigenwerte und durch Einsetzen in das homogene GS 4 Satze von Koef-

fizienten:

Ey=a—1.683;[V1) = 0.4|p1) — 0.6 |p2) + 0.6 [ps) — 0.4 [ps)

By =a—0.60;|Vy) = 0.6 |p1) — 0.4[pz) — 0.4 |p3) + 0.6 |py)

By = a+0.63;[Vs) = 0.6 |p1) + 0.4 |p2) — 0.4|ps) + 0.6 [p)

By =a+1.60; W) = 0.4[p1) + 0.6 [p2) + 0.6 |ps) + 0.4 |pa)

graphische Interpretation:
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-

€
s, v§g g

¥, ist bindend zwischen allen 4 Zentren = delokalisierte 7-Bindung
W, bindet C7 und C5 sowie C3 und Cy = lokalisierte Doppelbindung
D.h. iibliche Valenzstrichformel fiir Butadien ist Vereinfachung

CHy=CH —-CH =CH,

aus den EW koénnen wir die Delokalisierungsenergie abschéitzen, d.h. den Energiegewinn

im Vergleich zur Bildung von 2 lokalisierten m-Bindungen
E.=a+(
(Ubungsaufgabe, folgt aus Hiickeltheorie fiir Ethylen)
AE, =2(Ey + Ey) —2E, = 0.47203

Verallgemeinerung auf lineare m-Elektronensysteme C,, H, 1o (n gerade, Polyene)

Hiickelmatrix hat Bandform

z 1 00 0 0 O
1 21 0000
01 1000
001 2100
00 01=x 120
00001z 1
00 0O0O0T1 =
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Sakulargleichung liefert

LT
Ei=a+2 =1,
o+ ﬁcosn_i_1 (i n)

3 o-
AE[“F ] 2
n Ubergangsenergie
e e iy in den untersten
/ unbesetzten Zustand
4 = T s — R
6] g ¥ f +{ % =
v
2 ;L -4 Y € o o n
A — CRP
—— ——
e

= Ubergangsenergien nehmen mit Kettenlinge ab
= opt. Absorption rotverschoben

Bem.: org. Halbleiter moglich, dotierbar

14.4.2 Benzol CzHg

o - Gerlist

dazu hat jedes C-Atom noch ein einfach besetztes p.- Orbital
Hiickel-Theorie fiir die p.-Orbitale

6

U) =D clpw)

k=1
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fiihrt auf folgende Hiickelmatrix

1

e )

= o O

= o O O

_ o O O O
_ o O O O =

_ o O O o = 0~

x
1 =z
0 1
0 0
0 0
0 0

Sakulargleichung gibt folgende Energien
Eg=a—23
Es)y =a—( (2fach entartet)
FEs/y = a+ (3 (2fach entartet)

E1:Oé+2ﬁ

mit der WF (nur Vorzeichen p,-Orbitale)

g-o o
s oo i y
LT st N = A )
gt ¢ Qrg W 'y Nt

. s

¥4
I v 4
C LN —
%? + N L /-h‘z R /1{’4 t % & +
= et et +'_'+
= das energetisch tiefste Orbital entspricht einem vollstandig delokalisiertem 7 - Ring-

system

Delokalisierungsenergie

AEW:El—FEQ—’—Eg—?) Eﬂ— :ﬁ
—_—— ~~

3a+48 a+0

doppelt so groft wie beim Butadien!
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14.5 Hes-Heliumdimer

Elektronenkonfiguration He: (1s)?
= MO-Schema:

i
%

bindende und antibindende MOs besetzt = Elektronenpaarabstofsung, keine "chem."

Bindung!

aber He, existiert (genau wie andere Edelgasdimere)

Warum? Van-der-Waals-Wechselwirkung! 1s-WF kugelsymmetrisch

= kein elektr. Dipolmoment im Zeitmittel

(p) = — (Lsler|1s) = 0

aber fiir jeden Zeitpunkt existiert ein nicht verschwindendes Dipolmoment

p(t) = —er(t)
ﬂf’"l
% (1)
@

D.h. Atom hat ein zeitlich fluktuierendes Dipolfeld. = induziert Dipolmoment in be-

nachbarten Atomen:

(A) B )

elektr. Feld am Ort des Atoms A verursacht vom
Atom B
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Ea(B) = —— {3@1%)1% - p} (Physik B )

mit R = ~A—TE.
|Ta—TB|

induziert im Atom B ein Dipolmoment

p(B) = apEA(B) ap. Polarisierbarkeit des Atoms B

By = ~p(B)EA(B) = —anFa(B) x ~2

analog induziert Ep(A) ein Dipol im Atom A

a 0B
RS
Van-der-Waals-Wechselwirkung

= Epot - —O

VAW sehr kurzreichweitig, aber ausreichend um z.B. Hes-Dimer zu bilden. Potentialkur-

ve so stark, dak nur ein Schwingungsniveau (Nullpunktschwingung) gebunden werden

f
i
e

D Etk)

kann.

™~

D = 1meV und D’ = 0.0001meV

= mittlerer Abstand (R) = 504° >> Ry, = 3A"
Bem. Typische Gréflenanordnungen:

Kovalente Bindungen oc 1..10eV
Wasserstoffbriickenbindungen o 0.1..0.2eV
VdW-Bindungen o 0.001..0.01eV

14.6 Alkali-Cluster

Abscheidung von Alkali-Clustern aus kalten Molekularstrahlen
dann Analyse der Clustergrofe (Anzahl Atome)
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Hiufig-
keit

1 ] 1 1 1 7
] ot 1
Zr & 20 o sp N

zeigt auffallende Haufung bei bestimmen "magischen Zahlen"

nicht plausibel iiber chem. Bindungen zu erklaren

Ursache? Valenzelektronen der Alkalis konnen leicht abgetrennt werden (siche 2.1)
= bilden "Elektronengas" im Clustervolumen

= qm. Problem von Fermionen im (modifizierten) Oszillatorpotential

= diskrete Energieniveaus mit Drehimpulsentartung, Besetzung nach Pauli-Prinzip

= voll besetzte Schalen energetisch besonders giinstig

= bestimmte Clustergrofen bevorzugt

15 Selbstkonsistenzverfahren

LCAO-MO, Hiickel etc.
e qualitatives Verhéltnis der chem. Bindung

e quantitativ oft ungenau, nicht prediktiv
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Ursachen der Ungenauigkeiten:
e Orbitale nicht flexibel
e Elektron-Elektron-Wechselwirkung unzureichend beschrieben

= suchen genauere Verfahren

Erinnerung Problemstellung: Hamiltonoperator der e~

N N N,N
N h2 ) - 1 2
H= Z_—Q Vit D) V() +§§:ﬁ
m Teg (T — T
k=1 k=1 k,k’ 0 k k'
kin. Energie der e~  Potential der Atomkerne e - er— WW
M
3 ) — o Zae?
mit V(Tk) o Z 47eg| Ro—7y|
a=1
Atome

gilt HU(Fy0y;...;70,) = EU(...) mit Spinvariable o

15.1 Hartree-Ndherung

machen fur Vielteilchen WF ¥ den Ansatz

Uy (F101; .y Tron) = Y (7; ...

)X (0155 0p)

sinnvoll, da H nicht auf Spinkoordinate wirkt (keine Spin-Bahn oder Spin-Spin-Kopplung)

konnen x weiter faktorisieren

X(<713 L O) = Xl(Ul)X2(02) Tt Xn(Un)

faktorisieren auch ¥

U(ris.5n) = @1(T1)2(72) - o - ()

Fiir ¥ ist diese Darstellung nicht exakt, da die Elektron-Elektron-Wechselwirkung die
Elektronen untereinander koppelt, keine unabhéngigen Teilchen. Auferdem ist die so

konstruierte Gesamtwellenfunktion Wy symmetrisch unter Teilchenaustausch, d.h. sie
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geniigt nicht dem Pauli-Prinzip fiir Fermionen!
Hoffnung: Kommen durch Variation von Wy im Sinne des Ritz’schen Variationsprinzips
dem elektrischen Grundzustand zumindest nahe.

Damit Hartree-Ansatz der Wellenfunktion:

Uy = @1(71)X1(01) .00 (Tn) Xn(00)

nach Ritz gilt
Ee < <\11Hyﬁ1|\11H>
WF normiert, im einzelnen gilt

Spins

Z ]\IIH(flol;...;fnan)|2d3f1..d3fn =1

01..0n
> Ix(on; o) =1

01..0n

Z X;(0)x;(0) = b5, = 1 fiir parallele Spins, sonst 0

/|\p Fly oo )P APy ... %7y = 1

[eiresnar=a;

berechnen damit <\IJH\H\\IIH> =1
Spin-WF — Multiplikation mit 1
bleibt Ortsanteil

I= zn:/gp*{(n) e (T) {—hQVz + V(m)} ©1(T1) - o o (Fp) ATy - ... - d°F,,

2m

+_ Z /901 Tl ( )%@1(f1) Ce gon(fn)d?’rl ce d37“n

2 font® dmen (T — Txr)

— Z/ { WV + V(F )} or(F)d*F
+— > /sok ) sokf4mo|r

k K k£k!

Pk (fk)(,@k/(fk/)diafkdi;fk/
k— Tk"
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Suchen jetzt die Einteilchenorbitale ¢;, die den Ausdruck I minimieren. Nebenbedin-
gung: ; auf 1 normiert, wird mit Methode der Lagrange-Multiplikatoren berticksichtigt.

=> Minimierungsproblem fiir Funktional

Flps] = {1[901, o Pn] = e <90k|90k>}

k=1
notwendige Bedingung fiir Minimum
OF [ (7;)]
590; (’Fj)
nach Rechenvorschrift gilt fiir Funktionalableitung:
OF [p;(7)] oF ¥
5 *j—’J = ) *5(Tj - 7Aj)
@i () o}

=0

und wir erhalten somit

hQVQ _ _ _ _ _! _!
{ L+ V(7 }% ;) + Z/% m%é?k(rk)dg?“k%(rj) = ¢;p;(T;)

mit Teilchendichte n(7) = 37, 1. [0 (F) [ + |05 (7))

— — ! _
und Umbenennung 7y, — 75 7; — 7

h*v? en(7)d>F 2o (F)? 4
% - | L PF
{ 2m V() + /47TGO|F — 7| /47‘(‘60|7’ — } i(7)

= €;(T)

folgt

Hartree-Gleichung

D.h. Elektron im Orbital ¢; "sieht"
e cxternes Potential V(7) (Atomriimpfe)

o clektrostat. Potential aller anderen Elektronen

/ ezn(f_’)di“f’ V()

deg|T — 7 |

e reduziert um die Selbstwechselwirkung

/ 2|(Pj( )|2 d3 / VSI(T)

dmeg|T —
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Wie kann man die Hartree-Gleichung 16sen, wenn das effektive Potential
Vers(7) = V(7)) + Vi (7) = Vs (7)

von der (zunéchst unbekannten) Teilchendichte n(7) abhéngt?

= "Selbstkonsistenzverfahren"

Starten von geratener Startladungsdichte e?ng(7) (z.B. aus der Superposition atomarer
Ladungsdichten) und iterieren die Hartree-Gleichung, bis sich die WF (und damit das
Potential) nicht mehr &ndern.

Blockdiagramm des selbstkonsistenten Verfahrens zur Losung der Hartree-Gleichung:

oy i Qe
() " Vo (7) "
|_. }‘:2?2 | __'|
o P vi)ie =g
Ve  (F) — | 2m € [T
Iy l
nlr)=S|alF)
=
v
2 o
2l
Vi = | a’r
s =
v
H— =
Vqﬁ-|r|=V'f|+VH—VSI
v
nein HV;;I {F}—Vs} H )
v
1a
Ende
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15.2 Hartree-Fock-Methode

Hartree-Verfahren:
Minimieren <\I/H|[:I|\PH> bez. |Wy)
Problem: Raum der Funktion |Ug), die zur Minimierung benutzt wurde, enthélt die

"wahre" WF gar nicht!
&l

L

\I

EtH.n -t

2

%5 5

|V (7181, ..., "N Sy)) ist symmetrisch beziiglich Vertauschung zweier Elektronen.
= erfiillt nicht das Pauli-Prinzip fiir Fermionen
= Idee von Fock: Minimieren <\II|I:I |\I/> iiber den Raum der antisymmetrischen WF.

= Ansatz: Slater-Determinante (vgl. 10.2)

1 prMxa@) e en(xw(l)
|‘I/HF(T181,...,7’N75N)>:m . ] '

e1(N)x1(N) - on(N)xn(N)

_ \/% S (=) eu(PPa(P) - .- o (P)xw(P)

Summe lduft iber alle Permutationen
WF normiert (Vyp|¥yr) =1
Einteilchenorbitale orthogonal
(pilor) = dur

jetzt analoges Vorgehen wie bei Hartree-Néherung; berechnen

<\DHF|IJ|WHF>
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=35 [ {5 v . o

=0 oy

37, d3

+_ 303 /% X (095 (7)xE, () @)X, (1) 05 () xs, (4)

1,§38#£] 04,07 47T€O’Fi - fj’

&rd’r;

e Z 3 (x5, ()95 XS, ()i () xs: (85 (5) x5, (7)

1,J31#]J 04,07 47T€0|7:i - fj|

Der Term —% hort bei Hartree nicht auf, hier zusétzlich, da ungerade Permutationen

explizit eingeschlossen sind; gilt
> X (00X () = b,
= Spinsummen in 1. und 2. Zeile entfallen; 3.Zeile:

D X5 (00X, (04)Xs: (03) x5, (0)

04,05
=> <Z Xﬁj(ai)xsi(az')) X5 (05)Xs(05)
oj . g3 ,
551-31'
= Z 5siSjX;- (Uj>X5j (Uj) = 551'5]'
03

=1 (¢; und e; haben gleichen Spin) oder =0 (e; und e; haben untersch. Spin)

=3 o {5 v} e

2

+y 2 [e0ei) e en e

T, — T
wl#y ! T|

1 wi ()i (1)e*pi(D)pi(7) 5 o
-5 Z 5Si8j/ d°r;d°T

47T60|77i - ’I“j|

1,55i7#]
Summand 1 + 2: analog Hartree; Summand 3: Austauschtern, neu bei HF

Bem.: Austauschterm hat neg. Vorzeichen = verringert die Energie im Vergleich zur

Hartree-Ndaherung = HF bessere Approximation
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Gehen jetzt weiter analog wie bei Hartree vor, minimieren <‘If HF|ﬁ |V g F> beziiglich der
Einteilchenorbitale mit der Nebenbedingung der ¢; normiert auf 1

= Minimierungsproblem fiir Funktional

Fleil = {<‘1’HF|I:I|‘I’HF> iv:ﬁk (@l px) }

k=1
oF . :
o 0 fiihrt auf Hartree-Fock-Gleichung
?;

h2Vv? /
V( &P (7
{ 2m + 47reg/|7‘ 7“|Z”Z7é] r}cp](r)

analog Hartree Né&herung

er(r (T) 5 (=
47T€OZ SkSJ/ ]7’— d’r = €jp;(T)

S

Vz ( ))(7)g;(T) .. orbital abhanglges Austauschpotential

Bem.: VY9 ist fiir jedes Teilchen unterschiedlich, beschreibt WW vom j-ten Teilchen mit
anderen Elektronen gleicher Spinorientierung s; = sy,

Verursacht, dafs sich e~ gleichen Spins nicht beliebig nahe kommen koénnen, d.h., dafs
zwei Elektronen nie in Orts- und Spinkoordinaten iibereinstimmen.

= stellt Pauli-Prinzip sicher!

= wesentliche Verbesserung gegeniiber Hartree!

Problem: Coulombabstofiung fiir kleine Absténde beliebig grof = auch Elektronen un-
terschiedlichen Spins weichen sich aus (sogennante Korrelation der Bewegung)

Diese Korrelationseffekte sind in HF nicht enthalten (und bilden ein wesentliches Ar-

beitsgebiet der Quantenchemie sowie meiner Arbeitsgruppe).
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