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Einfiihrung in die Quantenmechanik

1 Experimentelle Befunde

1.1 Quanteneigenschaften des Strahlungsfeldes
1.1.1 Strahlung eines schwarzen Korpers

Definition: Ein schwarzer Korper absobiert die gesamte, auf ihn einfallende elektroma-
gnetische Strahlung.

Néahrungsweise Realisierung: Hohlkorper mit Loch

— e

- T L Lock = ko
paey |11 ST ledrper
jhkl'vd-lhl---
|Rayn [""f,w“ Lov |

T&m'fh, ﬁ;;mh\’

Wir stellen die Temperatur 7" ein und messen fiir feste Frequenz die aus dem Loch
abgestrahlte Intensitét.

plausibel: S(w,T') ox w(w,T) .. Energiedichte des e.m. Feldes im Hohlraum

allgemein gilt: w(w,T) = n(w,T) - €(w, T)

mit n=Dichte der Eigenschwingungen bezogen auf ein Frequenzintervall, dN = n(w) - dw

w2

m2c3

.. Anzahl der Schwingungen in (w,w + dw), gilt: n(w) =

und mit e=mittlere Energie der Eigenschwingung w bei Temperatur 7'
e = [2 dEp(E)E

mit p(E) = Wahrscheinlichkeit, daf die Mode w angeregt ist
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E = Energie einer Mode w (Eigenschwingung des Kastens)

anschaulich klar

P(B) = ——— mit §= —

/ e PE qE
0

—_—

Normierung auf 1

[ EePPdE 0 oo

ée(w,T):m_—%n e PEdE  (Kettenregel)
g 1
=——ln— = ln = — =kT
35~ 25~ 5

D.h. im Mittel triagt jede Mode w mit kT zur Gesamtenergie bei. (Analogie zur mittleren
Energie pro mech. Freiheitsgrad, Gleichverteilungssatz, IX.3 in Physik A) Damit:

w(w, T) =n(w) - e(w,T) = Tr‘;’—zgk:T

Strahlungsformel von Rayleigh-Jeans

A [tl-ﬂm \ 5 T

Ist das Ergebnis sinnvoll? Nein! Die Gesamtenergie des Strahlungsfeldes im Hohlkorper

divergiert!
kT
/dV/dwwa 23/ widw
T2
H,_/

Das heifst, wir miissen jedem Hohlkorper mit endlichem Volumen V' eine unendlich grofse
Energie zufiihren, um ihn um eine endliche Temperatur AT zu erwarmen.
= Widerspricht der Alltagserfahrung und dem experimentellem Befund! = "Ultraviolett-

Katastrophe"
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Losung: Planck’sche Quantenhypothese (um 1900)

Energie einer Eigenschwingung im Hohlraum kann nur diskrete Werte annehmen.
: 1 ~15
€ — €, = nhw mltnENundh:2—-4,13-10 eVs
T

Wahrscheinlichkeit, daft im Hohlraum bei der Temperatur 7' die Mode mit der Frequenz
w die Energie €, = nhw hat:

—Ben 1
e
plen) N mit = -
>
n=0
—_———
sinnvolle Normierung

mittlere Energie einer Mode mit der Frequenz w

(w,T) = Ezi—f =T () = L (e )

——iln 1 o hw
0B 1 —e P Bl ]

w(w,T) = nw) - e(w,T) = Hz =

Planck’sche Strahlungsformel

==

- AL e _. y g;a{ v 1-51 ];?- < O tkvln D
R Eap fa 3 s,

e V)({(V\CL{ {‘.} ;)‘PEV-IMJ

ty

Das heifst, wir kénnen Experimente beschreiben, wenn wir annehmen, dafs die Energie
einer Figenschwingung w nur diskrete Werte annehmen kann. €, = nhw, Widerspruch
zur klassischen Elektrodynamik (Physik B), wo wir € o« |E|> o< |B|? hatten, also konti-

nuierliche Werte.
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1.1.2 Photoeffekt
Wie bestrahlen eine Metallplatte mit UV-Licht und messen dann die kinetische Energie
der austretenden Elektronen; experimentelle Befunde (Hertz 1887):

1. Nur fiir w > wg werden Elektronen emittiert. wg hangt nicht von der Intensitat der

Strahlung des Lichts I ab, aber vom Material der Platte.

2. Fiir w > wy gilt, dat die Anzahl der Elektronen proportional zur Intensitit des
Lichts I ist.

3. Fiir w > wy ist Ey;, proportional zu w und nicht proportional zur Intensitéit des

Lichts 1.
klassische Elektrodynamik: Fy;, o [

Einstein: Lichtquantenhypothese (1905)

Strahlungsfeld der Frequenz w besteht aus Lichtquanten (Photonen) der Energie Aw.
Die Absorption eines Lichtquants erhcht die Energie der Metallelektronen um hAw, wird
teilweise benotigt um die Austrittsarbeit aufzubringen. Der Rest geht in die kinetische

Energie:
Eyin =T = hw — W, mit W, = materialspezifische Austrittsarbeit
Anzahl e~ o« Anzahl Photonen = Intensitéat

= das erklart 1., 2. und 3.!

1.1.3 Compton-Effekt (1922)

Erklarung durch Existenz von Lichtquanten, die elastisch mit den Elektronen des Metalls

wechselwirken. Es gelten Energie- und Impulserhaltung.

= Frequenzénderung zwanglos erklért!
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= w' moo&/&:;t;v[,(
'—Bé‘m[?.{m\uu r’f/ Treouun L.
AP

W\)Q mel | ev Wl Lov
%
W [
P
o e ~
W\/"@’/ P:P * #

f \y E < . T

"au

Impuls der Photonen? (Physik A, VIIL.3.2.)

mit v = ¢, E endlich

= mgy =0 keine Ruhemasse

E  hw
E = \/moct + p2c2 hier speziell my=0=p=— = —
c c

Elektrodynamik (Physik B, V.2.2) Dispersionsrelation fir em. Wellen im Vakuum
w=ck mit k = 27” ...Wellenzahl, Strahlrichtung fallt mit Wellenvektor zusammen

= p=hk

Der Compton-Effekt zeigt also, dafs das Strahlungsfeld nicht nur quantisiert Energie auf-
nimmt oder abgibt, sondern dafs die Lichtquanten selbst Teilchencharakter (wie Impulse)

haben.




Skript Physik C Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB WS 07/08

1.2 Welleneigenschaften der Materie

Exp.: Elektronenstrahlen werden am Gitter gebeugt, das heifst, die Elektronen zeigen
Wellencharakter

= De Broglies Materiewellen (1925) verallgemeinern die Ausdriicke fiir das Photon aus
1.1.3 und ordnen jedem Teilchen mit der Energie E' und Impuls p’'eine Welle mit Frequenz

w und Wellenvektor & zu:
p
h

Zunéachst schematisch, eindimensional; frither: ebene Welle mit Frequenz w und Wellen-

zahl k

w=",k=

E
B’

U(x,t) = Ae'he=v) 4 e C

!

_ Ae%(pszt)

Intensitit: I = U0 — |A[”
rdumlich und zeitlich konstant, schwer mit Teilchen zu assoziieren

= betrachten Wellenpaket

1 o0

V2rh J—c

2
it () = {f e

Das bedeutet eine Uberlagerung von ebenen Wellen mit #hnlichen Impulsen p ~ po,

U(z,t) = p(p)er = EDgp

daher auch dhnliche Energien, entwickelbar in Taylor-Reihe

B = B(po) + B (p)(p — ) + 5 E"(00)(p — o) +

e~ dx = \/7) ergibt:

. . . [e.e]
oben einsetzen und integrieren ([~

o0
( ) L(pox—E(po)t) . af _& \/ 1 74h2<(I7E/'(1;§)?§ D)
U(x,t) = en PO HWPOL) . . +e at 55 B (Po)t
’ ———— V 2ri2\| a + L E"(py)t
ebene Welle 2h (PO) _

zeit-und ortabhéngiger Amplitudenfaktor
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Intensitat des Wellenpakets

(z—E (pg)t)?

« - T, 1
I(z. 1) = ce (et (G E )0
(1) 2mh?(0? + (3hE" (po)t)?) ¢ '
l
Maximum bewegt sich mit E’(pg) nach rechts
dE dhw d
E'(po) = W . = . = d_cl;) . = v, ..Gruppengeschwindigkeit (Physik A, IX.2)

nichtrelativistisches, freies Teilchen hat

2
E=F+2 p=10
2m m

das heifst, Gruppengeschwindigkeit = Teilchengeschwindigkeit
Damit scheint Wellenfunktion zur Beschreibung von Teilchen zunéchst geeignet! Pro-
blem: Breite des Wellenpakets!
) _ (&=E(p)'t)?
mit I(x,t) = c(t)e 2402
mit Az = \/ o (4h*a? + E(py)"?t?) .. zeitabhiingige Breite des Wellenpakets
mit Azyg = Az(t = 0) = V2R« folgt:

palt) _ [ B0
Axg 20Ax3

speziell: £ = Fy + % — E"(po)

N Ax(t) - o
Axg 2m2aAx?

Das bedeutet ein sehr schnelles Zerfliefsen von leichten (m — 0) Teilchen! = Wellenpaket

T m

kaum als (mikroskopisches) Teilchen interpretierbar!

Ausweg: Born’sche Wahrscheinlichkeitsinterpretation (1925)

bisher: I(z,t) = ¥*(x,t)¥(z,t) .. Intensitét, wenig plausibel
jetzt: W(z,t) ist "Fiithrungsfeld" fiir die Teilchen, bestimmt die Wahrscheinlichkeit zum
Zeitpunkt ¢ das Teilchen in [z, z + dz] zu finden:

AW (z,t) = U (2, )V (z, t)dz = |¥(z,t)?| doe = w(z, t)dx

10
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mit w .. Wahrscheinlichkeitsdichte
Teilchen muf irgendwo sein — Normierungsbedingung

/ AV (2, 1) = /_ A (e )W, 1) = 1

o0

2 Grundbegriffe der Quantenmechanik (heuristisch)

2.1 Erwartungswerte

Fiihrungsfeld W (z,t) erlaubt nur Wahrscheinlichkeitsaussagen, bzw. Aussagen tiber den
Mittelwert vieler gleichartiger Experimente.

| Anzahl der Experimente — oo

Erwartungswert berechnet aus W(x,t)

e Erwartungswert des Ortes x eines Teilchens

:z:/_oo dmyqf(x,t)F:/m de U* (2, t) 2 U (x, t)

o0 —0o0

e Erwartungswert einer beliebigen Funktion f(z)

Fo /_Oo Ao U (2, ) f(2) U, 1)

o0

Zeitliche Anderung des Ortserwartungswertes?

f:/dx\if*(x,t)x\lf(x,t)—i—/dx\ll*(x,t)x\il(x,t)

jetzt speziell Wellenpaket

1 o i (o
Vo t) = —— / o(p)et P dp

V2rh

. 1 i\ i
‘I’(wﬂf):\/ﬁ/ dp ¢(p) (—;LE) eiPr=EY

11
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fiir freies, nichtrelativistisches Teilchen: E = % + Ey o.wv.aA.

=0

' l > PP\ e
\IJ($,t) = \/ﬁ/ dp90<p) (_ﬁ%) eﬁ(p Et)

1 dih d* [ i (pp—
= oot | e
ih d?
_ Y gt
2m dx? (2,)

damit:

. ih & L
m = — dx (@‘Ij (xut)) zW(z,t) + b /dac\II L (ﬁ\ll(x,t»

Uberwilzen des Differentialoperators:

o0

/dx\ll*"xlll _ [\11:1:\1/]

—_————
=0 (Normierbarkeit

= [—\I!*(x\lf)’]oooo—i—/d:c\lf*(x )’
T

:/dzp\IJ*(\Il—i—x\I/’)':/dx\I/*(\If'+\I/’+x\IJ")

Oben einsetzen — 2.Abl. heben sich auf; damit:

e}

mi=p= —z'h/ dx U™ (z, t)i

U(x, t
- dx (z,1)

dh.p— / e (@t L

. 1 dx

Vorhinx:/ dx V*(x,t) x U(z,t)

—00

Ahnliche Struktur, falls wir p = %% als Impulsoperator definieren; entsprechend ist:

Z = x der Ortsoperator

Allgemein werden Erwartungswerte einer physikalischen Grofe A in der QM als

A= [ deV*(z,t) AU(z,t)

berechnet, wobei A der der Grike A zugeordnete Operator ist.

Bemerkung: Die Ubersetzung von physikalischen Gréfen in Operator ist oft nichttrivial!

12
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2.2 Impulsdarstellung

(2.1) p:/wdw (.0) 2Ly 0)

oo i dx

gehen jetzt zur Fouriertransformation von ¥(x,t) iiber:

1 o0 ;
= d ,t)enP?
Tﬂh/_w po(p,t)

U(x,t)

einsetzen liefert:

T h d i/
—mbr__ / t mp'x
Jermrt o' t)e

oo [
e /
b [

dr

t _ ;L(P —p)T
/ t)p e, )\27r e
5(1:13’)
damit
Fz/ dpsa*(p,t)pso(p,t)z/ dp | (p,t)|*p
vgl mit

7= /OO i U (2, 1) 2 (2, 1) /oo iz [0 (2, 1)’

—0o0 —00

legt die Interpretation von ¢(p, t) als Wahrscheinlichkeitsamplitude im Impulsraum nahe.
Das heifst die Wahrscheinlichkeit, dafs ein Teilchen einen Impuls aus [p, p + dp] hat, ist
(p,t)|* dp.

Bezeichnungen:

e U(x,t) .. Zustandsfunktion in Ortsdarstellung
e ©(p,t) .. Zustandsfunktion in Impulsdarstellung

.. Impulsoperator in Impulsdarstellung

[ J
3>
Il
i

e © =z .. Ortsoperator in Ortsdarstellung

e p =124 Tmpulsoperator in Ortsdarstellung
e p=-1 dip Ortsoperator in Impulsdarstellung — (Ubung)

13
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2.3 Unbestimmtheitsrelation

(1.2) Wellenpaket W (z,t) = \/;Th [ o(p) e (Pr=B1) gy,

mit Gaulformiger Impulsverteilung

2
plp) = (| e ovp’
™
. 200 o0 (pe
= " (p) plp) = || e 2”

Wahrscheinlichkeitsverteilung symmetrisch um p = py zentriert!

Ll

L >

Varianz
(Ap)?2=(p—m)* =15
fiir diese Impulsverteilung, frither (1.2) die Ortswellenfunktion berechnet, gilt:
1 22
e 2n2a
V21h?a

d.h Gauftverteilung im Ortsraum mit Mittelwert z = 0 und der Varianz

(Az)? = (r — T)% = R*«

U*(z,0)W(x,0) =

Das heifst durch Variation von a kénnen wir entweder (Ax)? oder (Ap)? minimieren,

jedoch nicht beide. Es gilt also:

3oy - (BpP =

Demnach konnen wir nicht gleichzeitig Ort und Impuls des Wellenpakets messen. Mit der
Zeit (t > 0) fliefst das Wellenpaket (im Ort) auseinander, wiahrend die Impulsverteilung
konstanst bleibt (vgl. 1.2), demnach gilt

14
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(Ax)?- (Ap? = &
Heisenbergsche

Unbestimmtheitsrelation(HUR)

Damit verliert der klassische Bahnbegriff in der Quantenmechanik seinen Sinn!

Bem.:

e HUR hier speziell fiir gaulsférmige Wellenpakete gezeigt, sie gilt jedoch allgemein

e hier speziell fiir Unbestimmtheit von Ort und Impuls, aber analoge Beziehungen
fiir alle physikalischen Grofen A, B deren zugeordnete Operatoren A, B nicht ver-
tauschen. (Vertauschen heift AB = BA)

2.4 Vertauschungsrelationen

1>t

Ortsdarstellung — & = z; p = 24
[h, ] == pi — &p .. Kommutator

Berechnung durch Anwendung auf beliebige Funktion h(z):

A h d h d
[p, z] h(z) = . (xh(z)) — x ;%h(x)
=—{h+azh' —xh'}
h
=—=h
“h(2)
L D :
= [p,2] = =1 # 0, Orts-und Impulsoperator vertauschen nicht

2.5 Operatoren und Observable

(frither, 2.1):
x:/ dx U*(x,t) mA U(z,t)

[ hd
p—/_ooda:\lf (z,t) T U(z,t)
——

=p

15
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verallgemeinert auf beliebige Potenzen von z und p, d.h.

a:”:/ dx U™ (z,t) 2" U(x,t)

—00

p_”:/ dx U™ (z,t) p" V(z,t)

—00

Jede beliebige analytische Funktion f(z) bzw. g(z) kann in eine Taylorreihe entwickelt

werden: .
fl@)=> faa"

= Erwartungswerte von f(z) bzw. g(p) gegeben durch
f= /d:c\If*(x,t)f(aﬁ)\If(x,t)

g= / a0 (2, 1) f () U(z, 1

Bsp.: Gesamtenergie eines konservativen Systems

speziell in Ortsdarstellung

oder in Impulsdarstellung

Jeder mefbarer, physikalischer Grofe (d.h. Observablen) A entspricht ein Operator A
in der Quantenmechanik.

Bem.:

~

e cinfacher Fall (s.oben): A(z,p) = f(z) + g(p) = A = f(Z) + g(p)

16
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Skript Physik C

e komplizierter: f(z) - g(p)
Bsp.: xp — @
Operator wird so gewahlt, daf er konsistent mit Theorie und verfiigharen Experimenten

1st.
2.6 3 Dimensional

fir 3D-Probleme

e Ortsdarstellung
F—p=4v

8

~

r—I=1

—

e Impulsdarstellung
1y = =7

i - *Vp;
Zusammenhang zwischen Zustandsfunktion im Orts-und Impulsdarstellung durch 3D-

FT:
v t) = (27h)2
- 1 3~ —ipz
@(p, 1) 23 ///d Te nTU(p,t)
Erwartungswerte
f= /d?’:f\If*(:i:,t)f(f)\IJ(f,t)
— [ @ .07 W0

Vertauschungsrelationen
A h :
[pou Jfﬂ] = ;5015 mit «, 5 =T,Y,z

17
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3 Schrodinger-Gleichung

3.1 Heuristische Begriindung

bisher:

e in manchen Experimenten (Elektronen-Beugung) scheint Materie Wellencharakter

zu haben

e Zuordnung von Welleneigenschaften durch die de Broglie-Relation

w=—, k= % (Compton-Experiment)

e zuniichst Partikelwelle U(z,t) = Aenpe=Eb eingefiihrt, spéter interpretiert als
Zustandsfunktion mit Wahrscheinlichkeitsamplitude. Das bedeutet |¥(z, t)|” d ist
die Wahrscheinlichkeit, daft das Teilchen zur Zeit ¢ in [z, z 4 dz] ist.

Problem: Bestimmung von ¥(z,t)!

starten von

0

U(z,t) = Aer@*=E0 5

U(z,t) = —%EAG%(pm_Et)
d.h. ihU(z,t) = EW¥(x,t)

ersetzen jetzt E durch Operator der Gesamtenergie, d.h. Hamiltonoperator

A2

iA=L 1v@s)

2m
damit
ih2W(z,t) = H(p, ) (z,1)
Schrodingergleichung
Bem.:

e Die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit bestimmt die zeitliche
Entwicklung von ¥(z,t), wenn ¥(z,t = ty) bekannt ist

18
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e Fiir nichtrelativistische Teilchen durch zahlreiche Experimente bestétigt

e Relativistische Verallgemeinerung: Dirac-Gleichung, Klein-Gordon-Gleichung

3.2 Stationdre Losungen

SG:
_ . B2 2
ihV(Z,t) = HY(Z,t) = {—%@ + V(a‘:,t)}
| H nicht zeitabhéngig + Ortsdarstellung
Ansatz:

U(z,t) = f(t)p(x) in SG

ihfo = fHe
- ¢ H N _
0 (@) -~
N—— I e muss konstant sein
hingt nur von t ab hingt nur von x ab

= ihf(t) = Ef(t) = f(t) = Ce ™

U(Z,t) = e~ Blp(T)

stationdre Losung der Schrodingergleichung

Warum "stationar"?

e Wahrscheinlichkeit Teilchen in [z, z + dz] in ¢ zu finden
U*(z, )V (z, t)dr = ¢*(Z)p(Z)dr ist zeitunabhingig

e Erwartungswerte beliebiger Operatoren A(i’, D)

A= /d3:E\I/*(:E,t)A(:E,p)\I/(:Z,t)

- [#re @046 etw)
sind zeitunabhangig

Bestimmung von ¢(z) aus Ho(z) = Fo(T)
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{~£a+V(@)}el@) = Be(@)
zeitunabhéngige Schrédingergleichung
(Eigenwertproblem(EWP))

Bem.: Uberlagerung aller speziellen stationiren Losungen W(Z,¢) = e #Elp(z) ist die

allgemeine Losung der zeitabhéngigen Schrédingergleichung.

3.3 Kontinuitatsgleichung

w(z,t) = V*(z,t)V(z,t)..Wahrscheinlichkeitsdichte

ow

5= T+

(-+av)w oLl Avw

= (—% {—%A + V(z)} \If) v+ 0* (Z% {—%A + V(a‘:)} \I/)

= (AT ¥ - v (AT)

= Sy v - v ()

 2mi

Erinnnerung E-Dynamik: ¢ + div j = 0 ; Kontinuitétsgleichung fiir Ladungsdichte

Definieren in Analogie zur elektrischen Stromdichte j einen Wahrscheinlichkeitsstrom S

= o (V) — (V) ¥}

W(7,t) + div S(z,t) =0

Kontinuitatsgleichung fiir Wahrscheinlichkeit

Volumenintegration tiber Gebiet G

/d?’xw(:c,t):/d%dws”
G G
I I

d*zw(z,t) 7{ dA S
G

J/

9
ot Jo

TV
Wahrscheinlichkeit, daft Teilchen in G dndert sich zeitlich eventuell durch S
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speziell: G — oo = § dAS = 0(Normierung), ¥(oco) =0

Gesamtwahrscheinlichkeit bleibt erhalten

3.4 Einfache 1D-Beispiele

3.4.1 Vorbetrachtungen
Suche Losung von ih W(z,t) = (—h—28—2 + V(x)) U(x,t) bzw. der stationdren SG

{_h_Qd_z + v(:c)} p(x) = Bp(x)

mathematisch fiir beliebiges F 16sbar, aber nicht alle Lésungen sind physikalisch sinnvoll

(z.B. Normierbarkeit)= oft diskretes Eigenwertspektrum

typische Probleme:

a)V 5% (gebundenes Teilchen)

AV I(x)
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DE < Vin
= ¢"(z) = alz)p(z) mita > 0
falls ¢(x) > 0 fiir einen x-Wert
= ¢"(x) > 0, d.h. pos. Kriimmung
= ¢(x) bleibt positiv fiir mind. eine Richtung
= @1ist nicht normierbar

= keine physikalisch zuldssige Losung fiir £ < V!

NE > Vi
e Normierbarkeit = ¢(x) =70
e in [—oo,z_|: E <V, dh. ¢ dndert Vorzeichen nicht (analog zu Fall I))
e o.v.a.A. p(x) > 0in [—oo,z_] = ¢"(z) > 0 in [—oo0,z_]

o V() <0in [z_,x,] wegen £ >V

o weiterer Kurvenverlauf von Intervallbreite abhéngig

\0/‘

e l/ll»()[ Movml;k g

Cav

MOV W L’\ Ln\/

fr—y i > i bl
- o \ll‘nl/& vall

e Intervallbreite durch Verhéltnis von £ zu V (x) bestimmt; es gibt einen Energiewert
E = Ey, der gerade zu einer quadratintegrablen Funktion ¢(x) fiithrt
Ey .. niedrigster Energieeigenwert des Problems

@Yo .. zugehorige Funktion = Grundzustand

e E > E, = Vorzeichenwechsel der Funktion (damit éndert sich die Kriimmung)
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e Es gibt ein E; > Ej, das wieder zu einer quadratintegrablen Funktion fiihrt:

nov Wlé.’\ LG{\/-

v

- A nevwm i ban

e ... = Eigenfunktionen ¢y, 1, po mit Energiewerten Ey, F, Es wobei ¢, n Null-
stellen (Knoten) besitzt, die im Intervall [x_, z.| liegen, also dort, wo E,, > V(x)

gilt.

e Wichtiger Unterschied zum klassischen Verhalten:

lp(z)]> >0 fir £ < V(z)

b)ungebundenes Teilchen
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DViin < E < Vi

analog zu a)l)

moglicherweise ein oder mehrere normierbare ¢,, mit E,, ¢, lokalisiert bei V,,;,

V. < E

= ¢"(z) = —a(x)p(r) mit a(z) > 0 fir unendlich grofes Intervall (rechts von z_)
ov.a.A. p(z) = ¢"(x) <0

= p(x)schneidet Achse

=9p<0=¢"(z)>0

= ¢(x)schneidet Achse

... = p(z) oszilliert

= [ lple) |z — o0

Das bedeutet, daf die Wellenfunktion im herkémmlichen Sinne nicht normierbar ist.
Interpretation: Ein Teilchen im unendlich groften Intervall

Losung: Betrachten N(N — oo) nicht wechselwirkender Teilchen, dann
|o(x)]” = Teilchendichte

c)endlicher Potentialsprung

/\V{;KB r’l'\‘fi -fl;‘rh uytg( \

A et ((JL{,Li/
e

'l—-_.‘“_‘-\ ]

. N .
X=0 \'. N

Untersuchen ¢'(z = a)
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SG: ') =~ (B = Viaola) | [ o
Hatd-gla—a =20 [ a(vi) - D)
/(0 +6) = 0~ ) < 25 V(&) = Blpy - 10 - 2

- s
g

e—0
—0

= ¢llate)=¢(a—¢
p(a+€) = ¢(a — €) (nach Voraussetzung)

Das heifst, dafs fiir endliche Potentialspriinge Wellenfunktion und 1. Ableitung stetig

sind.

d)o- formige Singularitét

VAPAN

Ve

e

v

V(z) = Vo + Ad(x — a) (o stetig)

wie ¢)

/ / 2m ate
plate)—¢la—e)=—5 ) {Ad(z —a) + Vo — E}p(r)dr
2m 2m  [oT€
= G2 Avla) + o5 - (Vo — E)p(x)dx

~~
e—0

— 0
= ¢(at+e) =¢'(a—e)+ 37 Ap(a)
1.Ableitung springt
o(a+ €) = ¢p(a — €) (nach Voraussetzung)

25



Skript Physik C Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB WS 07/08

3.4.2 Beispiele

3.4.2.1 Potentialstufe

o fir z<o
V(z)=< Vo furz >0

SG: ¢"(z) + 2}1—75 [E—V(z)]p(x) =0

mit Abkiirzungen: k? = 2%”—2E N w folgt:
¢ () + k*p(x) = 0 fiir x < 0
©"(x) + ¢*p(x) =0 fiir v > 0
frither (3.4.1):
e physikalische Losungen nur fiir £ > V,,,;, = 0

e ungebundenes Teilchen, kontinuierliches Spektrum, oszillierende Wellenfunktion

allgemeine Losung

o fiirz <0
©<(z) = Ae’** + Be~** (klar durch Einsetzen)

o firx>0,F>V,,q>>0
@~ (1) = Ce'¥ 4 De "

o firx>0,FE <Vy,q¢*><0

7 (x) = CeTl1le 4 Delale
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Betrachten den letzten Fall spéter, zunichst £ > V;, d.h. ¢> > 0
In beiden Teilgebieten Superposition von links- und rechtslaufenden Wellen

Annahme einer speziellen Losung: Teilchenstrom lauft von links auf Potentialstufe zu,

also D=0

o.v.a.a A =1, Amplitude der einlaufenden Welle,
damit verbleibt:

90<($) _ eikx 4 Be—ikx
o (x) = e

Stetigkeit der Wellenfunktion:

Stetigkeit der 1. Ableitung

©=(0) = ¥7(0)
S~—— S~——
ik(1+B) iqC (x%)

k
C="1+B="—-(1-B)
q
k—q
=B=—,
k+q
2k
=(C=—
k+q

Damit Wellenfunktion bestimmt. Interpretation? Untersuchen Wahrscheinlichkeitsstrom
(3.3):

h
S — * 1 Ix
oyl Gt
fiir eine ebene Welle op(x) = Ae*® gilt allgemein:

h

Sa=5 —AA {e ™ (ik)e™ — (—ik)}
Su="k 44
m
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speziell fiir Potentialstufe:

einfallender Strom (A4 =1): S, = %

2
reflektierter Strom: S,=-tkpp=_Ik (2—:1)
q
2
transmittierter Strom: Sy = %C’*C = % <%> = %(;:lf;)z

Gesamtstrom fiir z < 0:

2
S<:SG+ST:% 1_u :@LQQZSDE&
m (k+q)2 m (k +q)

Inhaltlich klar wegen Kontinuitédtsgleichung fiir Wahrscheinlichkeit: An der Stelle der
Potentialstufe wird keine Wahrscheinlichkeit erzeugt oder vernichtet (Stationaritét).

Verhalten fir £ >> V7

¢ E—-Vy v
4 _ >>Vo 4
k2 E
2
5, = Tk (u) =
m \ k+q
Wk 4kg Rk

5 =~ — =5
m (k+q) m

Das heifst fiir £ >> V| verhélt sich das quantenmechanische Teilchen wie ein klassisches
Teilchen, welches fiir alle ' > V; reflexionsfrei transmittiert wird.

jetzt: 0 < B < Wy

¢”(z) = Ce 4l + Delts (4> <0)
nicht normierbar fiir z—oo0 =>keine phys. Losung
—iKzx : 2m
D.h. ¢”(z) = Ce ™" mit K* = 7z Vo — E]

damit analoge Stetigkeitsbedingung wie vorhin mit ¢ — K

k—iK 2k

dh. B=——; =
k+iK’ k41K
k—iK k41K
pp="Tt BTy g

Das heifst, dafs der Teilchenstrom vollstandig reflektiert wird, also wie im klassischen Fall
fir £ < V4.
Exponentieller Abfall der Wellenfunktion im Bereich der Potentialstufe — Unterschied

zum klassischen Verhalten, analog zu evaneszenten Wellen in der Optik.
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3.4.2.2 Potentialwall

\V bd

/
Vo
= S i ok
S i >
}“*G\\___Y_,‘.___J GIL"Y—"‘Y
i 2 3

frither (3.4.1)
e physikalische Losung fiir £ > 0
e kontinuierliches Spektrum

hier zunichst 0 < E <V, (Ubung: E > V})

SG: {—h—Qd—: + V(:z:)} p(z) = Ep(z)

V' stiickweise konstant = drei allgemeine Losungen fiir drei Bereiche
©1(x) = Ae*® + Be~ "

po(x) = Cef® 4 De= K=

(,Dg(ff) — Geikw + Je—ika:

2mE wnd K2 — 2m(Vo — E)

. 2
mit k* = s 2

Stetigkeit der Wellenfunktion bei x = —a

Ae ke 4 Betke — CeKe  DeKe
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bei x = a
CeKa_'_DefKa — Geika_i_t]efika

Stetigkeit der 1. Ableitung bei z = —a
ik(Ae™™ — Be'* = K(Ce ™ — Def?)

bei z = a
K(Cef — De™ ) = ik(Ge ™ — Jei*)

Annahme: Teilchenstrom von links
=J=0,0ov.aA A=1
= 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte (Ubung), speziell folgt:

2 .
|B|2 _ (% + %) sinh?2Ka
4+ (£ 4 BV ginn22ka
4
|G|2 = E | K\2 .
4+ (£ + X)) sinh?2ka

dh. |BP+|G? =1 (%)

hk
Stromdichten: S; = o (1 — ]8\2) =S5, -5,
hk
Sy = — (CD* — DC*)
im

hk
Ss = —|G* =5,
m
wegen () = S; = 53
aukerdem S; = Sy (wegen Kontinuitédtsgleichung fiir Wahrscheinlichkeit)
=S-S5 =5

——
S1 S3

Reflexionskoeffizient R := % = |BJ?

€

S.
Transmissionskoeffizient 7' := gt = |G

e

4
4+ (% + %)2 sinh?2ka
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Also gelangen Teilchen fiir £ < V; auf die andere Seite der Barriere! Klarer Unterschied

zum Kklassischen Verhalten, dort T'=0,R =1 fiir £ < V}

= quantenmechanischer Tunneleffekt

Beispiel: Leckstrome in integrierten Schaltkreisen

3.4.2.3 Potentialgraben

AV(x)
B o
‘ =

B

1) v A

—w'x-) L'F_Y_ = S
R ARG
A b

V(z)=0 firz< —a
V)=V, fir —a<z<a

V(z)=0 firz>a
allgemeine Uberlegungen aus 3.4.1
e —Vj < F < 0 diskretes Spektrum

e 0 < F kontinuierliches Spektrum

SG in 1,3: ¢"(z) + 22Ep(z) =0
SGin 2: ¢"(z) + W@(aﬁ) =0
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zunachst £ > 0, kontinuierliches Spektrum

2mE  ,  2m(E+ V)
h2 y 4@ = FL2

mit k2 =

folgt fiir von links einfallende Welle:
901(37) — eikx + De—ika:
po(7) = Ae'" 4 Be 0"

p3(x) = Ge'™

mit Stromdichten:

_ Ik pp
Si=—(1-1[D[)

hq 2 2
So=—(|A|" - |B
y =2 (A - |BP)
hk 9
Sy =— (|G
T m (| | )
Kontinuitatsgleichung: = S = S, = 53

dh. k(1 —|D%) = q(|A]" - |B]") = k|G’

Stetigkeit fiir Wellenfunktion:
e—tha | Deika _ po—iga | peina
Ael1® 4 Beiaa — ik
...und der 1. Ableitung der Wellenfunktion:
k(e~*a — Deite) = g(Ae~i9 — Beite)

q(Ae"™ + Be—iga = kGe™

= 4 Gleichungen fiir 4 Unbekannte
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(¢® — k?)%sin? 2qa
4k2q2 cos? 2qa + (k2 + ¢2)?sin? 2qa

= Reflexionskoeffizient: R = |D|2 =

4/€2q2
4k2q2 cos? 2qa + (k2 + ¢*)?sin® 2qa

= Transmissionskoeffizient: T = |G|* =

wegen
(¢* — 24°k? + k*) sin® 2qa
= (¢* + k*)?sin® 2qa — 4¢*k*sin? 2qa
= (¢* + k*)*sin® 2qa — 4¢°k*(1 — cos® 2qa)

folgt = R+ T =1 (wie erwartet)

klassisch: £ >0=T=1,R=0

quantenmechanisch: £ > 0 = R > 0 fiir fast alle £ (drastischer Unterschied zum

klassischen Verhalten!)
o £E>>V,=q~ k= R — 0 (&hnlich klassisch)

¢ FE—0=Fk— 0= T — 0 Das heifit, dak der Strom (fast) vollig reflektiert wird,

der Potentialgraben ist also fiir niederenergetische Teilchen fast nicht zu passieren!

e Rxsin’2ga= R=0fiirq=gq, = 5o Das heikt, dak es bestimmte Energien gibt,
bei denen Totaltransmission auftritt. Interpretation: ausloschende Interferenzen
der an vorderer und hinterer Wand des Potentialgrabens reflektierten Wellen. Es

gibt also keine reflektierten Wellen!

jetzt: —Vy < E < 0, diskretes Spektrum:

mit K2 = —28E >0, ¢* = w > ( folgen:

pi(x) = K2pi(z) = 0= g1 (2) = Cre™
o5 () + ¢*pa(z) = 0 = @q(x) = Acos qr + Bsingz

05(x) — K2ps(x) = 0 = @3(x) = Coe™™°
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(in ¢ und @9 wurde die Normierung bereits vorausgesetzt)
Stetigkeit der Wellenfunktion und der 1.Ableitung:
Cie ™% = Acosqa — Bsinga (I)

Cye ™% = Acosqa+ Bsinga (I1)
KCie ™ = q(Asinga + Bcosqa) (II1)

—KCoe = g(—Asinga + Bcosqa) (IV)
Asinga + Bcosqa ()
A cosga — Bsinga
Asinga — B cos ga
q —— (%)
Acosqa + Bsinqa
* = xx = (Asinqa+B cos ga)(A cos ga+B sin ga) = (Asin ga— B cos qa)(A cos gqa— B sin ga)

)] =K =q

IV/II = K =

~

AB (sin? ga + cos® qa) = —AB (sin” ga + cos® qa)

1 1

= 2AB=0 dh. A=0 oder B=0

1.Fall A=0
I/II = Cie ™ = —Bsingqa
Cye % = Bsinga
= (1 = —C)
ungerade bzw. antisymmetrische Losung: o(—x) = —p(z)
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2.Fall B=20
I/I1I = Cie ™™ = Acosqa

Che 5% = Acos qa
= 01 = 02

gerade bzw. symmetrische Losung: po(—z) = ¢(x)

I}\fo)l ({!’ {z:,}
::—"._;/_-C \ ——
| o
jetzt symmetrische Losung:
o1(z) = Cref” r < —a
pa(x) =Acosqr  —a<z<a
p3(1) = Cre &* r>a

mit K > 0,Cie %% = Acosqa (I) A bzw. C; durch Normierung festzulegen
K
II1T1/I = — =tan(ga) (%)
q

weitere Bedingung an Wellenfunktion, jetzt auswerten:

mit k§ = 22V, folgt aus Definition von k und ¢:
q2 _ k(Q) o K2
(%) -a = K -a = qatan(qa)

(koa)? — (ga)? = gatan(qa)
——

= (qa)’ +y* = (koa)?
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graphische Losung:

ry ' o) = Ueg)’ 2 (s et

7/\ / 7:6‘1-6‘:-‘ [Jw\{(,] ca)

A t t i =
X k i /o qa

Offensichtlich wéchst die Anzahl der Losungen mit der Tiefe des Potentialgrabends. Es

gibt mindestens eine symmetrische Losung!

Jetzt antisymmetrische Losung

©1 = Cler T < —a

po = Bsingr —a<zx<a
@3:—016[(& T >a

mit K > 0,Cie % = —Bsinga (1)
durch Normierung festzulegen
K
IIT)]I = — = —cot(qa) (x)
q

weitere Bedingung an WF, jetzt auszuwerten:

(%) -a= K-q = — gacot(qa)
~—~ N—_——
=4/ (koa)*—(qa)? Y

mit k2 = 22V},

¥+ (qa)* = (koa)’
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graphische Losung (hier zusammen mit dem vorigen Fall, man sieht das sich gerade und

ungerade Zusténde abwechseln):

qa

Anzahl der Losungen wéchst wieder mit Tiefe des Potentialgrabends. Allerdings kann

auch keine antisymmetrische Losung existieren! (Ubung: unendlich tiefer Potentialtopf)

4 Einfiihrung in die Axiomatik der Quantenmechanik

4.1 Der Hilbert-Raum

1. Axiom der Quantenmechanik:

Physikalische Zustédnde quantenmechanischer Systeme werden durch 1D-
Unterraume eines separablen Hilbert-Raums dargestellt, d.h. durch sogenann-

te Zustandsvektoren |W). Der auf 1 normierte Zustandsvektor ist im allg. der

Reprasentant des jeweiligen Quantenzustands.

Bem.:
e Zustandsvektoren a |¥) mit o # 0 phys. gleichwertig

e U(x) bzw. p(p) sind spezielle Darstellungen des Quantenzustands, die sich aus |¥)

gewinnen lassen

Der Hilbert-Raum H ist ein linearer, separabler und vollstdndiger komplexer Vek-

torraum, in dem ein Skalarprodukt definiert ist.

Lineraritat:

o |U)),[Uy) € H=|U;)+ [¥y) € H

37



Skript Physik C Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB WS 07/08

o [V)eH= a|V)c HmitaecC
inshesondere gilt:
o [Uy) +[Wy) = V) + [Wy)
o [Uy) +{[W2) + [Ws)} = {[W1) + [¥2)} + |Ts5)
o a(b|¥)) = (ab) |¥)
o a(|¥y) +[¥y)) = a|¥y) 4+ a|Vs)
= |U) eH= —|¥) € H
[T) + (— [W)) = 0) .. Nullelement von

gilt: [¥) +[0) = [¥);0[¥) = [0)

Skalarprodukt: Ist eine Abbildung, die |V) , |¢) € H eine komplexe Zahl (¢ |¥) zuordnet,
wobei gilt:  (p|¥) = (¥|p)"*

fir alle a € C: (plal) = a (p|V)

Skalarprodukt linear: (p|Wq + Wo) = (p|¥q) + (¢|V2)

wegen Definition: (U|T) eR

tiber Skalarprodukt léfst sich Norm ||W|| eines Vektors |¥) definieren:

[1]* = (¥[P)

e |U) heifst normiert, wenn gilt ||| = /(V|¥) =1

e Normierungsvorschrift |¥) — %

e Ein Satz von normierten (vom Nullvektor verschiedenen) Zustandsvektoren |¥y)

... |¥,) heifst orthonormal, wenn fiir zwei beliebige Elemente |¥;) und |V,) gilt:

(W3] W5) = di;

Seperabilitdt: Ein Raum heifit seperabel, wenn in ihm eine abzéhlbare dichte Teilmenge

existiert.
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= konnen zu jedem |¥) € H eine Folge |¥),|Vsy) konstruieren, die lim, . |V,) = |¥)
erfiillt. (Bem.: Rationale Zahlen sind abzdhlbar dichte Teilmenge der reellen Zahlen)
= In jedem Hilbert-Raum existiert eine Menge von Basisvektoren |ay) , |ag) , ..., die den

ganzen Raum aufspannen. Jeder Zustand |V) € H ist durch Basiselemente darstellbar:

U) = ax o)

1allgONB <Cvk|051> = 5kl

Komponenten a; aus Skalarproduktbildung

(W) = ) a{onfow) = a
2 onladoy
Ok
jetzt Komponenten einsetzen
T) = apfor) =) (| T) o)
k=1 k

= o) (| P)

= Z |lag) (| = I..Identitétsoperator
k
Bem.: Damit diese Darstellung des Identitdtsoperators in jeder Basis existiert, muft die

Vollstandigkeit des Hilbertraums vorausgesetzt sein. D.h. der Raum darf keine "Locher"
haben, wie z.B. V2 in der Menge der rationalen Zahlen.

Skalarprodukt in Komponentendarstellung:

o) = ar o) [U) =) " byfay)

= (p|U) = apbi {axlor) = > ajby
kil Okl t

4.2 Operatoren im Hilbert-Raum

Der Zustandsvektor |¥) enthélt alle Informationen iiber den physikalischen Zustand
des qm Systems. Wie kommt man von |¥) zu den physikalischen Observablen wie Ort,

Impuls, Energie usw.?
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2. Axiom der Quantenmechanik:

Jeder Observablen entspricht ein hermitescher Operator. Ort-und Impulsoperatoren

erfiillen Vertauschungsrelationen:

[, i) = iRl 6

Formal ist Operator A eine Vorschrift, die einem Element des Hilbert-Raumes ein anderes

Element zuordnet:

o) = Al0) = |AV) |}, [¥) € B

A linear: A(a|¥;) +b|¥5)) = ad |¥) + bA|T,)

(Bem.: In der Quantenmechanik sind nur lineare Operatoren relevant, weil Zustdnde
superpositioniert werden kénnen)

Summe von Operatoren: (A + B) ) = A |U) + B|¥) = B|¥) + A|U) = (B + A) |¥)
Produkt von Operatoren: (AB) |U) = A(B|¥)) # B(A|T)) (iallg.)

Kommutator: [121, 1:3} — AB — BA

Fiir den zu A gehorigen adjungierten Operator At gilt:

(¢lAw) = (A*6|T) ¥lp),|0) e H
o« (A+B)" = At 1 B
o (A)yr=4A
o (aA)t =a*At
o (AB) = B A+

Ein Operator heifst selbstadjungiert oder hermitesch, falls At = A,
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Identitéitsoperator: I |0) = |¥) V|T) € H

Projektionsoperator P,: von H auf Unterraum S , der durch N Basisvektoren |a;),i =

1, .., N aufgespannt wird
Pla;) = |oy) i=1,..,N

Unitére Operator: lassen Skalarprodukt invariant, d.h. (o|¥) = <(j o|U \If> fiir U unitér.

klar: Ut = U !

Matrixdarstellung von Operatoren in einer Basis
betrachten A : [¢) = A|¥)
entwickeln: (V) =5 C, |a), |¢) =D, dn|ay,) damit

Zdn o) = AZCn o) |- (|

; dpm <04;,1\jn> = ; C, <047,jflan>

Ay = Matrixelement von A in Basis {|o,)}
= =Y ApnCy

damit Matrixgleichung gefunden:

d; A A Cy

dy = Az Cy
- S —

) A |¥)

Matrixelement von Af 7

Ar = <04m|fl+an> = <Aam|an> = <an]flam>* — A
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Eigenwerte und Eigenvektoren von Operatoren
Falls gilt: A|¥) = a|¥) mit a € C
= |U) Eigenvektor (EV) zum Eigenwert (EW) a von A

’ Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell

Beweis:

AV W) = A|W) =a|¥) (¥
<\1/|A+n11> - <Aqf|\11> — o (U|W)
S/

a(¥|w)

*

= a=a

Eigenwertspektrum: Gesamtheit aller EW eines Operators

A |\Ijn> = Qn |\I/n>

a, .. n-ter EW, |¥,) .. n-ter EV

Bei Entartung gehoéren zu einem EW a,, mehrere linear unabhéngige EV |a,,) mit

a=1,2,--- M,, dabei ist a = Erwartungsindex und M,= Grad der Entartung

Jede Linearkombination von entarteten EV ist wieder ein EV zum gleichen EW.

Beweis: Bilden Linearkombination

My
|90n> = Z Cha ‘\Ijna>
a=1

wenden

an

A lon) = ;Cnaﬁ |Wna) = angcm V0

anl\l’na>

lon)
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Eigenvektoren von hermiteschen Operatoren, die zu verschiedenen

EW gehoren, sind orthogonal.

Beweis:

A |\I/1> = a |\I/1> ,A |\I/2> = Q9 |\I/2>
<\I/2‘A\Ifl> = a1 <\I’2|\Ifl>
= <A+\I]2“I’1> = <‘P1’A\IJQ> = a; <\I]1“P2>* = a2 <\I]2|\I’1>

= 0= (CLQ — al) <\I[2|\I/1> = <\I/2|\I/1> =0
£0

Eigenzustinde von hermiteschen Operatoren mit diskretem
Eigenwertspektrum bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem

(VONS).

Beweis: Hilbert
= Koénnen jeden Vektor |¥) € H nach Eigenzusténden eines hermiteschen Operators A

entwickeln.
T) =) Ch|0y)
Darstellung von A in {|¥)}?

Ay = <\1/n|/1\11m> — Gy (0| W0} = GO

6n m

’ d.h. hermitesche Operatoren sind in Eigendarstellung diagonal.

4.3 Dirac-Schreibweise

bisher Zustandsvektor |¥V) — ket-Vektor |¥)

dualer (adjungierter) Vektor [¥)" — bra-Vektor (¥

(Erinnerung lineare Algebra: Vektoren (x| des dualen Raums sind Linearformen x(|¥))
die auf dem Raum der Vektoren |¥) definiert sind)

Skalarprodukt — (bra |-| ket)

Bem.: (¥|p) = (U] - |¢)
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=[T)" (ol
({l - [w))*
= (p|¥)”

— flir komplexe Zahlen ist die Adjungation und die komplexe Konjugation identisch;

konsistent mit Einfithrung des Skalarprodukts frither

|ket) (bra| — "dyadisches Produkt", ist Operator

=) (¢]
O = (|9) (o))" = ([T 10)T = |p) (Y]
Qh)=19) el
Skalarprodukt

(@IQUx) = (@) (o)

speziell: |@) (| = 13@ .. Projektionsoperator auf |¢), projeziert |¢) - Komponente aus

Vektor |¥) heraus:

>

Pl 1>

frither (IV.2): P, projeziert auf Unterraum von H, der durch Basis {|o;)} i
aufgespannt wird.

1,..,N

Jetzt explizite Darstellung mit Dirac-Schreibweise moglich:

k=1
Py=2 " |aw) (au
N

frither (IV.2): Matrixdarstellung eines Operators A durch

Ay = < \Izm|21|n1/n>
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gewonnen. Jetzt: Operator aus Matrixdarstellung gewinnen:

= [Al = ZI‘I’ Ul AY|0) (U

= D7 W) (AW, ) (0
mn —_——

Amn
fiir beliebige Orthonormalbasis {|V,,)}

jetzt speziell: Basis der EV von A, d.h. A|¥,)) = a, |¥,,)

= Amn = an(smn

= A= V) 0mnan (Tal = > |V) a, (T,

= an|¥,) (¥
=> a,P,

A:Zanpn

Spektral- oder Eigendarstellung eines Operators

Bem.: Fiir beliebige Funktion f (121) gilt:

1) = flan) [¥n) (s

mit a,, |¥,) EW und EV von A

Beweisidee:

e betrachten

AQZZanmf (U |Zam|\ll

= Zanam W,) (0, W,,) (T, |
‘h/—/

Smn

= Zai (W) (W
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e analog

Ak = Zafz () (Vi
e Taylorentwicklung von f(A) = f(0) + f'(0)- A + 117(0) - A%+ .
e jeden Summanden einzeln behandeln wie oben

Warum ist die Spektraldarstellung von Operatoren interessant?

3. Axiom der Quantenmechanik:

Das Spektrum jedes hermiteschen Operators entspricht der Menge der

zuldssigen Mefkwerte der zugehorigen Observablen.

Wie bestimmt man den zu einer Observablen zugehorigen Operator?

starten von den Basisobservablen x —  und p — p

(I) Klassische, physikalische Groken der Form A = A;(x) + Aa(p) — A = Ay (&) + As(p)
(IT) alle anderen Fille (z.B. A= A(z - p)

— basteln so lange, bis Ergebnis mit empirischen Befunden iibereinstimmt

Bsp. fiir (I): Drehimpuls

klassisch: L =Z x p
quantenmechanisch: L = & x

d.h. Komponentenweise L; = €2k

Bem.: 3 qm. Observable ohne klassisches Analogon, z.B. Spin (spéter)

Wie kommt man zu einer allgemeinen Darstellung der Basisobservablen Ort und Impuls?

4.4 Darstellungstheorie
Fiir Orts- und Impulsoperator gelten die Eigenwertgleichungen

plp) =plp)
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mit EW z,p und EV |z), |p)

Definieren Translationsoperator

A

T(B) = ¢ %%  Parameter 3 € R

(wegen p hermitesch)

= T unitar

2. Axiom der QM: [#,p] = ¢h  kann verallgemeinert werden auf

dg(p)

.9(6)] = i

(Beweis iiber Taylor-Reihe und vollstédndige Induktion)

Anwendung hier

= #T()|z) = (z + B)T(3) |z)

d.h. auch T(3) |z) ist EV von & mit EW (z + f3)
in eingefiihrter Notation T'(3) |z) = |z + 3)
mit T(ﬂ) kann beliebiger Eigenvektor des Ortsoperators erzeugt werden
= Ortsoperator hat kontinuierliches Spektrum
Insbesondere kann EV |z) erzeugt werden
) =T(z) |z =0)

N——
EV zum EW z=0

(z|z) = <x — 0|7 (2)T(x) |z = 0>

A

T unitar
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(x|z) = <ac — 0|7 Tz = o>
d.h. |z) = T(z) |# = 0) normiert, wenn |z = 0) normiert ist

Analog kann mit Translationsoperator

~

Gla) =ei®®  a€eR
jeder beliebiger Impulseigenvektor

p) = G(p) [p = 0)

erzeugt werden.
Z, p hermitesch — orthogonale EV
Wegen kontinuierlicher Eigenwertspektren geniigen die Basisvektoren {|z)} und {|p)}

der verallgemeinerten Orthonormalitdtsbedingung.
(x]af) = 6(z — o)

(plp) = d(p — ')
frither (3.2):
FIA) = flan) W) (0,

verallgemeinern jetzt auf kontinuierliches Spektrum, damit:
F(4) = [ daf(a)|w) (.|

speziell:

Tmz/@mfww|w
é@:/mm&wm

jetzt Impuls-EV |p) in Ortsdarstellung angeben:

(wlp) = (& = O[T (x)lp)
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gilt

= (z=0[T(~2)lp)

*) LA
Z/ﬁﬂ®=0Wﬁhp@%>
~——

d(p—p’)

—~

= i (z = Olp)
N———

?

5(p—p) = (ply) = / da o) (ol

* *k

(oben berechnet)

damit

= Normierbarkeit erfordert (z = 0|p) = oz

= e~ # (ple = 0)

ok = eh P (x =0p')

Sp—p') = / deet* ) (pla = 0) (z = 0l)

= 2718 (p — p')| (ple = 0) |

1

Darstellung der Eigenzustande |p) des Impulsoperators p in Ortsdarstel-

lung, d.h. in Basis {|z)} des Ortsoperators

(alp) = —

eRTP

ohne Rechnen (komplexe Konjugation)

Brauchen noch allg. Zusténde |¥) sowie Operatoren in Orts- und Impulsdarstellung.

Impulsdarstellung der Eigenzustédnde |z) des Ortsoperators

1 i

xr) = e n*P
) = ———

Ortsdarstellung von |¥)

Vo) i= (o) = [dp (olp) (Y

1 %w ©(p)
V2rh ¢
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geht durch FT aus Impulsdarstellung hervor

V(o) = —= [ e
1

analog umgekehrt

dxe’%xp\lf(x)

o(p) = NGET

Das heifst, daf der Formalismus konsistent mit der heuritischen Einfithrung (2.2) ist.

Einnerung Interpretation:

o | (z|U)|? = |¥(x)|? .. Wahrscheinlichkeitsdichte bei Ortsmessung an einem Quan-

tensystem im Zustand |¥) den EW z zum Ortsoperator & zu messen

o | (p|¥)|*> = |p(x)]* .. Wahrscheinlichkeitsdichte bei Impulsmessung den EW p zum

Impulsoperator p zu messen

Orts- und Impulsdarstellung von Operatoren

Ortsoperator &

e In Ortsdarstellung

(w|2]a’) = (z]a

formal korrekt, aber uniiblich

einfacher: starten von Abb. | ) 2, lp) , d.h.

) =2[0) | (x|
(z]p) = (x|2[P) Z/dw (w\x!xﬂ (W) = 20(x)
ey ey

d.h. p(z) = 20 (z)

Damit kénnen wir die Zuordnung & — x treffen (konsistent mit heuristischer Ein-

fithrung in 2.2).

e In Impulsdarstellung

h d
W) :___5 o
(pl2[p) Py (p—1)
hd .
bzw. & — “Td (Ubung)
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Impulsoperator p

e In Ortsdarstellung
starten von Abb. |¥) 2, |©)

(z]p) = (z[p¥)

- /dxl (zlpla’) (@'|¥) ()
——

gesucht!

:/dx’/ ( 1plp’ @/93_2 (2'|0)

)
<|p|p>
)

<Ip

1
clx’alp’27ﬂi peﬁp(x z’) (2| D)

ﬁdeﬁp(z 1‘)
i dx

FL d d i/ /
Z/dx’f—/%ehp (=) (2 )
5(;—r$’)

vgl. mit (%)

o hd ,
= (alpla’) = <8z — @)

Formal korrekt, 14t sich aber vereinfachen - fithren Integration in () aus

hd
(ale) = [ o - o) @)
N 1 dI N——
(x) V(')

h d

= ¢(z) = i de

damit Zuordnung p — %% aus 2.2 bestétigt!

e In Impulsdarstellung
{plp|p") = po(p — 1)

bzw. p = p (Beweis: Ubung)
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Bem.:

e konnen aus  und p zusammengesetzte Operatoren A(i, p) ebenfalls in Orts- oder
Impulsdarstellung ausdriicken, z.B. Ortsdarstellung

. h d

A(z,p A ——
(z,p) — (x - dx)
e Orts- und Impulsdarstellung sind nur zwei Moglichkeiten die QM zu formulieren.
Prinzipiell kénnen wir Zustinde |¥) und Operatoren A in einer beliebigen Basis
{l¢n)} darstellen. Oft ist z.B. die Energiedarstellung, d.h. die Entwicklung nach

EV des Hamiltonoperators zielfiihrend.

= sinnvoll, die Born’sche Wahrscheinlichkeitsinterpretation (die sich auf die Ortsdar-

stellung bezieht) auf eine beliebige Darstellung zu erweitern:

4. Axiom der Quantenmechanik:

Ist {|pn)} eine vollsténdige Basis, die aus den EV einer Observablen A
besteht, so daf A |p,) = an |¢,) gilt, dann ist | (@, |¥) [* die Wahrschein-

lichkeit, dafs im qm. Zustand |¥) bei einem Experiment der Eigenwert

a, gemessen wird.

4.5 Melprozell in der Quantenmechanik

frither (II.1) Erwartungswerte beliebiger Funktionen des Orts f(x) und des Impulses
g(p) bestimmt

7= / 40 (2) f ()0 (x)

7= [ v (51 ) v

verallgemeinern jetzt auf Erwartungswert A einer Observablen A in Ortsdarstellung

A / U (2) A (a: Ei) (z)

i dx

— /dm/dm’ (U|z) <a:|21|a:’> ('|¥)
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d.h.

A= <\1/|A|\1/>

darstellungsfreier Ausdruck des Erwartungswertes

bestimmt durch:
e A .. hermitescher Operator
e |U) .. qm. Zustand

A reell:
A= (wAjw) = (Avv) = <\1/|A\1:>* _ A

Erwartungswert = Mittelwert einer Vielzahl von Messungen des Zustands |V)
Wie kann |¥) so pripariert werden, daf jede Messung auf A fiihrt?
Fordern, daf Streuung AA = 1/ (A — A)? verschwindet!
= 0L (AA)? = (A A2 = <\If|(fl—fl)2|\1!> - <(A—A)11:|(A—A)\p>
~~
A hermitesch
= [[(A- A > || =0
= A|U) = A|D)

D.h. stimmt bei qm. Messung der Erwartungswert mit den Ergebnissen der Einzelmes-
sung iiberein, dann ist |¥) ein EV von A und gemessen wird der EW von Al

Zwei Messungen kurz hintereinander miissen zum selben Ergebnis kommen (sonst macht
Messen keinen Sinn). Das heifit, dak das Ergebnis der zweiten Messung schon vorher fest-
steht!

= AA = 0 = messen Eigenwert von A (Argumentation von oben)

= Das heifst, daf das Ergebnis der 1. Messung auch schon ein EW von A gewesen sein
muf.

= D.h. 1. Messung hat Zustand |¥) so beeinflufst, daf sich nach der Messung das System

in einem Eigenzustand von A befindet.

= Mefprozefs fithrt zum Kollaps der Wellenfunktion.
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5. Axiom der Quantenmechanik:

Unmittelbar nach einer Messung der Observablen A mit dem Mefsresultat

a befindet sich das System sicher im Zustand |a).

D.h. vor der Messung ist das System in einem Zustand |¥). Messen Observable A,
die durch A ausgedriickt wird. EV von A bilden ONS {|¢,|}, kénnen |¥) nach {|p,)}

entwickeln

V) = Z (©n]¥]en)

n

Erwartungswert der Messung

A= (0lAw) = 37 (Tlen) (el Al (oul D)
N/

<90n|am|90m>
—_— ——

amdnm
= Zan| {onlP) 2

a, - mogliche Mefiwerte

| {p,|¥) |> - Wahrscheinlichkeit der jeweiligen MeRwerte

Nach der 1. Messung ist das System mit Wahrscheinlichkeit | (¢, |¥) |? im Zustand |p,,),
d.h. Wellenfunktion ist kollabiert, eine weitere Messung ergibt mit Sicherheit den Mefs-

wert a,,.
4.6 Zeitliche Evolution

4.6.1 Zeitentwicklungsoperatoren und Bilder

zeitliche Entwicklung der Zusténde durch SG bestimmt
ih W) = A (2, p) | )
dt - 7p

Wabhrscheinlichkeit kann nicht verloren gehen, d.h. Norm von |¥) bleibt erhalten, d.h.
|W(to)) A |W(t)) muf durch unitdren Operator darstellbar sein.
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(W () = U(t, to) [¥(to))
mit U (t,to) = Zeitentwicklungsoperator, unitar
Einsetzen in SG:

ih%U(zﬁ, to) = HU(t, to)

falls H nicht zeitabhangig, gilt:
U(t, to) = e #(-10)
Es ist oft sinnvoll U in Energiedarstellung anzugeben

a |90n> =k, |90n>

i

Unn = (ipmle H10-0p, ) = e=hEn-0)5,,,
damit
(ol (1)) = (omlU(t, )] W (t0) )
=3 Ul to) (9 ¥(10))
= TR i W 1)

. 17: . . Em
D.h. Koeffizienten (p,,,|¥(t)) oszillieren mit Eigenfrequenz w,, = == .

Schrodingerbild:

L d -

zeitliche Anderung wird durch unitéren Operator U beschrieben:

(W (1)) = U(t, to) |V4(to))
mit  U(t,t) = e nH(10)

(bisher immer im Schrodingerbild)
Operatoren sind im Schrodingerbild zeitunabhéngig (allenfalls explizit zeitabhéngig).

D.h.
. o .
A=A,
t ot

| =

A, =

QU
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Zeitabangigkeit von Matrixelementen

d - - . 0 . - T
— (V4|A =—(-HU A Uy —A Ue|As| — —H
o (W) == (pErvldde.) + (WIS Al ) + (WlA] - Ho.)
~——
=Wl Aslgs )
(U |3ﬁA Y H|op
- Sh S at S h S S

2 N N 0 -~ X
As =z |:HS7AS:| _As As
= > + 5 #
1215: Operator der zeitlichen Anderung der Observablen A
A, = zeitliche Anderung des Operators der Observablen A

Heisenbergbild

Zusténde zeitunabhégig, Operatoren zeitabhéngig

(W O1A]05(1)) = (k)| U (1 1) AT (1, )| |4(10))
(V| Ag(t) |[¢m)

AH(t) — e%H(t*to)ASG*%H(t*to)

Ag und |¢g) ... Operatoren und Zusténde im Heisenbergbild
offensichtlich H, = Hy = H
es gilt (Ubung):
A PN d - 2
At =+ [ Ap()] + o Ay = 4
()= 1 [f, Ant)] + 5 An

Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild : sowohl Zustandsvektoren als auch Operatoren zeit-

abhéngig, angewendet in Féllen wo
H=H,+ H
H, - zeitunabhéngig

H, - zeitabhéngige Storung
Annahme: H; = 0, dann Zeitabhéingigkeit bestimmt durch Uy (¢, to) = e~ i Ho(t=t0)

U,(t)) = Un(t, to) [P (to))
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falls Hy(t) # 0, dann muk Gleichung modifiziert werden; Ansatz:

A

|Ws(t)) = Uo(t, to) W (1))
———
Zustandsvektor im WW-Bild
damit in SG:

i W(0) = (Fo -+ F) [0, (1)

unter Ausnutzung von

d - d i Lo (e
ZUo(tto) = —e wHoli=to) — 5 Hoe wHo(t=to) — —7 Holo

folgt (Produktregel):
: i\ A Lo d . X
ih (—ﬁ) Hy [ 0,) + ihlo— [ ¥w) = (HO + H1> 7,)
L d 3 oy
ZFLUOE |\Ifw> = Hl ’\I/5> |UO
L d S
ih— [Ww () = Ug HaUg [Ww (£)
t N——

Hiw(t)

D.h. Zeitabhéingigkeit des Zustandsvektors durch Stérung H;(t) getrieben
L d A
ih— [Ww (2)) = Huw (t) [Yw (1))

Zeitabéngigkeit der Operatoren
Aw (t) = Uy (t, t0) AUy (t, to)

bestimmt durch
d - i
—Aw(t) = -
wlt) =1

A 0 - .
> o, Aw(t)] + o Aw(t)  (Ubung)
d.h. durch zeitunabhéngigen Operator H,

ot

Bem.: Dirac-Bild besonders relevant fiir praktische Rechnungen!

6. Axiom der Quantenmechanik:

Die Zeitenwicklung eines qm. Zustands wird durch gqm. Evolutionsgleichung be-

stimmt.

Bem.: (hier, Physik C) SG, fiir relativistiche Teilchen Dirac-Gleichung oder Klein-Gordon-

Gleichung
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4.7 Unscharferelation
4.7.1 Vertauschbare Operatoren

Satz: Sind A und B vertauschbare, hermitesche Operaoren, d.h. [fl, B] = 0, so lassen
sich immer gemeinsame Eigenzusténde finden, die sowohl A |p) = a|¢) als auch B |p) =

b|) erfiillen.

Beweis fiir nichtentartete Eigenwerte
EV |¥,,) von A erfiillen
Am/n) = a, |V,) |B

BA|v,) = AB|¥,) = a, B|U,)
~—— ——
[¥n) [¥n)
= B |W,,) = ‘\iln> ebenfalls EV von A zum EW a,,
keine Entartung vorausgesetzt!, d.h. ’\Tln> || [W,,)

= |¥,) muk wegen B|U,) = ‘\ifn> ebenfalls EV von B sein, d.h. B|U,) = b, |¥,,)

Konsequenzen fiir Mefiprozels?

falls |¥) gemeinsamer EV von A und B, dann folgt
L \2
(AA)? = <xpy <A - A) |\p> = 0= (AB)?

d.h. man kann die Observablen A und B gleichzeitig beliebig genau messen
Bem.: gegebenenfalls mufs das qm. System erst geeignet prapariert werden, um in einem

Eigenzustand zu sein

4.7.2 Nichtvertauschbare Operatoren

(AA)? :\<(A— ,21) v (A—A) xp>1: (ulus)

-~ -~

(ul |u)
(AB)? = <(B - B) x111|\(B - B) \11> = (w|v)
ol o
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es gilt die Schwarz’sche Ungleichung

(ulw) (v]v) = | (ulv)

damit hier (mit o, § € R)

(.

S (. 4
v~

i

=la+if| = Vo2 + 5 > |9
= (AA) (AB) > ¢ [{uls) — {o]u)

es gilt:

(v (4-1) (3-8) - (- 5) (-4) )
_ <\11|AB—BA|\IJ>

_ <\p| [A, f;} y\p> —:[4,B]

. (AA)(AB) > % A 5]

verallgemeinerte HUR

D.h. wenn zwei Operatoren nicht vertauschen, kénnen wir die zugehdrigen Observablen
nicht gleichzeitig (also fiir dasselbe |W)!) messen.

Beispiele

7

e HUR, [p, ] = 21
— (Az)(Ap) > &

(vel. 2.3)
e "Energie-Zeit-Unschéfe"
H|0) = E|T) =ikl |T)

= koénnen ih%t als "Energicoperator £" interpretieren

[Et] - ih%t . tz’h% —ih
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= (AE)(At) >

| >t

Bem.: Zeit ist keine Observable des qm. Systems, sondern ein Parameter t € R,
deshalb mufs vorsichtig interpretiert werden!

Zeitpunkt, an dem ein Teilchen den Ort x, passiert, ist um At ~ 22 unbestimmt.

Seine Energie hat Unbestimmtheit
oF

Po
AFE = a—p]p:po Ap = EAP = vAp

o AEAT = 0Ap2E — ApAr >
v

N | >

D.h. wenn man Energie sehr genau messen will (AE — 0) muf Ap sehr klein sein

~—

(Ap — 0), dann ist Az sehr grof, d.h. At — oo, miissen unendlich lange messen.
Falls der Zustand nicht hinreichend lange existiert (Bsp. angeregter Zustand eines

Atoms), bleibt seine Energie unscharf (sogenannte "Lebensdauerverbreitung").
e (4.3. Drehimpuls)
i = Li.’L' X ﬁ d.h. [A/Z = eijki*jﬁk

= (AL (AL) > DL (Ubung)

d.h. Unschérferelation héngt hier vom Zustand des Systems selbst ab!

5 Harmonischer Oszillator

grundlegendes Modellsystem, z.B. atomare Schwingungen

5.1 Schrdédingergleichung

Erinnerung Physik A, 4.4:

P 1
E = Egin + Epor = — + —ka?
2m 2
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mit Federkonstante k = mw?
wp .. Eigenfrequenz

= Hamiltonoperator in Ortsdarstellung

H (&,p) = 2]5; + %mw%ﬁ = —%dd—; + %mw%f
stationare Losung aus HVU = FU
Vereinfachung durch dimensionslose Variablen
r— &= %33
damit in SG:
normalisieren Energie £ — € = m%
damit
% (—j—; + §2> () = ep(§)

5.2 Grundzustand

weitere Vereinfachung des Hamiltonoperators

-5 (i)
~s i)
z;w;l%(dd c+€) s (5 )

_ % Bl 2
=5l T Sdg d€£+€)

1gd§

Definieren "Erzeugungsoperator"

und "Vernichtungsoperator"

®>
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1, d& 9
= §<_d_§2 +¢7) -
——
A..dimensionsloser Hamiltonoperator

N —

= (W)Jr%) o =ep I/dé“so*(f)

Jaseirio= (e=3) [ar©nto

Z;, bt adjungiert zueinander

e =1 falls bp(€) =0

— 2

= /dfi)go*(f)i)go(f) = (e— %) /d&“hol2

1 de|bp|?
_ L Jdelby| S 0D e

2 [di()

N —

dies legt nahe, daf l;goo = 0 den Grundzustand bestimmt, falls ¢y normierbar; untersu-

chen

A 1 d
by = NG (@ +5> ¢o(§) =0

dpg
_— :0
= dé + &po

1 .
Yo = Ce =& C aus Normierung

: ) 1
1i02/egd§:>C’:
— %
JT

Grundzustand des harmonischen Oszillators

1
I

g2 1
e 25;60:—

wo(§) =

5.3 Eigenwertspektrum

vorhin

B(,OQ =0 |B+
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brhgo =0 B
bbb = 0

brb = bbt — [13, lﬂ

(85 3) (#0) = (1+3) ()
vorhin <B+l; + %) ¢ = €p (dimensionslose SG)

= l;+g00 ist ebenfalls EV der dimensionslosen SG mit EW 1 + %

= 1 bty (noch nicht normiert)
1 3
e 1 _ = -
€1 + 5~ 3

Bem.: streng genommen nicht klar, dafs B+gpo tatséchlich Anlaft zum néchsthéheren EW

€1 gibt. Beweis kann {iber die Anzahl der Knoten in Ortsdarstellung gefiihrt werden.

jetzt interessiert in weiteren EW, EV| starten von ()

(B 5) () o= (2+3) ()

Vergleich mit dimensionsloser SG liefert weiteren EW und EV

~ 2 1
Yo X (bJr) (@0),62:2‘*’5:5
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allgemein gilt

(69+3) (1) o= (0 3) ()"

Pn X (6+> ©o, € =N+ =

mit € = h% folgt E, = (n+ %) Fuwg

Bem.:

o tiefste Enerergie Ey = %hwo #0,

sogennante "Nullpunktsenergie"; ist iibrigens die kleinste Energie, die mit der HUR

kompatibel ist. (Beweis: Ubung)

e Energieniveaus aquidistant

— b' deswegen "Erzeugungsoperator" geanannt

£ () (i)

Anzahloperator

b vernichtet ein Energiequant = "Vernichtungsoperator"

5.4 Eigenfunktionen

normierter Zustand

=i = () 6 ()

N

J/

-
©n—1..normiert

wegen Normierung gilt

02
1= /d§|s0n|2 = C2n /d§|b+90n—1|2

n—1

—
[ d€pn—1bb+@n_1

bt erhoht Anregungszustand um ein "Energiequant des Oszillators" = "Photon"

/ e o 1bbT o 1 = / et (6*13 n 1) On1 =

bth = Anzahloperator, fithrt auf n — 1 + Orthonormalitét
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. — 1 =
= Cn = ﬁCn_l D Cn_g

=C, = \/1—77!00 mit Cyp = 1 (Normierung in 5.2)
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Es folgen die normierten Eigenfunktionen

1 “ n
Pn = —F— (b+> 2

Bem.: speziell folgt

—l;+g0n =vn+ly,
B@n = \/ﬁwn—l

jetzt konkret

. ]_ [A)+ . ]_ . d —|—£ _%52
AT T Ry \ T c) ¢

=9 67%52
V112 :
1 - 1 2
_b+ - - 2 9 6*55
P2 5 $1 o o192 ( 3 )
allgemein
1 1e2
n — = Hn 6_56
4 %\/ nl2n \\El e

‘————hermitesches Polynom exponentielle Ddmpfung
Normierungsfaktor

hermitesche Polynome

Hy=1;, H =2¢ Hy=4—2; H; =86 —123

66



Skript Physik C Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt

UPB WS 07/08

Bem.:

1. ¢, 16st dimensionslose SG

2FE .
Tr = 5 SIn wol
Wo

. 2F

T = 5 Wo COS wol
mwy

= wia® +i? = 5Wo
w

0
. 2K

= 2] = woy | — + 22
mws

Aufenthaltswahrscheinlichkeit in dz ? Bestimmen Wahrscheinlichkeitsdichte w(x)

dt} Zeit in dx
de —
'U)(x) v T/Z} halbe Periodendauer
dt/dx 2 wo , 2
W@ = ST T e ™ o
damit
1 2F
w(r) = —F/—= fiir 2| </—
my 2L — a2 mwo
mUJO
sonst: w(x) =0
h 1
mit x =4/—¢&, E = (n—i——) hwo
mwy 2
wng WO _dr [ h
w(z) d mwo

folgt klassisch

1 )
w(f)zﬁ\/m fir [§] <v2n+1
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sonst: w(§) =0

quantenmechanisch:

Fiir grofe n ndhern sich qm. und klass. Wahrscheinlichkeitsdichten an

3. bisher nur stationdre Losungen betrachtet

©n(&) mit €,
zeitabhéngige Losung ergibt sich (3.2) zu

o) =Y Cre™5 " [y

mit Cp = (pn](0))
©(0) entspricht den Anfangsbedingungen, ist im allgem. eine Uberlagerung meh-

rerer Eigenzustidnde

6 Zentralfeld

6.1 Erinnerung: klassisch

Zentralfeld: V' =V (r) mit r = |7|
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mr X 1T :—d—VFxC:O da Fx7r=0
S—— dr r

d, .

E(rxmr)

————

| = 2 Projektion auf 7

T
P =22 Lzur

2
p? 2
2
damit kinetische Energie
P’ P; L 7

und Gesamtenergie

6.2 Drehimpulsoperator

gl
I
=)

klassisch: X L =€) x; pr

il

A

d.h.
d.h. Lz = €ijk Z)Afj ]ﬁk

=i

X

I
=P

quantenmechanisch: L

Klassisch gilt bei Bewegung im Zentralfeld die Erhaltung der Energie (Invarianz gegen-
tiber zeitlichen Transformation) und des Drehimpulses (Isotropie des Raumes).

= man kann erwarten, dafs Energie und Drehimpuls auch in qm. Zentralfeldern erhalten
bleiben

= man kann erwarten, daft bestimmte Zusténde gleichzeitig scharfe Werte fiir £ und L
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annchmen

= [f}, F[] =0 (Ubung)
weiterhin gilt
[ii, Z/\—JJ:| == ihéijkik
|:j—/i; i2:| = O

= Ubung

EW und EV zu L2 und ﬁz

wegen [f)z, ig] = 0 konnen EV bestimmt werden, die gleichzeitig die Eigenwertgleichung
fiir L; und L2 erfiillen. O.v.a.A.:

~

Li=L.
Wegen [fq, i]] = eijkihﬁk sind dann L, und L, unbestimmt
Indizieren EW zu L2 mit [ und L. mit m
schreiben speziell
L2 |1,m) = K2(L + 1) |1, m)
L,|l,m)=hm|l,m)

hier wurden spezielle Ausdriicke fiir die EW verwendet, die sich spéter als sinnvoll er-
weisen werden
I, m) = gemeinsamer EV zu L?und L.

fithren Leiteroperatoren ein:

damit
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gelten Vertauschungsrelationen

S Lbo = Pnb— 2= B L (L)
damit

. J

LyL |l,m) = (R +1) — hm(fim — R)) [l,m) | {I,m]|
R/_/ ~
(L-)"i- B2 (14+m) (I—m+1)

(Lm| LXL_|l,m) = (L, m| h*(L+m)(l = m + 1) |, m)
—m

V) (.

1L_|1,m)|? P21 +m)(l +1)
%/_/ N~ X
>0 wenn ji,my normiert

= Beziehung zwischen Drehimpulsquantenzahlen (I +m)(l —m+1) >0 (%)
analog folgt aus L_L, = 2L, <f)z + h)

(—=m)(l+m+1)>0 ()

(%) /() erfiillt fiir

me{=l,—l+1,...;0— 1,1} (xx%x)

D.h. zu jeder Drehimpulsquantenzahl [ existieren max 2/ + 1 Quantenzahlen fiir die

z-Komponente des Drehimpulses, (21 + 1) Einstellungsméglichkeiten des Drehimpulses

| N
mme i =9l = N = | = o

2
(=)l kann nur ganz- oder halbzahlig sein:
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trifft wegen (x % %) auch fir m zu

Bem.: Einzig aus der Kenntnis der Kommutationsrelationen des Drehimpulses wurden
zentrale Aussagen iiber mogliche Werte der Bahndrehimpulsquantenzahl [, die den Ei-

genwert A21(1 + 1) von L? beschreibt, und die z-Komponente fm gewonnen!

Veranschaulichung im Vektormodell

L2 |1,m) = K2(L + 1) |1, m)

= Betrag des Drehimpulses
‘E‘ =hI(l+1)>hl
L.|l,m) = hm|l,m) mit m e {1, —-1+1,..1}
D.h. fir [ #£0 |L|# L.
d.h. Bahndrehimpuls kann nicht ||, sein!

Bem.: Ursache ist die Unschirferelation: falls L||é, wiren L, L,, L, bekannt!

anschauliche Interpretation: L prizessiert um die z-Achse

Bsp.: | =z= |L| =h/22+1) ~ h-2,45
me {-2,-1,0,1,2}

e

%
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"Préazessionshewegung" ist eine klassische Vorstellung; wie sehen EV zum Drehimpulsoperator

tatsachlich aus?

vorhin:
|:[A/z7 [A/+:| = h[:-l-
= zzi“r ‘la m> = IA“r[:z ‘la m> + hf’+ |l7m>
= h(m + 1)L, |l,m)

aus [IA/Z, IA/_} = —hL_ folgt analog

L.L_|l,m)=L_L.|l,m)—hL_|l,m)

A

=h(m—1)L_|l,m)

d.h. L |l,m) sind EV zu L, mit EW A(m + 1)
Sukzessive Anwendung der Leiteroperatoren erzeugt neue EV von L. mit héherem /niedrigerem

EW.
wegen m € {—l,—l+1,...0l — 1,1} muf die Reihe der so erzeugten EV abbrechen:

L_|l,m=—1)=0;L.|l,~1) = —hl|l,—I)

Lillm=1)=0;L.|,1)=hl|l,1)

Um eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen, ist es sinnvoll, jetzt in die Ortsdarstellung

zu wechseln:

| St

v

&~

Xp—L=7TX

=

L=

=]
-~

Wegen der Rotationssymmetrie ist es zweckéfig, im folgenden mit Kugelkooerdinaten

zu arbeiten.

x =rsinfcosy
y =rsinfsinp

z=1rcosf
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aY

?A/
A
= ~

e é/a

b%
|

damit
r — Te,
v—>éT3+éelg+é #ﬂ
or rd0  “rsinddyp
(Beweis: Ubung)

damit

_hjoo0 1 9
090 T “sin6 oy

Driicken nun €y und e, in kartesischen Koordinaten aus, damit folgt fiir die Drehimpuls-

gl

kompenenten

i A . g_cosﬁcosgoi
g Y sinf Oy
i _h o g_cosesingpi
T T sinf Oy

A h 0

Lz:—,—

1 0p

Ei = [:x + if/y = heT¥ {i% + i cot 9%}

Operatoren des Drehimpulses hdngen ausschlieflich von Winkelargumenten (6, ) ab,

d.h. erwarten EV, die ausschlieflich von (6, ¢) abhidngen

|l7 m> = }/;,m(ea (,0)

4
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solle orthogonal sein, d.h.:
61,[’5m,m’ = /Yﬁm,((‘) QO)YLm(Q, (p) sin Qdédgo

vorhin (x)

Lo |lm=0=0; L.=|l,m=1)="hl|l,m=1)

in Ortsdarstellung
0 0
{% =+ 1 cot 0%} }/11(9, QO) = O(*]_)

ho
Z%W(@ p) = hlYy(0,¢)(x2)

(¥2) wird geldst durch Yy (6, ) = € f;(0) mit f;(0) zuniichst beliebig.
q.m. Zustand muf eindeutig sein, d.h. Y;(0, ¢ + 27) = Yu(0, ) = e =1 = [ muf
ganze Zahl sein, halbzahlige Werte kénnen ausgeschlossen werden

=m € {—l,—1+1,...l} ganzzahlig

jetzt mit Yy (0, p) = € £1(0) in (2%)

eil@a];l—f) +icot 0(il)e™ f,() = 0
dfi(0)  cosB
o0~ lsng?

@ _lCOSHdQ B ldsin&
fi  sind sinf

wird gelost durch
fl(e) = Ol sinl 0

= Cylsin™l g = L))

(Bem: einsetzen ols =
sn9

damit

Yy, = C;sin' 6e'¢

jetzt noch normieren
2m s
1é\cl|2/ dgp/ df sin 6 sin™
0 0

2w
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:27\01\2/ df sin® 1 9
0

S —
(2l11)2
[
/ 2l + 1
= C[ l2
1 20+ 1)!
= Yu(0, @) — 12— ( + ) LS

Eigenfunktionen fiir m < {

vorhin: Anwendung des Leiteroperators L_ verringert z-Komponente

ll,m—1)=CL_|l,m)

vorhin
A,m|LEL_|l,m) = (I, m|R*(+m)(l —m+ 1)|l,m)
‘i—|lm>|2:ﬁ| |l m — 1) |2 h2(l4+m)(I—m+1) ,wenn|l,m) normiert
1
= (C =
A/ (+m)(l—m+1)
d.h.

1 ~
h\/(l—l—m)(l—m—irl)L

|l>m_1>: —‘l7m>

In Ortsdarstellung

R . 0 0
I = he ) 2 il
fie { 89+ZC0t98(p}

folgen Drehimpulseigenzustande

(=D! @I+ 1)1 —m)! ™ o \'"" .y
— 0
Yirm 24! Ar(l+m)!  sin™6@ \ dcosb -

Y sind "Kugelflichenfunktionen"

oft geschrieben als

(02 = \/(QZ;(% n_lf!n)!P ! (cos0)e™?
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mit P (m > 0) .. "zugeodnete Legendresche Polynome"
fiir m < 0 gilt
Yiem(0,¢) = (=1)"Y;,, (0, ¢)
wobei
m (d\"
PMz)=(-)"1-2%2 — ) P
) = o= (1) P

mit Legendreschem Polynom:

Bix) = o (di) (o — 1

Veranschaulichung der Drehimpulszusténde

In der Atomphysik heifst die Zahl "I" aus dem Mebwert h\/l(l + 1) des Drehimpulses

"Drehimpulsquantenzahl"
[ =0 — s-Zustéinde
[ =1 — p-Zustande
|l =2 — d-Zusténde
| =3 — f-Zustédnde

[l =4 — g-Zustiande

s-Zustand

l=0(=m=0) Yoo(easﬁ):\/ﬁ

vollkommen rotationssymmetrisch

p-Zusténde

3 .
l=1,m=-1,0,1 Y4100, 0) = :H/g—sin heti®
T

|Y141]* = Aufenthaltswahrscheinlichkeit max. in Ebene Le, , d.h. Teilchen lduft mit

pos./neg. Umlaufsinn um z-Achse, nicht scharf in Bahnebene lokalisiert.
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klassische Interpretation schwer:

L.=0
L,=0
L,=0

L*=h*-2

D.h. Teilchen hat L, L,, die sich im Mittel kompensieren. Also lauft das Teilchen mit
gleicher Wahrscheinlichkeit mit pos./neg. Drehsinn um Achse Leé,

¥
? z 2
- A P ly"‘lt"‘l I /lydol
*® > o >
X
oy X,y f
Yool
d-Zustinde
[ ]
15 . o 4o T
Yoio(0, ) =1/ 32—7Tsm fe==%  (&hnlich Yi41)
[ ]
15 ot
Yo11(0,¢) =/ = cos O sin e™**
8
[ ]

15
Yo0(0, ) = ”16_71'(3 cos? 6 — 1)
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3 t * X
/\ /v?.*- Al > l 7?.0 I
D
;‘y XY

6.3 Das Wasserstoffproblem

fir Zentralfeld gilt klassisch (6.1):
2 72
Pr i

H=T+V =
+ 2m  2mr?

+ V(r)

jetzt quantenmechanisch:

2 Dy L2 =
H=—" L+V
2m * 2mr? + V()

damit stationare SG losen

Ansatz

damit SG: ausnutzen, daf
L2(0. ) = BAI(L +1)Y (0,9)(6.2)

damit stat. SG:

9 2
D RAI(L+1) ) u(r) U(r)

T 2 F
{ 2mi? 2mi? +V(r) r r

Dr =

in Kugelkoordinaten folgt (vgl. Ubung) P2 = (’—?2>
p? einsetzen + Produktregel fiir @ liefert

{_;_m% + % + V(r)} u(r) = Eu(r)
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2

jetzt speziell H-Atom = V(r) = — 22—
R 0% hl(l+1) e
- — =F
{ 2m Or? * 2mr? Amegr } u(r) u(r)
skalieren auf dimensionslose Lange r’
4regh? 0
r— '\ mit A = W602 =a,=0,529 A Bohr’scher Radius
me
_h_2 m2et 9% Rl +1) me! B me* i(r) = Bi(r)
2m 16m2e2h* Or' 2mr?  16m2e3ht  16m2e3hr!
32mieh? 1 2 1

et R, H 13,605¢V

L als dimensionslose Gréfe fiir Energie folgt 1D SG fiir Radialteil in skalierten

Ry
Einheiten (jetzt wieder ohne Strich)

{d—2+6+2—m}u(r):0

mit € =

dr? r 72

Asymptotik fiir r << 1:

setzen r = Kx, damit

2
{d—U%—K?e—I—%—l(H—l)}u:O

da? x 2
K0
U 1(1+1)
= { de?2 2?2 }u =0

Ansatz: U = 2 einsetzen, liefert: A\(A — 1) — (I +1) =0
2 Losungen:
M=1l+1

Ay = —1 = u = 2* divergiert fiir [ > 0 fiir # — 0; verwerfen

damit asymptotisches Verhalten fiir kleine r

u(r) oc vt fiir r — 0
Asymptotik fiir r — oo:
d? 2 1(l+1)
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d*u
= W +eu=0
Suchen Losung fiir gebundene Zusténde, d.h. € < 0

gegeben durch u = Ae ™" + B mit o? = —¢

damit

u(r) oce™® firr >>1

Vollstandige Losung

[e.¢]
u(r) = gttt emor E a;r'
r<<lr>>1 i=0

In radiale SG einsetzen liefert Rekursionsformel fiir a;

20(i +1) — 1
Gy = (77 -1
i(i+20+1)

d.h. bestimmen ay durch Normierung, danach sukzessive den Rest. Wie grofs ist "der
Rest" ? Reihenentwicklung a;r* muf fiir endliche 7 abbrechen, sonst ist keine Normierung
moglich.

Annahme: o = % mit n € N damit

2utl 1
ai:..n—
i(i+20+1)

=0

Qi—1

J/

=i1=n—1

es gilt i > 1 (sonst keine Reihe)

und [ > 0 (Drehimpulsquantenzahl)

‘n > |+ 1 .. Hauptquantenzahl ‘

Potenzreihe bricht ab bei

’z’mam =n,=n—101—1 . radiale Quantenzahl‘

. R
vorhin: a? = —e = ¢, = —# (En = ——y>

D.h. Energieeigenwerte werden ausschliefilich durch Hauptquantenzahl n bestimmt, nicht
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durch [!
Bem.: Dies ist eine zuféllige Entartung infolge der speziellen Form des Coulombpotentials
V(r) o2

Eigenfunktionen: hangen von [,n ab

Up (1) = ritle=w it (7)

(Rekursionsformel einsetzen)

Pnr,l = Qo

AL Dy, (ﬁ)

(n, +20+ 1)1 \ n

mit Laguerreschem Polynom

0=3 G
= (n— ) (a+3)l!

ao durch Normierung, weiterhin Riicksubstitution (r'ag — r) zu SI-Einheiten

wr) 2 (n—l—l)!(2r) - Lmjl(z_r)

r n2aq>/? (n+ 1! \nag nag

damit jetzt vollstéindige Eigenfunktionen des H-Problems

an,l,m(ra 95 90) = Rn,l<T)YE,m(97 2
mit n= Hauptquantenzahl (n > 1)
[= Drehimpulsquantenzahl (I <n — 1)

m= Magnetquantenzahl (z-Komponente von L) (|m| <)

R
E, = _n_g (R, = 13,605eV)
wobei
20+ 1 (1 —m)! ,
Yim(0,p) = P (cosf)e™*
L (6, ©) \/ I Urmn (cosf)e
!
"zugeordnete Legendresche Polynome"
Veranschaulichung:
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en=1=1=01<n-—

1) (1s-Zustand)

Ry =

radiale Wahrscheinlichkeitsdichte

T 2
Wn(r) = / dgp/ sin 9d97“2\\11n,l7m\2 = 7“2|Rnl|2
0 0

Upo (W) 1
LOR
t
>
v Q,
e n=2/1=0 (2s-Zustand)
1 T _r_
Ry = 1——]e 20
VW) ( 2a0)
-on 1
Uz‘ L
Za,
e n=2/1=1 (2p-Zustand)
1 _r
Ry = —e 20
\/ 24a} ao

-l
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7 Implikationen der QM

7.1 Determinismus und Lokalitat

e Doppelspaltexperiment

3
iy

S o RS )

3
)

L ey e bdeded e g ey gy

N\
Qd-( 4 [M-w y M an
mmufwl lJJJw.
Wir brauchen zur Erklarung der Messung sowohl Wellenmodell (Fiihrungsfeld) als

auch Teilchenmodell (Detektoren).

Was passiert jedoch, wenn man registiert, durch welchen der beiden Spalten die
Elektronen jeweils gehen? (Zum Beispiel mit einer Drahtschleife, die den Indukti-
onsstrom aufnimmt, wenn Teilchen durch lauft.)

= Interferenzmuster verschwindet

D.h. Teilchen wird durch Anwesenheit eines Spaltes, den es gegebenenfalls gar
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nicht passiert, beeinflutt! Mogliche Interpretationen:
— nichtlokale WW (Teilchen nimmt anderen Spalt wahr)

— statistische Interpretation iiber Fiihrungsfeld — QM ist indeterministisch,

konnen keine Aussage treffen, durch welchen Spalt das Teilchen laufen wird

e de Broglie’s Paradoxon

— bringen e~ in Kasten
— teilen Kasten

— bringen Késten an beliebig entfernte Orte (z.B. Tokis und Paris), Zustands-

funktion

V) )+ ¥p)}

1
= —{|U
V2 {0
Variante a)
— Offnen Kasten in Tokio

— Wellenfunktion kollabiert, e~ ist entweder in 7" oder P, wissen Ergebnis einer

Messung in P
Variante b)
— bringen Kasten wieder zusammen

— machen Doppelspaltexperiment = Interferenzmuster, d.h. e~ ist in 7" "und"
P. Also dndert sich duch Offnung eins der beiden Késten die WF |¥) instantan
in 7" und P.

"Kollaps" der Wellenfunktion

Kasten sind WW-frei, d.h. kein Energie- und Informationsaustausch = Re-
lativitdtstheorie formal nicht verletzt (¢ ist maximale Ausbreitungsgeschwin-

digkeit)

e Wigners Freund
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- [0) = 5 {[¥r) + [¥p)}

Physiker T nimmt in T eine Messung vor — fiir ihn ist WF kollabiert

Physiker P in P weifs davon noch nichts
— = fiir P ist WF nicht kollabiert

— = Physiker T ist fiir Physiker P in einem superponiertem Bewusstseinszu-

stand, sowohl |W7) als auch |Vp) gemessen zu haben.

o Stern-Gerlach-Versuch

Ankopplung des Drehimpulses an inhomogenes Magnetfeld = Strahlaufspaltung

nach Drehimpuls - (oder Spin-)komponenten:

54>

—)
it dus
jetzt mehrere SG-Aufspaltungen
[5.:4> : (5;;'{)
[, -4 : '
(4> — JS-G Y155 —> G,
; 15*--;> lg-_4>
6245

/

jeweils 50% / 50%

Ursache: kénnen nur jeweils eine Drehimpulskomponente scharf messen
(Vgl 4.1: |:Ez, f/],] = Zh€2]k£k>
modifizieren Versuch:

D.h. wenn wir ein einziges Elektron mit S, = —% am Ende des Strahlengangs

messen, bedeutet das, dak die S,-Orientierung zwischenzeitlich registriert wurde!
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]J—J K] I IS’ l ? 2'))
ﬁ) C; (T 100/
]Q{> D ]:* "5 J_c i
|:-,4> ¥ 5>

T 3

filhren beide Teilstrahlen zusammen,
ohne Sx -Orientierung zu registieren

Bem.: — Quantenkryptographie als mogliche Anwendung

7.2 Theorie verborgener Parameter

Ist indeterministischer Charater der QM real oder Ausdruck unseres unzureichenden
Wissens iiber die Systeme?

Bsp.

Beschreiben in Thermodynamik ca.10?® Teilchen mit sehr wenigen Zustandsgrofen wie
p, V., T, die letztlich Mittelwerten ensprechen.

Gibt es in QM "verborgene Parameter", die Eigenschaften des Systems letztlich doch
deterministisch festlegen? Und kénnen wir das iiberhaupt wissen, d.h. experimentell ve-

rifizieren?

Betrachten dazu Teilchenpaar aus zwei rdumlich getrennten Spin—%-Teilchen, deren Ge-
samtspin verschwindet. ("Verschrénkte Teilchen").
Annahme: Spin vollstéandig bestimmt, kénnen aber jeweils nur eine Komponente messen,

Wert i% durch das Vorzeichen der Projektion bestimmt:

A

s _ 2 :‘
X

Pty s
y,km( v %
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betrachten 2 verschréankte Teilchen; messen am 1.Teilchen S, = % = 2.Teilchen hat

Spinvektor in unterer Halbkugel

‘Q/? / D
x

gesucht: Wahrscheinlichkeit, daft das 2.Teilchen eine bestimmte Orientierung ¢ zur z-

Achse hat. Teilchen sei zunéchst unabhéngig;

= Wahrscheinlichkeit, daf das 2. Teilchen S, = % und Orientierung ¢ hat:

¢ (@:0 -:-—)bOzO

‘;& P=n GeX 2 P i
“@ ahv(.lpp v Lidee LHLL(,.,‘J».
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jetzt gqm behandeln:

cor f

n@

Operator, der Spinkomponente im Winnkel ¢ zur z-Achse, darstellt:
5'¢ = S'Z cos ¢ + S’xsiné

(spater, Physik D:)

. 1(10
0 —1
. 1( 01
Sy ==
10
. 1 [ cos¢ sin¢
=5, ==
2\ sin ¢ —coso
gilt
Aqﬁ cos% _ 1 cos%5
sin % 2 sin %
A¢ —sm% _ _l —smg
cos % 2 cos %

= damit EV bekannt
(Leicht nachzurechen iiber Funktionen des halben Winkels)

Wenn am 1. Teilchen S, = % gemessen wurde, muft das zweite Teilchen im Eigenzustand
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0

X = ' zum Spin —% sein. Entwickeln x_ nach EV von 5¢, gilt
0 coS % —sin %
= C + Co
1 sin % coS %5

ablesen: ¢; = sin %, Cy = COS%

D.h. Wahrscheinlichkeit, daf das 2.Teilchen S, = —%und Sy = % hat, ist ¢? = sin2§

= Theorie der verborgenen Parameter (TVP) und Quantenmechanik liefern unterschied-

liche Voraussagen, siehe graphische Veranschaulichung von P (SZ = —%, Sy = %)
A
bl 70 g

= konnen experimentell verifizieren, ob die Theorie verborgener Parameter die Realitéat

beschreibt
Experimente mit verschrankten Photonen, siehe z.B. Phys. Rev. Lett. 54, 1790 (1985)

zeigen, daft TVP die Realitdt nicht beschreibt!

= Problem mit Determinismus und Lokalitét nicht gelost! (Fiir weitergehende Fragen:

Bell’sche Ungleichung)

7.3 Realitatsproblem

e WF |U) keine direkte phys. Bedeutung, ist theoretische Konstruktion, mit der die

Wahrscheinlichkeit bestimmter Ereignisse berechnet werden kann
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e Annahme weiterer Eigenschaften von Quantensystem (z.B. TVP) fiithrt zum Wi-
derspruch mit Exp.
= auflerhalb von |¥) keine phys. Realitét, aber |¥) selbst ist nicht physikalisch.

philosophischer Ausweg: Positivismus, d.h. wir kénnen Existenz oder Nichtexistenz einer
Welle aufterhalb unserer Sinneseindriicke ohnehin nicht verifizieren ("egal")

Versuche, die Realitat zu retten:

e Theorie unausléschbarer Aufzeichnungen = MeRproze§, irreversible Anderung —

real existent
Reversible Zustandsénderungen (z.B. Aufspaltung nach Spinkomponenten S, =
j:% und spéteres Zusammenfithren des Strahls) sind unbeobachtbar und Exis-

tenzaussagen dazu sinnlos.

e sich teilendes Universum: Universum endet nicht in einem von vielen moéglichen

Zusténden als Ergebnis einer Messung, sondern alle moglichen Ergebnisse treten
tatséchlich auf
= Universum teilt sich in nichtwechselwirkende Parallelwelten

= nicht iiberpriifbar, keine 6konomische Theorie

8 Nahrungsmethoden

8.1 Zeitunabhangige Storungstheorie

Hamiltonoperator H = f[g + ﬁl mit f]l << ﬁg
FIO - ungestorter Operator
H, - Stéroperator
SG fiir Hy gelost:
Hy | v = B |5
E7(10) nicht entartet,
(TR 1T5) = Omn
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suchen Losung fiir H |0,,) = E, |U,,)
Ansatz: H = Hy+ AH, (A =1 .. volle Stérung)
E,, hiangen von A ab, Taylorentwicklung

E,=E,\) = EQ + X\E(Y + N2 EP? 1 .. Z/\Z
analoge Entwicklung fiir Zustdnde
0,) = [T, (A)) = [TO) + A TD) + XU + .. = i A wy
jetzt einsetzen in SG:

{Ho+ M 10, (0) = Ba(0) [2,(0)

Hy i N0y + i AFLTO (V) = i AN ED |9y
Koefﬁzientenverglgzh in Potenzen v::l A )
N — Hy [0 = B0 |30
A= Hy [UO) + 1, [00) = EO |oD) + BEW |w0)
N — Hy [0 + i1, [OD) = EO |0 + EW |o1) + BEX |w®)

dhnliches Vorgehen in Normierungsbedingungen:

(| T} Zxﬂ (PO

Jnm

muf fiir jedes A erfiillt sein.

Koeffizientenvergleich gibt nur fiir A(%) nicht verschwindenden Beitrag (0,,, = const.)
AY = Gy = (T WO
A= 0= TV 4 (TO gl
A2 — 0= (UO O 4 (wWOpDy + (wO)pR)

damit GS um E{” ,

\Ifgf)> zu bestimmen
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8.1.1 Storungstheorie 1. Ordnung

Hy ist hermitescher Operator = {‘\I/S))>} VONS

konnen Korrekturen nach ‘\Ifq(mo)> entwickeln
D) = e [9)
!
damit in Gleichungen, die sich fiir \! ergeben hatten

H, ZC(I) <°>> + ED [0

o)+ 0y [0 = B0y
l

<1)H0‘\I/ >
—_——
(0) | ,(0)
B |‘I’z )
()|

wegen Orthogonalitéit von {’\1152)>} bleibt

A+ (W10 = 0 Y+
l
B, + (VOB = B, + B 6 (0

speziell n = m

= D = (0 e

d.h. in 1. Ordnung Stérungstheorie folgt

Ey,

Q

EO 4+ <\D;0>|ﬂ1|q1;0>>

Bem.:

e Standardmethode um den Einflufs kleiner Stérungen auf Energicegenwerte abzu-

schatzen

e Methode kann auf andere als den Hamiltonoperator verallgemeinert werden
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Veranderung der Wellenfunktion?

vorhin

(WO + (VO ED) — 0

) = 3o o)
l

= S (o) + 30 (w0 <o
l N———— 1 —_———

Sim Ot
=+ ) =0
speziell n = m = ™ + b = 0
dh. ) =iKn mit Kn € R

aus (x) folgt weiterhin fiir n # m

<q/$2)|ﬁ1|q/%°)>
S
nm E;LO) B E;r?)

damit jetzt in |W,) = ‘\117(10)> + A ‘\I/,(ll)> + O(N\?)

[0) = D [ )

= W) = (L+ X)) [T + A el [T0) + 0(?)

eiAKn+0(A2) m#n

damit

W,,) = e {\\1/;0>> e My el \xp,&%} +0(\?)

m#n

Zustandvektor ist nur bis auf Phasenfaktor bestimmt
= owv.a.A K,=0

setzen weiterhin A = 1 (volle Storung)
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o) 2 W) + ) el [ W)
m#n
) (1) <q;g?)’ﬁ[1’q;%0)>
mit c . = Eflo)—Eﬁg)

nm

D.h. durch Stérung mischen weitere Zusténde ‘\Ilgg) >

mit m # n in den Zustand V¥, ein,

Einmischungskoeffizient von energetischem Abstand EY _—pY abhéngig, typischerweise

brauchen nur energetisch benachbarte Zustéande betrachtet zu werden.

8.1.2 Storungstheorie 2. Ordnung

Abkiirzung: Hy ,, = <\If7(qg)|f]1|\lfl(0)>
Matrixelement des Storoperators

damit GS bis \? auswerten

Hyp ’ (0)
> v?)
0 0 l
e EO _ El()
4 Z Hl,lmHl,mn B Hl,nnHl,ln
2
Rl ( BO _ El(O)) ( BO _ Eg)) ( £ E}O))

o)

8.1.3 Stoérungstheorie mit Entartung

Abkiirzung: M, Eigenvektoren zum Eigenwert F,,

Ho|U2) = B WD)
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o = 1,...M,, Unter Einfluss von Stérung H; kann diese Entartung (teilweise) aufgehoben

werden = Ubergang zu symmetrieangepassten EV sinnvoll

|90mp Z Onpa |\I](O)

Entwickung nach Stérke der Stérung

H = Hy+ \H,
Enp(A) = EQ + AE() + ..
|90np ‘SO(O)>+/\“P >+

einsetzen in H |0np(N) = Enp |@np(N))

(0 + AR (162) + Aol)) = (B + AELR) (o) +3])

Terme in \° = H, go(o) = Y g07(10p)
(0)> _
Pnp ) =

(klar)
Terme in \! = H, Lp(l) +

> +EY

0
%,3> | <\If$w)

WO A ) + (V) = EO (WD) + D (0ol

B (0|

iibrig bleibt

Vereinfachung: betrachten spezielles n, lassen n-Index weg

M
[657) = 2 Coa |07

einsetzen

Y CroHina =Y CprENd,

M
=Y Cpo {Hipa—EN0} =0 (%)

a=1
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Homogenes Gleichungssystem von M Gleichungen, hat nicht triviale Losung fiir
Hi; —EY . Hium
det {Hy .o — EW} = : =0

Hl,Ml HLMM—e(l)

= M Energiekorrekturen E%l) , EéQ), - E](\})
E,(,l) in () einsetzen, c,, mit o =1, ..., M bestimmen

9020)> = Za Cpa \I]g])>

D.h. welcher Eigenzustand unter Einfluss von H, seinen EW um E® veréindert, ist jetzt

= Symmetrieangepasste EV

bekannt.

8.1.4 Beispiel: Starkeffekt

Stark-Effekt: Verschiebung und Aufspaltung atomarer Niveaus im el-Feld
Hier: H-Atom = H, = —%A — %

jetzt Atom im homogenen E-Feld E = Fe,

= e~ spiirt zuséatzliches Potential —eEz

V

e e

N
-¢E>
CL[«OMQL-‘L( \ k

P ol ad Waepn &IOm(,fzo[NL[J

Frage der Stabilitét!
= H1 = —GEZ

Erinnerung (4.3) WF des ungestorten Problems:

2 _r 1
Is: Wigp = RipYoo = —=€ @

ag VAT
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1 T 1
25 1 Wogg = RogYyo = \/W <]. — 27%) e 2% =

/3 Roy /3
2p 1 Va9 = Ro1Yip = Ra1y/ —cosf = -2t —Z
4 r A7
3 , R 3
o1 = Ro1 Y11 = Roy | —/ = sinfe’” :—iﬂ—(Iﬁ—iy)
81 T 8T

R 3 )
Vo1 = Ro1Y1o1 = - _(fL’ - Zy)
T 81

S P TT

wobei Ry =
2 /24a3 40

FE,=—-R,, FE;=—0,25Ry vierfach entartet

s: nicht entartet

o z(antisymmetrisch)

=
1 0 2 0
= Eioz) = < \Ilgo)o | H, |‘P§0)0> =0
kugelsymmetrisch

in erster Ordnung Storungstheorie keine Energieverschiebung

2s,p: 4-fach entartet — Ubergang zu symmetrieangepassten Wellenfunktionen durch Liko
|80£)0) = c1p [Wa00) + c2p |Va10) + €35 [Wo1-1) + Cap | Vorr)

vgl. 8.1.3, ¢, Eéo) aus GS

4
ZCip {Hl,ji - E(1)5ﬂ} =0 ] = 1, ,4
i=1
brauchen Matrixelemente H; j; mit ungestorter WF, insgesamt 16 Matrixelemente
Hy(2) = —Hy(-=2)

‘11210(2) = —‘1’210(—2)
\I’2li1(05) = _\I’2li1(_a) a=2x,Yy

= aus Symmetriegriinden nur ein Matrixelement # 0

<\I/210|1ff1|‘11200> = <\I/200|[:]1|\11210> = 3eFay

98



Skript Physik C Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt UPB WS 07/08

damit GS
—EW  3eEa 0 0 c1
3eFay —FEW 0 0 e | _,
0 0 —EM 0 cs
0 0 0 —EM Cs

nicht triviale Losung nur fiir
{(E(l))2 — (3eEag)*} Efl)Q =0 (Sdkulargleichung)
Vier Losungen:

EF) = —3elay —

0 1 0 0
SOS )> = E (‘\Ijéo)o> - ‘\I’él)o>>
klar: ¢; = —co, c3=0¢4 =0

Eél) = 3eFay —

A7) = == (|w) + [wi))
c1 =cCy,c3=c4 =0

B =0 |10 = |89

B =0 o) = [¥0))
c1 =cp =0, c3und ¢4 beliebig

D.h. der vierfach entartete, 1. angeregte Zustand des H-Atoms spaltet unter Einfluss des

E-Feldes auf

Energie A (o) (o)
vr;—-\zlq{’?!oo > ¥ \q{'24o>a

4-fach n=2 I’QH - ( 2 L ewbac L)

entartet

A () fo
(:z J ¢ 200 D~ l’t_|.?4°)>—(]

=t f—m—— \ (udou>

E-Feld
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graphische Interpretation:

{\*‘Zro* fl'l'?do /Li'iﬂo-’l{‘lb

3 ' E\? X

/lkza\o

A +
200 &1
‘h 3{ > ))ﬂy
\e|o) n s o

Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons
curch E-Feld verschoben

Bem.: hier nur Storungstheorie 1.0rdnung
— linearer Starkeffekt, 2.0rdnung
Storungstheorie liefert den quadratischen Starkeffekt

8.2 Zeitabhangige Storungstheorie

A

H(t) = Hy+ H(t)
H, .. zeitabhingige Stérung

Losung des ungestorten, stationdren Problems
Hy|n) = E, |n)
sei bekannt, gelte (n|m) = 6ppm, S |n) (n| =1
gesucht ist die Losung des zeitabhéngigen Problems
Mw@:ﬁ@m
entwickeln |W(¢)) nach |n):

D) =D Cnlt) In) =3 eat)e 50 |n)

n
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e~ ntnt — Zeitabhingigkeit der Losung des statischen Problems

In SG einsetzen:

th c'n(t)ef%Ent ‘n> + zhz Cn(t) (—%En) e*%Ent |n>

= Z ca(t)e T B In) + Z Cn(t)e W ERH (1) |n)
n W_/ n

Zihéne_%E”t In) = Z Coe TP H () | (m)

n n

i (t)e P =3 <m|ﬁ1<t)|n>e*%Entcn(t)

Definieren Ubergangsfrequenz wh,, := £= hEm
damit Bewegungsgleichung fiir ¢, (¢):

ihem(t) =Y <m|ﬁ11 (t)|n>e—iwnmtcn(t)

System von (i.allg. oo vielen) DGL mit zeitabhéngigen Koeffizienten

Annahme: System zur Zeit t, = 0 im Zustand |I)

lcn(t)]* .. Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System zum Zeitpunkt ¢ durch Stérung
Hy(t) in Zustand |n) iibergangen ist.

approximative Losung ft'; dr

S en(t) = emlto) + hz / dr Hypn (7)o e (7). (4)
Annahme: Hy,p,,(7) kleine Stoérung
= Cm(t) & cm(to)
= cp(t) ~ V() = enlto) + Z / AT Hyp (T) X €757 ¢, (1)

Bem.: hohere Ordnungen durch Einsetzen von ci, )( t) unter dem Integral (x)
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8.2.1 Beispiel: "Fermi’'s golden rule"

Untersuchen Stérung durch zeitabhéngiges, monochromatisches E-Feld
E(i', t) =aqa (Fei(l}i*“’t) + F*e*i(kffwt)>

(iiber Real- und Imaginérteil von F' beliebige Phase darstellbar)
jetzt Atom im E-Feld, e~ erfihrt zusitzliches Potential V (t) = —ezE(z, 1)

= Stéroperator H, = —eZE(Z, )

— —GZ%ELGZkiF e wt + (_G%de—zkiF* ezwt)
—_——— N—————
A A+
2m

A
fir |Z| oc Atomdurchmesser, d.h. klein gegen \, gilt

k] - |z 7]
A~ —ciaF, At ~ —ezaF™*
Hyp(7) = Apue ™7 + AX €7
mit A, = <m|fl|l> = —Fa (m|ez|l)
nach 1. Ordnung Stérungstheorie (8.2):

1 t )
cg) (t) = cm(0) + ﬁi/o dr ; Hipp (T)e™mm 7, (0)

Atom sei vor Einschalten des Feldes in |1}, d.h. ¢,(0) = d,4
damit fir m # [

i t —i _
Aml e (Wi +w)T :| A;’;’Ll e (Wpm—w)T
0

ih —i(wp, + w)

4= |

ih —i(wy, — w)
mit Wy, = —Wny

C(l)<t> _ Aml ei(wml_w)t — 1 A;knl e_i(wlm_w) — 1
" th

(W — w) ih (=) (wp, — w)
jetzt speziell Absorption: w,,; &~ w nahrungsweise Resonanz, d.h. F,, ~ E; + hw

wegen wy,; — w =~ 0 dominiert erster Summand in W (t) und

Aml ei(wmlfw)t -1

T b i(wp —w)
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gilt
yeim 1‘2 _ |€i2612 — ei%e z%|2
= e 2| (e2 —e2)|? = 4sin® =
———— 2
1 2isin 3
A,|? 4sin? “mi=2y 14 |2 sin®(wWyy — w)L ¢
= | D) = Popn(t) = [ Aumi| 2_ — [ Ami] 4. (Wmi 22 —
R (g — w)? h (Wit —w)?5 2
t:mwé(wml—w)
Bem.: Es gilt:
1 in k
5(x) = L lim sin” kx

27t
Pl—»m(t) - |Aml|2ﬁé(wml - W)

Ubergangsrate = Ubergangswahrscheinlichkeit por Zeiteinheit

d 2
Wml = Eplm(t) - ﬁ|Aml|25(wml - w)

"Fermis goldene Regel"

e Ubergangsrate o< |Ubergangsmatrixelement|?

e Energieerhaltung durch ¢ - Funktion
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