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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Gruppen

Betrachten Menge GG von endlich vielen oder unendlich vielen Elementen G,, Gy, G, ...
in der eine Zusammensetzungsregel definiert ist, die jedem geordneten Paar G;,G; € G
eindeutig ein Element G, = G; *G; € G zuordnet. Im Allgemeinen gilt G; *G; # G; * G;.

Bsp. 1.1. Menge der natiirlichen Zahlen mit der Multiplikation.

Bsp. 1.2. Menge der reellen Zahlen > 0 mit der Multiplikation.

Bsp. 1.3. Menge der ganzen Zahlen ..., —2,—1,0,1,2, ... mit der Subtraktion.

Bsp. 1.4. Menge aller Drehungen der Ebene, die ein reguléres Sechseck in sich selbst

iiberfithren. Zusammensetzungsregel: Hintereinanderausfithrung von z Drehungen.

6 Elemente: a,a?,a®, a*, da®, a®.

e ... Einheitselement oder Identitat

Bsp. 1.5. Menge aller Drehungen des Raumes, die eine Kugel invariant lassen.

— kontinuierliche Menge;

T

C
¢

— Reihenfolge wichtig:

a)
b)

—_
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Def. 1.1. Eine Menge G von Elementen mit einer Zusammensetzungsregel, die jedem
geordneten Paar a % b von Elementen dieser Menge eindeutig ein Element ¢ = a % b
von G zuordnet, heifit Gruppe, wenn folgendes gilt:

i) Es existiert ein Einselement e € G mit sxe =ex s =s, Vs € G;
ii) Zu jeden s € G existiert ein Inverses s! € G mit sxs ! =s'xs=r¢, Vs € G

iii) Die Zusammensetzungsregel ist assoziativ, d.h. (a *b)*xc=ax*(b*xc) = axbxc,
Va,b,c € G (Abarbeitung von rechts nach links).

Bem. 1.1.

— Die Gesamtzahl g von Elementen der Gruppe G (wenn endlich) heifit Ordnung der
Gruppe;

— (axb) ' =b1xa"!, da:
(axb) " x(axb)=e=b"xa""xaxb

— Betrachte die Mengen von oben:

Bsp. 1.1 e=1
1 .
kein Inverses — € G p = keine Gruppe;
a

assoziativ
Bsp. 1.2 e=1

1
s'=-¢e @G} = Gruppe;
s

assoziativ

Bsp. 1.3  Es existiert kein Einselement, e — s # s — e
Es existiert kein inverses Element = keine Gruppe;
Ist nicht assoziativ, (a —b) —c#a— (b—c)

Bsp. 1.4 e = Drehung um 0°

1 _ 6k

s=a"= s = Gruppe;

assoziativ
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Bsp. 1.5 e = Drehung um 0°
51 existiert
Assoziativ? = Gruppe;
Betrachte Transformation auf Kugeloberflache:

Ablesen axbxc=(axb)*xc=ax (bxc)

Def. 1.2. Eine Teilmenge einer Gruppe G heifit Untergruppe H, falls ihre Elemente
unter der Zusammensetzungsregel von GG wieder eine Gruppe bilden.

Bsp. 1.6. In der additiven Gruppe der ganzen Zahlen ..., —2, —1,0,1,2,... bilden die
geraden Zahlen eine Untergruppe, die ungeraden nicht:
G : e=0, 0+s=s+0=s
sTh=—s, sksl=slteas=—s+s=0=c¢
G1: gerade Zahlen, e =10
ve G =G+ Gy
G,: ungerade Zahlen, e

1.1.1 Transformationsgruppen

Def. 1.3. Eine Transformation ist eine eineindeutige Abbildung f(z) einer Menge W
auf sich.
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Bem. 1.2.
— eineindeutig heiit: = # y = f(x) # f (y);
— Abbildung f heiit auf, falls gilt: Vb € W Ja mit f (a) = b.

Die Menge aller Transformationen mit der Vorschrift f* g (z) = f (g (x)) Ya € W bildet
eine Gruppe, die sogenannte volle Transformationsgruppe von W. Klar denn:

(i) Je: identische Abbildung = = x;
(ii) JInverses Element: f~!;

(iii) Assoziativ: (f x g) * h(z) = f (g (h(x))).

Untergruppen der vollen Transformationsgruppe von W heiflen Transformationsgruppen.
Alle Symmetrietransformationen eines Korpers bilden eine Transformationsgruppe, d.h.
speziell die Bsp. 1.4 und Bsp. 1.5 von oben; dabei umfafit W alle Punkte der Ebene bzw.
des Raumes.

Def. 1.4. Eine Gruppe heifit Abelsch oder kommutativ, wenn Va,b € G: axb=bx*a

Bem. 1.3.
— Bsp. 1.2 und 1.4 sind Abelsch;

— Bsp. 5 nicht:

XX
XX

a)
b)

Def. 1.5. Eine Gruppe G heiit zyklisch, wenn sie ausschlieflich aus Potenzen a* eines
Elements a besteht. a heifit erzeugendes Element, k ist die Periode der Gruppe falls

ak:e.
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Bem. 1.4. Bsp. 1.4 ist eine zyklische Gruppe.

Def. 1.6. Ein Satz von Elementen einer Gruppe G, bei dem sich jedes Element von
G als Produkt von endlich vielen Elementen dieses Satzes oder dessen Inversen ge-
schrieben werden kann, heifit Erzeugendensystem.

Bem. 1.5.
— Im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt;

— Fiir das Bsp. 1.5 bilden Drehungen um 2 Koordinatenachsen ein Erzeugendensystem.
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1.2 Konkretisierung von Gruppen

Betrachten N Objekte bezeichnet mit 1,2,..., N. Die Gruppe G aller Permutationen von
den N Objekten heifit symmetrische Gruppe Sy; deren Ordnung ist N

Bsp. 1.7. Symmetrische Gruppe S3 von 3 Objekten 1,2,3 (g = 6):

1 2 3 1 2 3 1 2 3
e= | a= | b= |

1 2 3 2 3 1 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
c=1 d= | f=1

1 3 2 3 2 1 2 1 3

Bem. 1.6. Anordnung unwichtig, permutieren Elemente und nicht Pldtze!
a: (1—-2,2—-3,3—1)

Offensichtlich gilt:

1 2 3
al
b = a? 2 3 1
al
3 1 2
1 2 3 1 2 3
al cl
2 3 1 =cxa=d=bxc= 1 3 2
cl bl
3 2 1 3 2 1
1 2 3 1 2 3
bl cl
3 1 2 =cxb=f=axc= 1 3 2
cl al
2 1 3 2 1 3
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1 2 3
al
2 3 1
e=a’:al
3 1 2
al
1 2 3

c*a # a*c= G nicht Abelsch
Bem. 1.7.

— Untergruppen von Sy heiflen Permutationsgruppen;

— {e, a, b} bilden zyklische Untergruppe.

Gruppentafel:

Tabelle aller Produkte aus je zwei Elementen, beschreibt abstrakte Struktur der Gruppe.
Hier fiir Bsp. 1.7: S5

e a b c¢c d f

ele a b ¢ d f

ajla b e f ¢ d

b|b e a d f c

clc d f e a b

d|{d f ¢ b e a

f|f ¢ d a b e
Inverses |e b a ¢ d f

Satz 1.1. Multipliziert man alle Elemente s einer Gruppe G mit einem festen Element
u € G von links, so ist s — u * s eine dem Element u zugeordnete Permutation P(u)
der Gruppenelemente.
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Beweis:

Alle Elemente u *x s sind paarweise verschieden, denn wére u * s = u* t fiir s # ¢ dann

u’l*u*SZS

I 4
1

u oxuxt=t

= jedem u € G ist eine der Permutationen P(u) zugeordnet.

Bsp. 1.8.

Satz 1.2. P(b) x P(a) = P(bx*a).

Bewelis:

Verallgemeinerung:

Wird jedem Element a einer beliebigen Gruppe G eine Transformation 7'(a) so zugeordnet,
daB Va,b € G gilt T'(b) *T'(a) = T'(b*a), so nennt man dies eine Konkretisierung von G.
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Erweiterung auf zwei Gruppen G und G':

Sei jedem Element a einer Gruppe G ein Element @’ einer Gruppe G’ so zugeordnet, dafl
gilt

(bxa) =b *xd
heifit diese Abbildung Homomorphismus.

Ist die Abbildung eineindeutig, heifit sie [somorphismus. Beide Gruppen haben dieselbe
abstrakte Struktur.

Bsp. 1.9. Symmetrische Gruppe Sj3 ist isomorph zu der Diedergruppe D3, der Gruppe
der Kongruenzabbildungen eines gleichseitigen Dreiecks.

a — Drehung um 120° im Uhrzeigersinn;

b = a®> — Drehung um 240°;

c
d — Spiegelungen an den jeweiligen Mittelsenkrechten.
f
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1.3 Direktes Produkt von Gruppen, Klassen

Def. 1.7. H und K seien Untergruppen von (G, deren Elemente vertauschen:
H,« Ky =Ky H, VH, € H K, € K.

Ferner lasse sich jedes Element von G eindeutig als Produkt K, % Hy, schreiben. Dann
nennt man G das direkte Produkt von H und K und schreibt G = K x H.

Bem. 1.8. Kann man G als direktes Produkt von H und K schreiben, kann man die
Eigenschaften von G aus den Eigenschaften von H und K ableiten!
Z.B. Die Multiplikationstafel von G folgt aus denen von H und K:

(Hy % Kp) % (He * Kg) = (H, * He) % (K % Ky)

Wird die Gruppenordnung g grof3, werden die Gruppentafeln unhandlich — Vereinfachung
durch Betrachtung von ,Klassen“ von Elementen mit dhnlichen Eigenschaften.

Def. 1.8. Ein Element a einer Gruppe G ist konjugiert zu b € GG, wenn es mindestens

ein s € G gibt, sodal

a=sxbxs "\

Satz 1.3. Sind b und ¢ konjugiert zu a, dann sind b und ¢ auch konjugiert zueinander.

Beweis:

1) a=sxbx*s !

2) a=58xcx*s!

2 ——— —N—

! Lvs=(s"

— 2 _ _
=b=s'%xaxs=s x5 kxcxs

10
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Def. 1.9. Elemente einer Gruppe, die zueinander konjugiert sind, bilden eine Klasse.

Bem. 1.9.

(i)

Kein Element einer Gruppe kann zu mehr als einer Klasse gehoren.

Annahme: a sei in Klassen gebildet von b; und ¢;, d.h.

1) a=sxb;*xs!

2) a=5%c; x5!

b;=s 'xaxs

—~
~—

-1 1

x5 xc;xs ks

s
= (s7! *s’) % C; % (s’l *s’)_l

D.h. b; und ¢; gehoren zur selben Klasse im Widerspruch zur Annahme!

e bildet eine Klasse fiir sich: s x e x s7! = ¢;

Bei Abelschen Gruppen bildet jedes Element eine Klasse fiir sich:
sxbxs ' =sxs1xb=b;

Bei endlichen Gruppen mufi a” = e fiir ein endliches n gelten. Dann haben alle
Elemente einer Klasse die gleiche Ordnung n:

Sei a" = e dann:

b =sxa*s !
_ n _ _ _ _
b":(s*a*s 1) =sxas txsxaxs .. . sxaxs P =s5% a" xs ' =e¢.
~—~
e e

Sei H eine Untergruppe von G und G, € G, ¢ H, dann bilden G,H,G;"' V H, € H
eine Untergruppe von G.

H und GbHaGb_1 sind konjugierte Untergruppen, jedes Element von GbHaGb_1 ist
konjugiert zu einen Element von H.

Fallen bei einer Anderung von G, alle konjugierten Untergruppen zusammen mit
H, so heifit H ein Normalteiler von G oder eine normale Untergruppe von G.

= Konnen Gruppen in separate Klassen €, aufbrechen.

11
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Bsp. 1.10. Rotationsgruppe Rj3

Elemente sind alle Drehungen im R®. Betrachten Rotation um Winkel ov um Drehachse
k: Ry («). Welche Elemente sind in der gleichen Klasse?

RRy (o) R = Ry (a) , mit ¥ = Rk

Bewelis:

[RRy(a) R k' = RRy () R™'R k

I
= RRy(a) k
= Rk + Rotation um k &ndert k nicht
=k + [RRy (o) R7'] dndert k' nicht, d.h. ist Drehung um &’

Noch zu zeigen: « &ndert sich nicht. Betrachten e, ey L k:

Ry (o) e; = ey cosa + ey sina.
Beliebige Rotation R iiberfiihrt Einheitsvektoren und Drehachsen k:

e; — €)= Re;
es — e, = Rey
E— K

R ist orthogonale Transformation, d.h. e}, e, 1 k'

Ry (o) €} = e} cosa + eysina (%)

12
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Andererseits:

[RRi (o) R7'] €} = RRy () 'R ey
I
== RRk (Oé) €1
= R(ejcosa + ezsina)

= e} cosa + e, sina

o Ry () e
D.h. RRy, (o) R~ und Ry (o) drehen tatséchlich um den gleichen Winkel .
Es gibt immer eine Rotation R die k in k' {iberfiihrt.

= 2 Rotationen um denselben Winkel gehoren in dieselbe Klasse, Rotationen um
verschiedene Winkel gehoren in verschiedene Klassen.

Bsp. 1.11. Symmetrische Gruppe S3

Lasst sich in 3 Klassen aufbrechen:

(a) C1=¢;

oo (12 123\ _,
B) C2=11931) 7% |312)~

Permutation aller 3 Elemente, entsprechen Drehungen in der Ebene in der isomor-
phen Diedergruppe Ds;

123 123 123
<®(%‘_{<213>“f’(321)“d’<13%)_c}

Ein Element bleibt unveréndert, entspricht Spiegelung in der isomorphen Dieder-

gruppe Ds.
Beweis:

(a) ses™! = e, e ist immer zu sich selbst konjugiert;

13
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123 (b lab=a

bl cacl=b

231 clac=1b

(b) bab™ = al = a analog:{ dad ' =b
321 dlad="b

bl faf~t=0b

231 L flaf=0

D.h. b zu a konjugiert, d.h. a, b in einer Klasse;

acat=d
beb™ = f N
(c) ded ' = f ¢, d, f in einer Klasse.
C =
fef7=d

Friither: Symmetrische Gruppe S35 isomorph zur Diedergruppe Ds:

R.R, = R,
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D3 = {67 R17 R27 R3a R47 RS};

2

s um die z-Achse;

Ry ... Drehungen um
Rs ... Drehungen um %71’ um die z-Achse;

R3, R4, Rs ... Drehungen um 7 um jeweilige Achse.

Damit Gruppentafel:

Inverses (§] R2 Rl Rg R4 R5

Cl =€
Klassen: { Cy = {Rs, Ry, R5} , RyRsRy' = Ry = RiRyR;!
C5 = {Ry, R} , Ry = R3R1R§1

Bsp. 1.12. G = {1, —1, ¢, —i} mit Multiplikation

Gruppentafel:

Zyklisch: i, i? = -1, = —i, i* =1, =

Abelsch: jedes Element bildet eine Klasse fiir sich.

15
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Bsp. 1.13. C; = {e,Cy} (C;... Drehung um z-Achse um 7 )

‘ e CQ
e € 02
Cg 02 €

Bsp. 1.14. Sy = {e, I} (... Inversion jedes Vektors)

~ ®
~ o |®
O NN~

C5 und S5 sind isomorph.

1.3.1 Klassenstruktur der Produktgruppe

Suchen Klasse fiir die direkte Produktgruppe G = K x H.
Eine Klasse von H x K enthélt alle Produkte H,K,, wobei H, die Elemente einer Klasse
von H sind und K die Elemente einer Klasse von K sind.

Beweis:

Seien K,H, und K. H; in der gleichen Klasse.

= JK.Hy mit:

(K Hy) (K Hy) (K.Hy) ™' = K.Hq

Elemente der Untergruppe einer Produktgruppe kommutieren:
K K, K, ' HiH,H; ' = K. Hy
———
K. Hy
= K, und K. sind Elemente einer Klasse von K;

Hp, und Hy sind in einer Klasse von H.

16
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1.4 Punktgruppen

Symmetrische Molekiile enthalten Symmetrieelemente wie z.B.:

Drehachsen

Spiegelachsen

Drehspiegelungen

Inversionszentrum

die durch die entsprechenden Symmetrieoperationen das Molekiil mit sich selbst zur De-
ckung bringen.

Drehungen C,,:

Gekennzeichnet durch Drehachse und Drehwinkel, C), ist Drehung um Winkel 27”,
n ... Zéhligkeit der Drehachse.

Bsp. 1.15. Pyramide

1 3
G,
—>
2 3 1 2
C§ = C5C5... Drehung um 4F,  C§ = e... identische Symmetricoperation

Bsp. 1.16. Sechseck

.
‘G
. 2

>

C
Hat sechszéhlige Drehachse,

Drehoperationen: Cg, CZ = Cs, Cg = Cy, Cg, C2, e.
Dariiber hinaus 6 zweizéhlige Drehachsen in der Ebene: C} und CY.

17
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Infinitesimale Drehwinkel fiir n — oo, d.h. fiir lineare oder rotationssymmetrische Mo-
lekiile gilt C.
Die Drehachse mit der hochsten Zahligkeit heifit Referenzachse oder Hauptachse.

Spiegelung o:

Korper kann Spiegelebene o, haben, diese enthélt die Referenzachse, sowie Spiegelebene
oy, L zur Referenzachse.

Bsp. 1.17. Pyramide hat 3 Spiegelebenen o,:

Drehungen und Spiegelungen werden auch als eigentliche Symmetrieoperationen bezeich-
net. Aus ihnen lassen sich weitere uneigentliche Symmetrieoperationen zusammensetzen.

Drehspiegelungen S,;:

Uneigentliche Symmetrieoperation bestehend aus einer Drehung um %’r und einer Spiege-

lung um einer Ebene L zur Drehachse. Die Teiloperationen C,, und o einer Drehspiegelung
konnen als Einzeloperationen existieren, miissen aber nicht.

Bsp. 1.18. Oktaeder

Es gibt keine zu Sg kollineare Drehachse Cg und auch keine Spiegelebene L dazu.

18
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Inversion i:

Inversion an einem Punkt entspricht der Drehspiegelung So; 2 Operationen 4, 1% = e.

Die Menge der Symmetrieoperationen fiir ein Molekiil ist vollstéindig in dem Sinne, dafl
das Produkt zweier Symmetrieoperationen wieder eine Symmetrieoperation ist.

Die Menge enthilt die identische Symmetrieoperation, zu jeder Symmetrieoperation exis-
tiert das Inverse und die Produktbildung ist assoziativ

= Menge entspricht einer Gruppe.

Da bei allen Symmetrieoperationen mindestens ein Punkt des Molekiils festbleibt, spricht
man von der Punktgruppe des Molekiils. Die Vielfalt der Punktgruppen ist begrenzt. Es
gibt folgende Punktgruppen:

C,.: Molekiile, die als einziges Symmetrieelement eine n-zdhlige Drehachse C), haben.
Solche Molekiile sind selten.

Bsp. 1.19. Triphenylarsin [As (CgHs),]

As

Nichtaxiale Gruppe (] ist in C), enthalten, C; enthélt nur die Einheitsoperation e.

Son: Hier fillt die n-zéhlige Drehachse mit einer 2n-zéhligen Drehspiegelachse zusammen
und es gibt kein weiteres Symmetrieelement. Besteht aus den Elementen:

2 3 2n—1
6, 827“ SQTL’ Szn, s ey 2TL
Il

2 2

Cs,0
I

Ch

19
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Fiir ungerades n ist wegen
Sy, =C5 0" =Cy0 =1

die Inversion enthalten.

Fiir n = 1 besteht die Gruppe nur aus e und i, sie wird dann C; genannt.

. Diedergruppe D,,, n-zdhlige Referenzachse C,, und n zweizéhlige Drehachsen 02(1),

052), o Cé") L zur Referenzachse. D,, besteht aus 2n Elementen:
e, Cp, C2,...,cm 1 ¢V . o
Bsp. 1.20. Diphenyl

: n-zéhlige Drehachse und n Spiegelebenen, deren Schnittgerade diese Drehachse ist.

Besteht aus 2n Elementen:
e, Cy, C2, ... 0n"t gV gl

Punktgruppe der reguléren n-seitigen Pyramide.

Bsp. 1.21. H50 hat Cy,

H H

: n-zdhlige Drehachse und Spiegelebene o, 1 dazu. Enthalt die 2n Elemente:

2 -1
e, Cn, Co, ..., C %, eop, Chop, ...
=0h =Sn

Spezialfall Cy;, besteht nur aus e und o3, wird auch als Cy bezeichnet, enthélt alle
Molekiile, die lediglich eine Spiegelebene haben.

20



Prof. Dr. habil. Wolf Gero Schmidt

C,p, ist das direkte Produkt von C,, und Cy: C,, = C), x C,.

Bsp. 1.22. trans-1,2-Dichlorethan hat Cy, (Cy L Blatt)

H Cl
\C C/

/ N
Cl H

D,;,: Symmetrieelemente von D,, und Spiegelebene 1 zur Referenzachse, d.h. oy,.

Gruppe D, enthélt die 2n Elemente von D, und alle Produkte dieser Elemente
mit oy, d.h. 4n Elemente.

D, ist die Punktgruppe des regulédren n-seitigen Prismas.

D,, ist das direkte Produkt von D,, und C,: D, = D,, x C..

Bsp. 1.23. Benzen hat Dy,

D, 4: Symmetrieelemente von D,, und n Spiegelebenen die die Refenrenzachse enthalten
und die Winkel der n zweizdhligen Drehachsen halbieren.

Fiir n ungerade:

D,,q ist das direkte Produkt von D,, und C;: D,q = D,, x C;.

21
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Geometrische Veranschaulichung fiir Dsy:

] === = ===y

T ;: Tetraedergruppe enthilt alle 24 Symmetrieoperationen, die ein reguliires Tetraeder!
in sich iiberfiihren.

O;,: Oktaedergruppe? enthilt alle 48 Symmetrieoperationen, die einen Wiirfel in sich
iiberfiithren.

I,: Ikosaedergruppe enthilt alle 120 Symmetrieoperationen, die ein reguliires Ikosaeder?
in sich selbest iiberfiihren.

Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaedergruppe werden zusammenfassend als kubische
Gruppen bezeichnet.

!Tetraeder bestehen aus 4 gleichseitigen Dreiecken.
2QOktaeder bestehen aus 8 gleichseitigen Dreiecken.
3Ikosaeder bestehen aus 20 gleichseitigen Dreiecken.
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C.., Dy,: Wenn bei C,, und D,;, n — o0
= infinitesimale Drehwinkel moglich, d.h. kénnen lineare Molekiile beschreiben.

Beispiele: C,: CO, NO;

Dooh: COQ, NQ.
n= 2 3 4 5 6 00
— T N
A D
G ' | g
\ / | - \ - ~
v = 1« -y
Y ) ~
D v »
Cone
CFIV
(pyramid)
\ - I N ~ |
| - I
Cnh -
| / - - (N ~
Dnh
(plane or bipyramid)
i< ‘ ~ N\
p, ™ YV 4 » [ w0
[ | v v e
. - al

s, ™YY 4 )
m_J/ VY V¥

[Aus: Atkins’ Physical Chemistry, P. Atkins and J. de Paula, Oxford University
Press, Auflage: 9, (2009)]
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1.4.1 Systematische Bestimmung der Punktgruppe

Um die Punktgruppe eines Molekiils zu bestimmen, ist es nicht nétig, alle Symmetrieele-
mente bzw. Symmetrieoperationen aufzusuchen, da sich die Symmetrieelemente zum Teil
untereinander bedingen. Das folgt daraus, dal die Menge der Symmetrieoperationen eine
Gruppe bildet und demzufolge zu je zwei Symmetrieoperationen auch deren Produkt eine
Symmetricoperation sein mufl. Effektiv 148t sich das mithilfe eines Bestimmungsalgorith-
mus (Bild unten) durchfiihren.

Art der weitere Symmetrieelemente
Drehachse S,, GC,1C, Gh Gy, 0y
1 I I 1 1
1 1 1 1 1
1 . 1
: : : 1 mit o
1 eine Cm 1 1 ] DCDI'I
! lineare Molekille ! ohne o1 C
1 1 | ] ] cov
1 1 | | |
1 1 [ 1 I |
] 1 1 h
mehrere C,, (n23) : : I
: N ] ] ] O
kubische Molekdle I : I
1 ] ] ] 1 Ty
1 1 I | |
1 | S, kolinear zur C, | S
: sonst keine Symmetrieelemente: 2L
1 [
1 1 | mit O ) D
eine C, (n22) T | nh
: 1 mit C,LC| | mit oy
1 chne oy, Dnd
1 | ohne Gy
1 | | Dn
I ] | |
1 I | mitop |
| | 1 Con
i | ohne C,1C, | mit G,
1 [ : ohne o}, Crv
1 ohne G
I | I v
: I I I I C,
! I ! I I
1 1 mit Sz =i | | C
I 4
: 1 1 | !
keine C, (nz2) | | mito |
: ohne S, =i 1 Cs
1 1 ohne G
: 1 1 1 1 C1

[Aus: Quantentheorie der Molekiile, J. Reinhold, Teubner Verlag, Auflage: 1994, (1994)]

Bei Anwendung des Algorithmus geht man in zwei Schritten vor. Im ersten Schritt be-
stimmt man Art und Anzahl der vorhandenen Drehachsen. Zunéchst sucht man die
Drehachse hochster Zahligkeit, die Referenzachse, auf; gibt es mehrere Achsen hochster
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Zahligkeit, wird eine von ihnen willkiirlich als Referenzachse festgelegt. Folgende Fille
konnen auftreten:

a) Eine Cy; das Molekiil ist linear, die Punktgruppe ist Do, oder Cyy;
b) Mehrere C,, mit n > 3; es liegt eine der kubischen Gruppen I, O, oder Ty vor;

¢) Eine C,, mit n > 3 bzw. eine oder mehrere Cs; die Punktgruppe ist Ss,, Dpn, D,
Chn, oder Cp;

d) Keine C,, (n > 2); das Molekiil gehort zu einer der nichtaxialen Gruppen Cj;, C, oder
Ch.

Molecule

Select C, with
highest n; then, are the nC,
perpendicular to C,?

[Aus: Atkins’ Physical Chemistry, P. Atkins and J. de Paula, Oxford University Press,
Auflage: 9, (2009)]
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Im zweiten Schritt werden - entsprechend den Verzweigungen des Algorithmus - eventuell
vorhandene weitere Symmetrieelemente aufgesucht. Dadurch wird dann die Punktgruppe
festgelegt.

Bsp. 1.24. NH3-Molekiil

Es ist eine dreizdhlige Drehachse C5 vorhanden.

Wir haben also zwischen den Gruppen Ss,, D,n, Dna, Dy, Cupn, Chy und C), zu unter-
scheiden. Dazu miissen weitere Symmetrieelemente aufgesucht werden.

Es gibt keine Sg kollinear mit der Referenzachse C'3 und keine zweizdhligen Drehachsen
senkrecht zu dieser Achse.

Die Punktgruppe ist also eine der C-Gruppen. Da keine oy, jedoch (drei) o, vorhanden
sind, liegt die Punktgruppe Cj, vor.

Bem. 1.10. AuBerlich sehr verschiedene Molekiile kénnen zur gleichen Punktgruppe
gehoren und damit gleiche Symmetrieeigenschaften haben. Die Bestimmung der Punkt-
gruppe eines vorgegebenen Molekiils ist daher eine wichtige Voraussetzung fiir das Ver-
standnis vieler Molekiileigenschaften. Allein schon mit der Festlegung der Punktgruppe
gewinnt man wichtige Informationen iiber manche Eigenschaften. Als Beispiel wéahlen
wir die Frage nach der Existenz eines permanenten Dipolmoments. Das Dipolmoment ist
eine vektorielle Grofle; der Dipolvektor mufl invariant gegeniiber allen Symmetrieopera-
tionen sein, d.h. er muf} in allen Symmetrieelementen des Molekiils liegen. Molekiile mit
einem Inversionszentrum, einer Drehspiegelachse oder mehreren nichtkoaxialen Drehach-
sen scheiden deshalb aus; ein permanentes Dipolmoment haben nur Molekiile, die zu den
Punktgruppen Cy, C,, oder C,, gehoren.

1.4.2 Kiristallklassen

Bei Punktgruppen, die in Kristallen auftreten, konnen nur Symmetrieachsen der Zahligkeit
2, 3, 4 und 6 vorkommen. Die Untergruppenhierarchie der Punktgruppen O, und Dy,
(sieche Abb. unten) bilden damit die 32 als Kristallklassen auftretenden Punktgruppen in
Kristallen. 7" und O sind diejenigen Untergruppen von 7y bzw. Oy, die nur die Drehungen
enthalten. T}, ist das direkte Produkt aus 7" uns Cj.
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Gruppenordnung;:
/0h 48

7 c 3
s\i\cz / 1

[Aus: Quantentheorie der Molekiile, J. Reinhold, Teubner Verlag, Auflage: 1994, (1994)]

Beim Vergleich der Gruppenordnungen fillt auf, daf§ die Ordnungen der jeweiligen Un-
tergruppe Teiler der Gruppenordnung sind. Das ist kein Zufall, sondern entspricht dem:

Satz 1.4. Satz von Lagrange:
Die Ordnung einer Untergruppe ist Teiler der Gruppenordnung.

Bem. 1.11. Eine Gruppe von Primzahlordnung kann keine nichttrivialen Untergruppen

haben.

Die 32 Kristallklassen werden in 7 Kristallsysteme eingeteilt:

27



Prof. Dr. habil. Wolf Gero Schmidt

Oy, - kubisches System mit 5 Kristallklassen, unten wird die Zahl der jeweiligen Drehach-
sen und Spiegelebenen angegeben

G T 77:, (@) 7?1 Oh
2 3 4 6 0 6
c3 4 4 4 4 4
c4 0 0 3 3 3
Spiegelebenen 0 3 0 6 9
Inversionszentrum 0 1 0 0 1
Dgp, - hexagonales System mit 7 Kristallklassen
G Ce Cen Dy Dg, Cou D3p, Can
C2 0 0 6 6 0 3 0
c3 0 0 0 0 0 0 1
Ce 1 1 1 1 1 1 0
Spiegelebenen 0 1 0 7 6 3 1
Inversionszentrum 0 1 0 1 0 0 0
Dgy, - trigonales System mit 5 Kristallklassen
G C3 Can Ds C3y D3y
Co 0 0 3 0 3
c3 1 1 1 1 1
Spiegelebenen 0 1 0 3 3
Inversionszentrum 0 0 0 0 1
Dy, - tetragonales System mit 7 Kristallklassen
G Cy Sy Cap Dy Cay Dy Dy,
Co 0 0 0 4 0 2 4
cq 1 0 1 1 1 1 1
S4 0 1 0 0 0 0 0
Spiegelebenen 0 0 1 0 4 2 5
Inversionszentrum 0 0 0 0 0 0 1
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Dyy, - orthorhombisches System mit 3 Kristallklassen

G D, Coy Dy,
Co 3 1 3
Spiegelebenen 0 2 3
Inversionszentrum 0 1 1

Cs, - monoklines System mit 3 Kristallklassen

G C2 Cs th
C2 1 0 1
Spiegelebenen 0 1 1
Inversionszentrum 0 0 1
S - triklines System mit 2 Kristallklassen
G C1 i
Inversionszentrum 0 1

Bem. 1.12. Zur vollstindigen Charakterisierung der Kristallsymmetrie mufl nicht nur
die Punktgruppe, sondern die Raumgruppe betrachtet werden.
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Kapitel 2

Darstellung von Gruppen

2.1 Worum geht es?

Betrachten H,O-Molekiil mit Cy,-Symmetrie:

A
y4

\4

/ N,

Wie wirken die 4 Symmetrieoperationen e, Cy, 0,(xz), o, (yz) auf ein Basisobjekt?

R

Untersuchen zunéchst e, am Sauerstoft:

/ JE—
e, = Re,
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el ey — e, = ey

Cy: ey, — €, = —e,

oy (12): ey — €, = —ey
o, (yz): e, — e; =e,

D.h. die Wirkung besteht in der Multiplikation mit +1; schreiben:
I'(e)=1, T(Cy)=-1, T(o,(x2))=-1, o,(yz)=1
Im Falle von e, werden die 4 Symmetrieoperatonen durch
L)=1, T(Cy)=1, T'(o,(z2)=1, o, (yz)=1
dargestellt. Fiir e, gilt entsprechend:
L'e)=1, T(Cy)=-1, T(o,(x2)=1, o, (yz)=-1

Fiir das komplette Dreibein gilt entsprechend:

e, e

e, | =T(R)| e,

e e,

mit:

1 0 0 -1 0 0
Tey=| 0 1 0|, T(@)=[ 0 -1 0
0 0 1 0 0 1
1 00 -1 0 0
To)=|0 -1 0|, T@)=[ 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Die Vielfalt der Objekte, deren Transformationsverhalten bzgl. einer Punktgruppe unter-
sucht werden kann, ist unbegrenzt.
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Betrachten z.B. das Transformationsverhalten der p,-Orbitale der Kohlenstoffe des cis-
Butadien:

N C/
7 N

1 00 0 0 0 0 -1
010 0 0 0 —1 0
Te)=19 01 0 | F@= 0 -1 0 0
00 0 1 -1 0 0 0
00 0 1 1 0 0 0
00 1 0 0 -1 0 0
F)=1¢91 9 o | T 0 0 -1 0
1 00 0 0 0 0 -1

Basisobjekte konnen also nicht nur Vektoren sondern auch Funktionen, hier Orbitale, sein.
Der Satz I' von Matrizen I' (R), der die Symmetrieoperationen R einer Punktgruppe
beziiglich der Basisobjekten darstellt, bildet selbst eine Gruppe.

Die jeweiligen Sdtze von Matrizen werden als Darstellungen der Gruppe bezeichnet.

Im Folgenden geben wir eine etwas formalere Definition.
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2.2 Vektorridume und Operatoren

1) w1, us, ..., U, ... bilden einen linearen Vektorraum, wenn mit u; € L, us € L
auch u; + us € L und cuy € L (¢ € R oder ¢ € C) gilt;

2) uy, ..., u, linear unabhéngig, wenn > ?_ cyuy =0 = ¢, =0  Vk gilt;
3) Dimension: Maximale Anzahl der linear unabhéngigen Vektoren;

4) Basis {eq,..., es} des Vektorraums: jeder Vektor u 148t sich in der Form
w =), ue; schreiben;

5) Definieren Skalarprodukt zwischen u; und uy indem wir jedem geordneten Paar u,
Uy einer komplexen Zahl (uq, u2) zuordnen mit:

(w1, u2) = (ug, u1)”
(uq,cus) = c(uy, us)
) = (w1, uz) + (u2, us)
(u,u) > 0(= 0 nur fir u =0)

(w1 + ug, us

v

(u,u)?

,Norm*
Wenn (w1, us) = 0, dann sind »; und us orthogonal.
Basis mit (e;, e;) = 0;; heifit orthonormale Basis.

Bsp. 2.1.

ueR u=r
(Ul,UQ):”‘l"l“Q

i) u=V(x) i
(U, 0,) = fa U (z) Uy (z) do

2.2.1 Lineare Operatoren

1) Ein Operator T ist eine Abbildung eines Vektors u € L — u’ = Tu mit u' € L;

2) T ist lincar, falls

f(U1+UQ):f<U1>+f<UQ> V’U,ZGL
T (cu) = cTu VeeC

3) L; ist invarianter Unterraum, falls u; € L; = u) = ful € Lq;
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4) Adjungierter Operator zu T: T' definiert durch:

(u,f%) = (fu,v) Vu,v €L

Hermitesch oder selbstadjungiert: T =Tt

Unitérer Operator: 71T =T oder Tt = T~!

(u',v') = (fu,fv) = (u,f*fv) = (u,v)

= formen die {e;} eine orthonormale Basis, dann gilt das auch fiir die {e; = fei}

Miissen e in der Basis der e; darstellen konnen:

S
e, =Te; = Z Tjie; < Summation tiber linken Index
j=1

s

T = E ri€;

=1

S
r'=Tr= E riTe;

i=1

= Z T Z Tje; < Summation iiber linken Index
i=1  j=1
= Z <Z Tjr,) €e; < Summation iiber rechten Index
j=1 \i=1
r;

J— E / .
J
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2.3 Darstellung einer Gruppe

Def. 2.1. Es existiert ein Satz {f} von linearen Operatoren T (G,) in einem Vek-
torraum L, der den Elementen GG, € GG so entspricht, daf3

A~ -~

T(G) T (Gy) =T (GuGy)
T(e) =1,

dann wird dieser Satz von Operatoren eine Darstellung der Gruppe G im Vektorraum
L genannt.

Bem. 2.1.

- Die Darstellung einer Gruppe G ist eine Abbildung der Elemente G, auf die Ope-
ratoren T (G,) in L;

- Wenn s die Dimension von L ist, dann heifit die Darstellung s-dimensional;

- Eine Darstellung heifit treu, wenn es eine eineindeutige Beziehung zwischen den
Operatoren T (G,) und den Gruppenelementen G, gibt (Isomorphismus);

- Im Allgemeinen werden verschiedene Gruppenelemente durch denselben Operator
dargestellt, extremes Beispiel ist die 1-Darstellung in der alle Gruppenelemente
durch den I-Operator dargestellt werden;

- Haufig definiert man einen Operator durch die Wirkung einer Matrix auf eine Basis
{61, €y, .. } in L

e, = T (G.) €;
= Z Tji (Ga) €,
J

d.h. neuer Basisvektor wird nach alter Basis entwickelt;

. Der Satz von Matrizen T (G, ) mit den Matrixelement T}; (G,) bildet eine Matrixdar-
stellung der Gruppe mit der Eigenschaft
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f(GﬂGb)— T (G, Gb>
j—\'( Gb e, ZT ﬂ Gb

—ZZ (Gv) Tij (Go) €y

weil:
0
: Ty
TH Ce Tls 0 Tl
21
0 :
Tsl Tss . Tsi
0
1 0

Andererseits gilt analog:
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: : : ;L
Basis transformiert sich nach e} =, Tj;e;.

Wie transformiert der Vektor?
w =Tu = Zuifei

i

X e
i J
j i

- /

- Z U;€;
J

i
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2.4 Beispiele von Darstellungen

A) Diedergruppe Dj

R, .. .Rotation in zy-Ebene um o = 2?”

A

a\ :

—

e, | Blatt
T (Ry) e, = €, = e cosa + ey sina
1 3
:—§€x+ Zey
T\(Rl)ey:e;:—egcsinoz—i-eycosoz
\/§ 1
=—/-e,— =€
4 2 7Y
T(R)e,=¢€. =e.
Damit:
1 V3
. -3 —% 0
T(R) = \/75 —% 0
0 0 1

Achtung: T;-Anordnung, aber e; =3, Tj;e;.

Fassen die Matrix in 7 (Ry) in Blocken zusammen:
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T(Ry) = ( TO T(()Q) ) mit 76 = ( A 2 > CT® —q
2

analog erhalten wir die anderen Gruppenelemente.

Rs .. .Rotation in xy-Ebene um o = 4?”

_1 V3
~ 2 2

T (Ry) = —\/73 —% 0

0 0 1

Rs .. .Rotation um y-Achse um 7

R -1 0 0

T(R3) = 0 1 0

0 0 -1

RS R,
R
. 5% 0N ;% 0N L0
TR)=| -8 L o| . T@R)=| L L o | . T(e=|0 1
0 0 -1 0 0 -1 0 0

Die treue Darstellung ist nicht die einzige Darstellung der Gruppe. Wenn wir nur
den 1d-Vektorraum des e.- Vektors benutzen, erzeugen wir eine 1d-Darstellung 7
der Gruppe Ds:
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TO(R) =1, TY(Ry) =1, T (Rs)=-1
T®(Ry) =-1, TP (Ry)=-1, TP (e)=1

T® ist verschieden von der trivialen 1d-Darstellung T! (R;) = T (e) = 1 Vi.

Gruppe R;

Alle Rotationen um z-Achse mit « € [0, 27]

R cosaa —sina 0
T(a)=| sina cosa 0
0 0 1

Es gilt T(a)T (8) =T (o + B)

[Wegen cos (o + ) = cos acos f — sinasin ]

Darstellung im Funktionsraum

Bis jetzt Vektorraum L 3d, kénnen aber auch Darstellung von Gruppen haben, die
mehr als 3 Dimensionen haben

= Miissen zwischen Operatoren im Ortsraum 7, und Operatoren im Funktions-
raum L unterscheiden
— Tw

Definieren Darstellung ﬁp in L

Wobei wir G771 als T, (G5 ) definiert haben.
Ist T (G,) eine Darstellung?

Definieren

(%) &' (r) = (G, 'r)
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Es gilt:

D.h. T (G,) ist Darstellung]

Matrixdarstellung im Funktionsraum:

%

||
& e &

T (G.)

N

(r
i (Ga
i (r)

Z

J/

-~

1

(Entwicklungskoeffizienten vgl. Kap. 2.3)

Bsp. 2.2. Darstellung von D3 im Funktionsraum aufgespannt aus 2, y?, 22, yz, 2z, 2y

d.h.

1/11 = xQ = (61;, T)Z
o =1y* = (ey,7)°
Y3 = 2" = (e, 7')2

untersuchen 7' (Ry) 1y

R; .. .Rotation in xy-Ebene um o = %’r

Drehung ist orthogonale Funktion —

(vorhin: Rie, = —%ex + \/éey)

Vi=yz = (ey,r)(e; )
Vs =zx = (e,,r) (e, T)

Ve = vy = (es, ) (e, 7)

T (Ry) w1 = 1 (Ry'r)
— (egg,Rflfr‘)2
= (Rlea:a 7’)2
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2
1 3
T(Rl)ﬂ)l = —§ez+ \/;ey,r>

L T Yy

1, 3 3,
s ‘\/%“1@/

1 3 3
—Zwl_ Zwﬁ-i‘z%

T (Ry) vy = by (Ry'7)
= (ey,Rflr) (ez,Rflr)
=( Rie, ,7)(Rie,rT)

~——
x y
3 1
= —\/-xz— —yz
1 2Y
3 1
- Z¢5—§¢4

Offensichtlich sind die 9); linear unabhéngig und invariant unter der Gruppe Ds.

Translationsmatrix:

2?2 y? 22 yz oz a1y
1 V3 V3
T o0 o
bob 10 0 o

T(Ry) =

(1) 0 0 0 -1 ¥ o
0 0 0 -2 -1 o
VERRVE] 1
-5 2 0 0 0 =3
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Bem. 2.2.

(i) Multipliziert man ¢ (r) mit einem Skalar f (r?) &ndert das nicht die Darstellung im
Raum der v (r):

T(Ga) [ () £ ()] = (Gi'r) - [ (Ga'r)’]
orthogonale Trafo G, — = (G;lr) - f (r2)

Y f konnte fiir schnell abfallendes f (r) z.B. eine Wellenfunktion sein;

(ii) Koénnen durch Umsortieren die Transformationsmatrix blockdiagonal machen:

x> y? xy|2?| yz =2z
TRVE] V3

I R I

zy | -2 3 1| 0 0

P 0 0 0] 1 0 0

1 V3

zz| 0 0 0| 0% -1
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2.5 Invariante Unterriaume

Falls u, GALI = f'u,l € Ly Yuy, dann ist L; ein invarianter Unterraum beziiglich T.
Dabei ist T =T (G,), G, € G.

Bsp. 2.3.
i) Ds in treuer 3d-Darstellung
Ly: €, ey
L2 . €,
ii) D3 im Raum der Funktionen 1)1, ..., )6 von vorhin. Dieser Funktionsraum ist inva-

rianter Unterraum des Raums aller stetigen Funktionen.

Wie konstruiert man einen invarianten Unterraum?
Starten mit beliebigem Vektor u € L.
Wenden T'(G,) an:

u, =T (G,) u VG, G

Vektoren u, spannen invarianten Unterraum auf.

Beweis:

Gy beliebig — T (Gy) u, =

O

Sind alle Vektoren u, linear unabhéngig, so bilden sie eine g-dimensionale Darstellung
der Gruppe, fiir die Matrixelemente gilt dann:

1  wenn GpG; = G;
T (Gb) - { 0 sonst J
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2.6 Irreduzibilitat

Bei hinreichend grofiem Funktionsraum lassen sich immer groflere Matrixdarstellungen
von GG erzeugen.

Bei einer endlichen Gruppe lassen sich aber alle Darstellungen aus einer endlichen Anzahl
verschiedener irreduziblen Darstellungen aufbauen.

Def. 2.2. Sei L ein Vektorraum, der invariant unter den Transformationen T (G,)
VG, € G ist. Ferner sei L ein invarianter Unterraum und Ly dessen orthogonale
Ergénzung (jeder Vektor aus L 148t sich aus Basisfunktionen von L; und Ly darstellen).
Sind dann L; und L, jeweils invariant beziiglich f(Ga) VG, € G, dann nennt man
die Darstellung T reduzibel. LBt sich keine solche Darstellung finden, nennt man die
Darstellung irreduzibel.

Bsp. 2.4. D3 hat

2 1d-Darstellungen:  — 1-Darstellung
1 2d-Darstellung;: — €z, ey

D.h. die 3d-Darstellung reduziert in eine 2d- und zwei 1d-Darstellung.
Die 2d-Darstellung 1&8t sich nicht weiter reduzieren, d.h. es existiert kein

sodafl
R VR, € Ds
T, = (e;,T(Ra) e;) —0

zeigen hier fiir Ry, d.h. Drehung um 120°
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~ 1 V3

T(Rl)ex:—iex—i—?ey
. V3 1

T(R1)6y——7€x Eey

T,, = (ce, + fBe,) - < e, —aT (R)e )
16 3 a3 o
= (ae, + fey) - ( 5 > e, + 5 ex+§ey
:a2£— + 57 \/_
2 2 2 2

V3
2

Bem. 2.3. Anwendung in der Quantenmechanik:
Wellenfunktionen stationérer Zusténde mit gleicher Energie bilden Basisfunktionen fiir
die irreduzible Darstellung der Gruppe der Symmetrieoperationen.

(0*+5%) >0

Satz 2.1. Sind die Operatoren T (G,) unitér, dann impliziert die Invarianz von L,
die Invarianz von L.

Beweis:
{e;} und {e;} seien Basisvektoren von L; und Lo, d.h. (ei, e;) =0Vi,j
Invarianz von L

= (f(G)e,, J>—O‘v’21

Unitaritit von T

= (en T (Ga) €f) =0

d.h. <T\_1 (G.) e;) 1 e; und damit in L,.

Wegen 7! (G,) = T (G5 1) liegen alle fe;- in Ly. Damit Ly invariant.
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Im Allgemeinen l&8t sich L in invariante Unterrdume aufspalten:

L:L1—|—L2+L3+

wobei jeder L, irreduzibel und invariant ist bzgl. der Transformation T (G,) ist.

Man schreibt fiir die Darstellung

T(Go) =TV (G) @ T (G) @ T (G @...
(S5}
= Z maT@ (G,)

Dabei ist T(®) (G,) die irreduzible Darstellung von G in L,.

Ordnet man in der Matrixdarstellung von T die Basisvektoren {e.} = {6(1), ez@, . .},

7

dann nimmt die T-Matrix eine blockdiagonale Struktur an

T — 0 T®

Dabei ist jede Blockmatrix T() (G,) eine irreduzible Darstellung von G.

Beginnt man mit einer beliebigen Matrixdarstellung von G und will zu dieser blockdiago-
nalen Struktur, dann mufl man eine neue Basis suchen. Startend von beliebigen Vektor u
kénnten wir einen invarianten Raum L durch T'(G,) u = u,, konstruieren.

Wenn dieser Raum L in irreduzible Unterrdume reduziert wird, entspricht das der Zerle-

gung
u = Z Ug

wobei u, in L, liegt. u ist damit in irreduzible Komponenten u, zerlegt.
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2.7 Aquivalente Darstellungen

Satz 2.2. Sei T (G,) eine Darstellung von G in L, A eine Abbildung von L auf L' mit
der gleichen Dimension. Dann bilden die Operatoren

o~

T (G,) = AT (G,) A~

eine Darstellung von G in L'.

Beweis:
T'(Go) T (Gy) = AT (G,) AP AT (Gy) A~
= AT (G,) T (Gy) A
= AT (G,Gy) A7
=T (GaGh)
O
Bem. 2.4.

- Man nennt 7 und 7" dquivalent (gleiches A fiir alle G.l);

- Sind 7 und 7" sowie 7" und T" aquivalent, dann sind auch T" und T aquivalent;

- In der Matrixdarstellung entspricht das dem Ubergang zu einer neuen Basis:
Sei Te; =), Tjie;
Neue Basis {€;} mit e} = Ae; = > Ajie;

1TA

48



Prof. Dr. habil. Wolf Gero Schmidt

D.h. (AT A),, ist die neue Darstellungsmatrix;

- 2 Darstellungen T , T' sind indquivalent, wenn kein Operator A existiert, sodafl

T'(G,) = AT (G,) A™! VG,

Maschkes Theorem: Bei endlichen Gruppen enthélt jede Klasse von dquivalenten
Darstellungen unitédre Darstellungen.

Beweis:

Miissen zeigen, daB jede Darstellung zu einer unitdren Darstellung &quivalent ist.
D.h. miissen einen Operator S finden, sodafl

~

T'(G,) = ST (G,) 57

unitar ist.

Wihlen

NI

W)

= {Z THG) T <Gb>}
gilt b
TH(G.) ST (Gy) = Y _TH(Ga) TH(Gy) T (Gy) T (Ga)
— Eb: THGGa) T (GyGL)
b

=) TH(G)T(G) =S
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D.h.
15T - § |
TS = 27151 ‘@‘1-
ST = ST
§ hermitesch — |l I
ama-1\! ama-1) "
(STS ) (STS )
Il I
j'\vlT j'\v/—l

Schursches Lemma I: Sci T (G,) eine irreduzible Darstellung von G und A ein
fester Operator in L. Gilt dann T'(G,) A = AT (G,) VG, € G, dann ist A = Al mit
I = Einsoperator.

Bewelis:

Sei u ein Eigenvektor von Ain L: Au = \u

AuBerdem sei w, =T (Go) u

)

Aug, = A (G,) = TAu  « Nach Schurschen Lemma

(Ga) u

)

A
A\u

= u, ist auch Eigenvektor von A zum selben Eigenwert \.

Lassen jetzt T (G,) durch alle Elemente der Gruppe laufen.
Der Satz der so erhaltenen {u,} (G, € G) bildet einen invarianten Unterraum wegen:

T (Gh) ua (G)f( Go)u
(GG,
(Ge) u

\_/

I
e ﬂ> 'ﬂ> ~)

C
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L ist nach Definition irreduzibel, d.h. der invariante Unterraum aufgespannt durch die
{u,} muB dem gesamten Raum L entsprechen.

Dann kénnen wir jeden Vektor R in L darstellen als

R = anua
Es gilt:
AR = EZ Colyg :an)\ua =R

T
selber EW V a, siehe oben

R beliebig = A = AL

Schursches Lemma II: Seien 70 (G,) und 7® (G,) zwei indquivalente irreduzible
DarsAtellungen von GG in zwei Rdumen L; bzw. Ly, mit den Dimensionen s; bzw. ss.
Sei A ein Operator der Vektoren von Lo in L; transformiert. Gilt ferner

TM(G,) A= AT? (G,) VG, e G

dann ist A der Nulloperator A=0.

Bewelis:

Sei zunéchst s, < 51, dann generiert A aus Lo einen Unterraum L4 in L; mit der
Dimension s4 < s9 < s7.

AN
A
—>
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L4 wird von den Vektoren Au aufgespannt, wobei u ein beliebiger Vektor in Lo ist.
L 4 ist invariant unter G, da

TW (G,) Au = AT? (G,) Au
~—_———

=Uq
~

= Au,
Dabei liegt u, in Ly und A\ua in Ly.

Ein invarianter Unterraum L4 ist aber im Widerspruch zur Voraussetzung, daf3 TW
irreduzibel ist, es sei denn, dass entweder:

(i) Ly =0, d.h. Au =0V u € Ly, d.h. A =0 oder
(ii) La = L1, d.h. s4 =51, d.h. s4 = 51 = s9 (wegen sy < 1)

Variante (ii) ist ausgeschlossen, weil TW und T indquivalente Darstellungen sind,
d.h.

TW (G,) = AT® (G,) A~" ist nach Voraussetzung nicht moglich.

Jetzt 51 < 89 = 54 < $9

l>>

= bilden notwendigerweise einen Unterraum der Dimension (sy —s4) auf Null ab, d.h

~

Il
Yy 9

A~

Au
TW(G,)A=AT? (G,) VG, eG

———

Uq

kann dann nur fir A = 0 erfiillt sein.
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2.7.1 Anwendungen der Schurschen Lemmata

Orthogonalisierungsbeziehung fiir Darstellungsmatrizen irreduzibler unitdrer Darstellun-
gen

g *
Zn(pa) (Ga) (T](qﬁ) (Ga)> = iéaﬂ(sijéqp

mit g ...Ordnung der Gruppe G.
Daraus folgt fiir die Diagonalelemente sofort

>

a=1

T»(a) (Ga)

wp

Beweis der Orthogonalititsbeziehung:

T (G,) wirkt in L,
T®) (G,) wirkt in Lg

Definieren Operator

} 2 indquivalente irreduzible Darstellungen

A= Y7 (6,) XTO) (6;)
b
wobei X Vektoren aus Lg nach L, transformiere. Untersuchen
) A= ZT ) T (Gy) XTW (a3 )
- ZT (GaGy) XT® ((GoGy) ) TV (G,)

— ZT G.) XT® (@) TO (G,)

s

2y <

= AT (G,)

= Voraussetzungen fiir zweite Schursches Lemma erfiillt
= falls 7 und T indquivalent

-~ A=0
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Falls 7@ = T®) sind die Voraussetzungen fiir das erste Schursche Lemma erfiillt

~

—~ A=
Koénnen Ergebnisse zusammenfassen zu
A = A5l
Jetzt in Matrixform
g 5B Sa
=3NS TG Xew T (G2 = Aapdyy
a=1 m=1 k=1
Xkm beliebig, wéhlen speziell Xy, = 0xp0mg. Damit
a B —
Ay =Y T (G) T (GFY) = Adagdy;
a=1

miissen noch \ bestimmen, setzen a = 3,1 = j

ZT(“ LY G =AY

o
Il
—_

Damit gezeigt:

gilt:

falls T unitér, d.h. TH=T-1,
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o (B) =1y _ (8) *
Damit T,;” (G, ') =T, (G.)

D

a=1

ip

o * g
T (Ga) T3, (Ga)” = —0pbastiy

]

Gilt fiir irreduzible Darstellungen, d.h. kann als Test fiir Reduzibilitdt benutzt werden.

Bsp. 2.5. Orthogonalitéitseigenschaften von Darstellungen von D3 (vgl. Abschnitt 2.4)

TW(R;) =1 Vi
TO(R) =T® (Ry) =T (e) = 1
T® (Ry) =T@ (Ry) =T® (Rs) = —1
6
= Y TW(G) TP (G,) =0
a=1
10
3) (o) —
T (e) = ( 0 1 )
_1 V3
TOR)=| g
2 2
, 1 _\3
TOR) = g
2 2

Verifizieren fiir
1,p=1:
Y=l i+l +5=3
i=1,p=2:
S=0+3+34+0+3+2=3

1 V3
) T(g) (Rl) = \/g %

D)
) T(g) (R3) - ( _01 (1) )

1 V3
Om)=( g 2

2 T2

6
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Verifizieren fiir

1,p=1:

Verifizieren fiir

1,p=1:

Bem. 2.5. Die irreduziblen Darstellungen einer Abelschen Gruppe sind 1-dimensional.

Beweis:

T (G,) sei irreduzible Darstellung der Abelschen Gruppe G.

Gilt:

T(e) (G,) T(e) (Gy) = T(e) (Gy) T(e) (G,)

VG, e G

d.h. T (Gy) erfillt die Voraussetzungen an Operator A aus dem ersten Schurschen

Lemma

= T@ (@) = A=A\"1

= Vektorraum zerfillt in invariante Unterrdume unter Anwendung von T(@ (Gh)

= T(@ reduzibel

Widerspruch zur Annahme, es sei denn, T(@) ist 1-dimensional.
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2.8 Der Charakter von Darstellungen

Wechsel der Basis fiihrt zu beliebig vielen dquivalenten Darstellungen.
Gibt es Eigenschaften, die durch den einen Basiswechsel nicht beriihrt werden?

Def. 2.3. Der Charakter x* (G,) der endlichdimensionalen Darstellung T (G,) ist
durch die Spur der Matrix definiert:

Bem. 2.6.

~

- x (G,) ist invariant unter Ahnlichkeitstransformationen T (Go) = AT (G,) A1

Beweis

X (Ga) = AijTi (Ga) Ay

Joksi

=Y AT (Go)
——

jo ket
J 5jk

= Z T3 (Ga)

=X (Ga)
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- Alle Elemente einer Klasse haben den gleichen Charakter x,

Beweis

- Gilt eine Art Orthogonalitétsrelation fiir die ,, Vektoren* /¢, X}(,a)
wobei ¢, ... Anzahl der Elemente in der Klasse ¢,

g

S (G [ (Ga)] = Y el (] = g
p=1

a=1

hier n... Anzahl der Klassen in G.
Sei o = 3, dann gilt

Beweis

Starten von Orthogonalitétsrelation der Darstellungen (in Abschnitt 2.7)
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g

a=1

mit p =4 und ¢ = j folgt

Z E(zva) (Ga) [Ty(qﬁ) (Ga)] ) = Si(saﬁdij&pq

9 *
> T (Ga) [7}(3'5 : (Ga)] = 8£5a65ij5z‘j
a=1 o

g
> =) K(Ga) X (Ga)]” = g0ap
i,j a=1

O]
Bsp. 2.6. Charaktertafel von D3 (vgl. Abschnitt 2.7)
‘ Ci(e) Co(R3, Ry, Rs5) C3(Ry, Ry)
A=TD] 1 1 1
Ap=T® | 1 —1 1
E=TG) | 2 0 -1
Bem. 2.7. Bisher Darstellungen immer einfach durchnummeriert 7, 7 .. gebriuchlich

ist auch die folgende Nomenklatur:

-A

eindimensionale Darstellung symmetrisch unter Drehung um 27” um die Referen-

zachse C,, d.h. x (C},) > 0;

eindimensionale Darstellung, antisymmetrisch unter n-facher Drehung;,

d.h. x (C,) <0;

zweidimensionale Darstellung;

dreidimensionale Darstellung.

Index | Lage Eigenschaft
1 unten symmetrisch unter o,
2 unten antisymmetrisch unter o,
g unten symmetrisch unter ¢
U unten antisymmetrisch unter ¢
! oben symmetrisch unter oy,
" oben antisymmetrisch unter oy,
+ oben symmetrisch unter o, in Dy,
— oben | antisymmetrisch unter o, in D,
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Einschub

Die Bezeichnung der Molekiilorbitale wird oft anhand der irreduziblen Darstellung gewéhlt
nach denen die entsprechenden Orbitale sich transformieren, wobei in der Regel Klein-
buchstaben verwendet werden. D.h. ein Orbital, welches nach A; transformiert, wird a,
genannt. Vorangestellte Zahlen geben die energetische Ordnung an.

Bsp. 2.7. MO-Schema von Wasser

EleV

0] d

® ="
a‘+b2 - 'ﬂ_h—a#bwbz
-204 His “ 02p

-30 4

@ 2

HOH

Aus den molekularen Orbitalen einzelner Wassermolekiile ist die elektronische Bandstruk-
tur des Eis-Kristalls abgeleitet, sieche unten:

<=

10

g 0 — 1b1
g —— 3aq
i 5
| { 102
§§§§ % 2at
20 R M r XR X M

J\
e Y.
)
2a1 1b2 3a1 1b1

[Aus: W. G. Schmidt et al., Phys. Rev. Lett. 94, 037404 (2005)]
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Es gibt weitere Orthogonalitétsrelation fiir Charaktere:

: a)l* | (« g
Z D] X = 5qu—
a=1 P
hier:
n ... Zahl der irreduziblen Darstellungen «;

n ... Zahl der Klassen, Klasse p enthilt ¢, Elemente, d.h.
D %=
p=1

Beweis
Definieren Matrixelemente:
C o
Bap = A/ ng](g )
fiir n = n (Beweis folgt spéter) bilden die B eine quadratische Matrix, es gilt

(@) vogﬁn 5

. 1 N
Z BﬁpBZp = Z —Cp [Xz(aﬁ)} Xp
p=1 g

af

p
D.h.
B-BT=1
-~ B-B' =1
= Bt =B
-~ B'.B=1
d.h.
BN RCETS
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2.9 Reduktion von Darstellungen

Betrachte reduzible Darstellung T mit

o~ @ ~
T = Z mg, T

mit m,, ... Haufigkeit der irreduziblen Darstellung T@ in T.

Klar: Xp =D g max](ga)

mit X](pa) ... Charakter der Darstellung o der Klasse p.

Vorhin gezeigt (in Abschnitt 2.8)

g

D X(Ga) X (Ga)]” = gap

a=1

jetzt x(@ = xp = 32, max?

‘Z% (9)]" Z%Z% NI

= EZmagéagzmﬁ

, damit

(

D.h. die Koeffizienten m,, kénnen bei Kenntnis der Xpﬁ ) leicht bestimmt werden.

Bsp. 2.8. Treue Darstellung der D3-Gruppe in R? (vgl. Abschnitt 2.4 (A))

R A - -1 By ~ -1 0 0

T(R)=|[ £ -1 0| . TR)=| - -1 0| ,T(R)= 01 0
0 0 1 0 0 1 00 —1
L5 L ~ 100
0 0 —1 0 0 -1 00 1
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Ansatz zur Zerlegung:

f = mlT(l) + sz(z) + mgT(3)
gilt (vgl. Abschnitt 2.7)

X%I; - (2) (2)
2 2 2
Xe =1, XRi,Rs — L XR3,R4,R5 — -1

3) B3 _ 3) _
Xe = 2, XRi,Ry — -1, XR3,Ra,R5 — 0

Vorhin gezeigt: My = %Zp CpXZ()a)Xp

my=3{1-1-342-1-04+3-1-(-1)} =0
my=2{1-1-342-1-0+3-(=1)- (1)} =1
my=2{1-2-3+2-(-1)-0+3-0-(-1)} =1
damit

~

T=7% L7176

2.9.1 Anwendung: Molekiilorbitale

Die n Atomorbitale, die in eine Molekiilrechnung einbezogen werden, bilden die Basis fiir
eine n-dimensionale Darstellung der Punktgruppe des Molekiils.
Deren Ausreduktion liefert das Symmetrieverhalten (und die Bezeichnungen) der Mo-

lekiilorbitale.

Betrachten p,-Orbitale der Kohlenstoffe am cis-Butadien (vgl. Abschnitt 2.1).

Punktgruppe Cy,

Die 4 AOs x; bilden eine Basis fiir eine vierdimensionale Darstellung 7" der Gruppe Cs,

1 0 0 0 0
01 0 O 0
0 0 0 1 -1

63
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0O 0 0 1 —1 0 0 0
0O 0 1 0 0 -1 0 0

[ (0y,.) = 010 0 =yx=0, F(O’vzy) 0 0 1 0 =y =—4
1 0 0 O 0 0 0 -1

CQU 02 Ozx | Ozy
A, 1 1 1
A, 1] -1 -1

oy,
-
= = = =]
|
—
—
|
—_

A... symmetrisch bzgl. Drehung um C; (e,)

. antisymmetrisch bzgl. Drehung um C; (e,)

A ... symmetrisch bzgl. Spiegelung o,, (e,)

A, ... antisymmetrisch bzgl. Spiegelung o, (e,)

B; ... symmetrisch bzgl. Spiegelung o, (e,)

B, ... antisymmetrisch bzgl. Spiegelung o, (e,, €.)
Ansatz: I'=mi Ay + maAs + maBy + muBy

mi =135 oxe v

64



Prof. Dr. habil. Wolf Gero Schmidt

hier ¢, =1 Vp, damit
mi=3{1-441-04+1-0+1-(-4)}=0
mo=3{1-441-04(=1)-0+ (1) (-4)} =2
my=3{1-44(=1)-0+1-0+ (1) (=4)} =2
ma=3{1-44(-1)-0+(=1)-0+1-(=4)} =0
=1 =2A4,+2B;

Das Molekiil hat also 4 MOs, von denen zwei A, und zwei nach B; transformieren:

A; B

Aus den Charakteren einer Darstellung 148t sich sofort ablesen, ob eine Darstellung irre-
duzibel ist:

Darstellung irreduzibel < Z ¢l =9
p
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Beweis

Betrachten (eventuell reduzierbare) Darstellung mit

Xp = Z maX;E;a)

Z Cp |Xp’2 = Z Z Cpmamﬁxz(oa)xj(oﬁ)*
p

P o
> eI = g0ap — = mamsbasg =gy m?
j2 a,B a
Sei
2

Z & Xel” =9

P

< Zmi =1

me =0,1,2,...

D.h.

Zmizl

& genau ein m,, = 1, sonst 0

< Darstellung ist irreduzibel

Bsp. 2.9. Charaktertafel von Cy, (eben)

e Oy 0u: 0y Zp Cp |Xp|2
AT 1 1 1 4
Ay 1 1 -1 -1 4
Bi|1 -1 1 -1 4
B,|1 -1 —1 1 4
ri4 o0 0 —4 32

g = 4 = 4 irreduzible und 1 reduzible Darstellung
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2.9.2 Wie viele indquivalente irreduzible Darstellungen gibt es?

Betrachte zunéchst eine spezielle Darstellung, die ,regulére Darstellung* T@E mit der
Dimension g. R
Die Darstellungsmatrizen 75 (G,) sind definiert durch die Gleichung:

GoGy =Y T4V (G) G

Sind die so definierten Matrizen eine Darstellung? Betrachten:

D TSV (GaGa) Ge = GaGaGy = Z T (G,) G4Ge

- Z ch Z TW (G,) G
= Z ZTe(cR) (Ga) Tc(bR) (Ga) | Ge

= TW (GyG,) = T (G)) TP (G,)
Nach Definition

GaGy =Y 15" (Ga) Ge

GG, ist selbst Gruppenelement

= nur ein Matrixelement pro Zeile der T}, kann von Null verschieden sein.
Sei G,Gy, = Gy

= 1,7 (Ga) = by

Sei G, = e , nach Definition
Gy =Gy =3, T5" (e) G.

= Tc(b ()—5017

= x® (e) = g (Eins steht in der Diagonale)
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Sonst x®) (G,) = 0 fiir G, # e (weil GG}, = Gy # Gy)

Bauen die reguldare Darstellungen aus irreduziblen Darstellungen auf

TW (Gy) = maT (G,)

1
vorhin Mo = — E X(a) (Ga)* X(R) (Ga)
g a
1
. (a) _
=-x'"(e) g = sa
g

= Die irreduzible Darstellung T(@ st So mal in der reguldren Darstellung enthalten.

D.h. g = dim (f(R)) =3, MaSa =D, 52

= g:Zsi

Bsp. 2.10. (5, hat 4 Gruppenelemente und 4 eindimensionale irreduzible Darstellungen.

Erinnerung 2.7, groles Orthogonalitétstheorem.

Z DT (G =2 <oy

Die 7};&) (G,) sind Vektoren in einem g-dimensionalen Raum {ﬂ(ﬁ) (Gy) T (Ga),... T (Gg)}.

) 1]
Wie viele Vektoren gibt es?
,j=1,...,54

ZZ:l 53 =49

. Zahl der irreduziblen Darstellungen.

= ¢-Vektoren {Ti(ja) (Gy),... ,ﬂ(ﬁ) (Gg)} spannen den g-dimensionalen Raum auf.

Konnen jeden beliebigen Vektor in diesem Raum darstellen als

v=3% claif) T (Go)
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Betrachten jetzt einen Vektor v im Unterraum der Dimension der Zahl der Klassen.

’U—ZZ (a,i,7) U (G 'G.Gy)
—ZZZ (0,1, ) T (G5 Y) TS (Ga) T (Gy)

b o, kil

=3NS cla,i ) TR (G T (Gy) T (Ga)

b oz, ki

= Z Z (o, 1,7) 5kl(5 ~T,§f‘) (G,)

a,t,] Kkl
g Ca L (a
= S_Zc(a7ZaJ)X( )(Ga)

Dieser Unterraum wird offensichtlich durch die Charaktere x(® aufgespannt.

= Die Zahl der Klassen einer Gruppe entspricht der Zahl der indquivalenten irredu-
ziblen Darstellungen!

Bem. 2.8. Welche Informationen stecken in einer Charaktertafel?

1) Zahl der indquivalenten irreduzieblen Darstellungen = Zahl der Klassen;

)

2) Dimension s, der irreduziblen Darstellungen erfiillen 502 = ¢;

3) 3 immer die triviale 1-Darstellung sy =1, T (G,) =1 Va, x (G,) =1V
)

4) Reihen sind orthogonal

Z XXy = gOas

Sei speziell 4 die 1-Darstellung, o # 3 = Csz()a) =0;

5) Spalten sind orthogonal

Z Xp Xq 5pq

Cp

Sei speziell g =e = )| X;(,a)sa =0firp#e

01(6) CQ 03 Cn
T 1 1 1 ... 1
T) So
T | s,
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6) Oft werden in den Charaktertafeln auch die den Darstellungen zugehorigen Basis-
funktionen angegeben

Bsp. 2.11. Cy,
e 2Cy Cy 20, 204 Basistkt.
A ]l 1 1 1 1 2, 2 4 y?, 2°
Al 1 1 -1 41 R,
B;|1 -1 1 1 -1 2?2 — 9?
B |1 -1 1 -1 1 xy
E |2 0 -2 0 0| (z,y), (Rs, Ry), (22,y2)

Betrachten die Wirkung der Operationen der Cjy,-Gruppe auf den Punkt (z,y, z)

1 010 -1 010
o= 0 =110 . Oy = 0 11]0
0 0|1 0 01
o4 sind Spiegelungen an Mittelsenkrechten:
y
v Gd
X
\l\
cjd
0 11]0 0 —110
og=1 1 010 , og =1 —1 010
0 0]1 0 0]1
-1 010 0 —-110
Cy = 0 —-11]0 , Cy=1|1 00
0 0]1 0 0]1

= (z,y) und z erzeugen die irreduziblen Darstellungen E und A;.
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Xy

Betrachten Wirkung auf R,, d.h. Rotation um z-Achse:

D.h. R, erzeugt Darstellung As.

Betrachten jetzt Wirkung auf Basisfkt. 22 — 1/

y
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(2% =) = (2° —¢*)
(a2 = 12) 5 — (2% — y?)
(a® — %) 2 (2% — 1)
(22 —y?) =5 (2 — o)

)

D.h. (z* — y?) erzeugt Darstellung Bs,.

2.9.3 Anwendung: Symmetrie von Molekiilschwingungen

- Jedes der N Atome eines Molekiils hat 3 Freiheitsgrade;

- 3N Einheitsvektoren sind Basis einer 3/N-dimensionaler reduzibler Darstellung der
Punktgruppe des Molekiils;

- Ausreduktion fithrt (neben Translation und Rotation) auf die 3N-6 Normalschwin-
gungen, die durch die irreduzible Darstellung charakterisiert werden, nach denen sie
transformieren.

Bsp. 2.12. HyO-Molekiil mit Cy,-Symmetrie
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Klar:
1
1
1 0
1
I'(e) = 1 , x(e)=9
1
0 1
1
1
Cy: z——x, o — -2 2"— =2
y — _y’ y/ — _y//, y// — _y/
22—z Z—2, S —
-1 0 0
0 -1 0 O3><3 O3><3
0 0 1
—1 0 0
r (Cg) = 03><3 03><3 0 —1 0 y X (CQ) =-1
0 0 1
-1 0 0
03><3 0 —1 0 03><3
0 0 1

damit 3 Eintrége auf der Diagonalen, x (0,.) = 1
Oyt x— —x, o — =2 2 — =2

/ / " /"
y—Y Y —Y, Yy —Y
> Z, Z/ 217 Z/l Z/l

73



Prof. Dr. habil. Wolf Gero Schmidt

9 Eintrége auf der Diagonalen, x (0y,) = 3

Vergleich mit der Charaktertafel

e Cy 04 0y Basistkt.

1 1 1 1]z2%4 2

1 1 -1 -1 R., xy
B |1 -1 1 1| =z, Ry, x2

1

9

2

-1 -1 1 Yy, Ry, yz

Ansatz: ' =miA; + moAs + msBy + myBs

m1Zi{l-9+1-(—1)—|—1-1+1-3}:3
m2:3{1-9+1-(—1)+(—1)-1+(—1)-3}:1
m3:i{1-9+(—1)~(—1)+1-1+(—1)~3}:2

m4:i{l-9+(—1)-(—1)+(—1)-1+1-3}:3

=1 =3A; + Ay, +2B; + 3B>

Allgemein gilt I' = Tyans + Trot + Toin-
Ablesen aus Charaktertafel

R, —>A27 Ry—>B1, R, — By
TZ—>A1, Tz—>B1, Ty—>B2

Damit verbleiben fiir Vibrationen

Lyiv = 2A; 4+ By

D.h. das HyO-Molekiil hat 3 Schwingungen, eine mit Bo-Symmetrie und zwei mit A;-
Symmetrie.

Erinnerung

Aq: totalsymmetrisch
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Bs: antisymmetrisch bzgl. Cy

antisymmetrisch bzgl. o,

= Symmetrische Streckschwingung

A,, 4049cm” 4

/O\

/H H\

= Symmetrische Knickschwingung

A,, 1960 cm”

= Asymmetrische Streckschwingung

B, 4048cm’

O
H H-
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2.10 Das direkte Produkt zweier Darstellungen

n x n- Matrix A, m x m-Matrix B konnen mittels ,,direkten Produkts“ zu einer n-m xn-m-
Matrix verkniipft werden:

(A x B)ij,kl = AiBji

Bsp. 2.13.
11 Q12 Qi3 b b
11 12
A= Q21 Q22 A23 ) B = b b
21 22
a3; Q32 A3z
a11b11  ajebiy a13bl1 a11b12  a12b1o G13b12
agibin  axnbii  axbii  azbiz  axbiz  asbis
asz1bir  asebin  assbir  asibia agebiz  assbia
Ax B= )
a11b21
az1ba1
a31b21 c. .. c. . a33b22

Auf diese Weise lassen sich auch Produkte von Darstellungen konstruieren

T@) o PP _ Flaxs)
T3 =T (G T (Gu)
Ist 7<) eine Darstellung?

Untersuchen:

[T(QXB) (G‘l) T(QXB 2] kl Z T(Jafzg) mo;xlfl) (Gb)

ZT@ D (Ga) T (Go) T (Gh)

= T;k (GaGo) Tyy (GaGh)
- Ijmakiﬁ (G Gb)

Darstellungseigenschaft erfiillt!
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Charakter:
X ZTJ;ﬁ
= Z T (Ga) T (Ga)
j
= X(a) (Ga) X(/B) (Ga)
Im Bsp. 2.13

Sp (A x B) = (a11 + agx + ass) (b1 + b)) = Sp (A4) - Sp(B)

Auch wenn 7@ und T®) irreduzibel sind, ist das direkte Produkt i.a. reduzibel
e = St

mit:  m, = p Z cpxjg7 *X;()Q)X;(;B)
P

Bsp. 2.14. Diedergruppe Ds

€ 203 302
A |11 1
Ay |1 1 —1
E 2 -1 0
ExE |4 1 0

ExE: Direktes Produkt der 2-dimensionalen Darstellung E mit sich.

ExE=Y mT"

. 1
mit m,y — 6 Z CpX}(D’Y)X(EXE)
p

ablesen

1
my= {11442 114310} =1

1
my= {1 14421143 (1) -0} =1

1
my= {12442 (=1) 14300} =1
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Dam1tE><EzA1+A2+E
Ay xE?  x(e) =2, x(C5) = -1, x(Cs) =

=>m1:O,m2:O,m3:1

= Ay xE=E
analog
A x A=A
Ay x Ay =Ay
Al xE=E
Ay x Ay = Ay

Enthélt das Produkt zweier Darstellungen T@ und T® die totalsymmetrische Darstel-
lung A7

lag = —Z:cp)(A1 X

Ty Z ey

Orthogonalitétsrelation aus 2.8 — = d,3

= Das direkte Produkt zweier irreduzibler Darstellungen enthélt dann und nur
dann die totalsymmetrische Darstellung, wenn die beiden Darstellungen gleich
sind. Sie ist dann genau einmal enthalten.

Direkte Produktdarstellungen treten dort auf, wo man Produkte von Funktionen betrach-
tet.
Transformiert sich ein Satz von Funktionen (b](f) (r) (k=1,...,84) nach T® und ein wei-

terer Satz lpl(ﬁ)(r) (l=1,...,s5) nach T®, dann transformieren sich die SoS3 Funktionen
o7 (r)ey” (r) mach T<9);

7(G,) { aﬁ,ﬁ“)wfﬂ’} _ Zﬁgj) (G TP (G- {¢§“)¢§6)}
ZTZ%B {¢(a)¢ }
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2.10.1 Anwendung: Berechnung von Matrixelementen

Betrachten Integral iiber Ortsfunktion [ f (r)d®r. Integral darf nicht von Orientierung
des Molekiils abhéngen, d.h. bei Anwendung einer Symmetrieoperation G mufy der Wert

erhalten bleiben:
[ s = [ g
F(G ) = fr). @ = = [ (G r)an
Guf(r) = 1(G;'r) — = [ Gu(rias

Da das fiir alle Symmetrieoperationen GG, gelten muf, mu8 sich die Funktion f(r) nach
der totalsymetrischen Darstellung transformieren, wenn das Integral # 0 sein soll.

1D-Beispiel:

/a sin (z)dz =0 /_a cos (z)dz # 0

—a a

weil cos () inversionssymmetrisch ist: cos (—x) = cos (z).

Falls f(r) = fi(r)f2(r), dann muB das direkte Produkt der beiden Darstellungen von f;
und f5 die totalsymmetrische Darstellung enthalten!
Das erfordert, daf§ die beiden Darstellungen gleich sind (siehe oben).

Bsp. 2.15. Uberlappungsintegrale

Sp = /¢k¢ldv

# 0 nur, falls die Atomorbitale ¢, 1, gleiches Symmetrieverhalten haben.

Falls f(r) = fi(r)fa(r)f3(7r), dann muB das direkte Produkt zweier beliebig gewéhlten
Darstellungen die dritte Darstellung enthalten, damit das Integral nicht verschwindet.

Bsp. 2.16. Matrixelemente mit i

Hy = (4] H |4h)

H transformiert sich stets nach der totalsymmetrischen Darstellung (Energie darf sich
nicht d&ndern, wenn Symmetrieoperationen angewandt werden).
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Damit das Matrixelement nicht verschwindet, miissen v, und ; sich nach der gleichen
Darstellung transformieren.

= Es mischen sich nur Zustédnde gleicher Symmetrie!
Bsp. 2.17. Symmetrieauswahlregel opt. Uberginge, betrachten

[ outmyrontrs

z.B. Molekiil mit Cy,-Symmetrie. Charaktertafel:

e 204 Cy 20, 20, Basis
A 1 1 1 1 1 z
Ay 1 1 1 -1 -1 R,
B, 1 -1 1 1 -1 22—92
B, 1 -1 1 -1 1 xy
E 2 0 -2 0 0 (x,y)

Komponenten des Ortsvektors transformieren sich nach E, A;.
Sind Ubergéinge a; — b; erlaubt?

Gilt Al X Bl = Bl

By # Ay, By £E

= D.h. Ubergéinge a; — b; finden nicht statt!
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