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0 Einfilhrung Introduction

0.1 Literatur Textbooks

Reineker, Schulz, Schulz, Theoretische Physik III+1V (Wiley, 2008)

Schwabl, Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene (Springer 2008)

Messiah, Quantum Mechanics. Vol. I+ II (North-Holland 1965)

Inkson, Many-Body Theory of Solids: An Introduction (Springer 1984)

Reinhold, Quantentheorie der Molekiile: Fine Einfihrung (Springer 2012)

Haken, Wolf, Molekiilphysik und Quantenchemie: Einfihrung in die experimentel-
len und theoretischen Grundlagen (Springer 2006)

Economou, Green’s Functions in Quantum Physics (Springer 1990)

Mattuck, Richard D. A Guide to Feynman Diagrams in the Many-Body Problem
(Dover 1992)

0.2 CGS-Einheitensystem CGS system

Neben dem SI-Einheitensystem gibt es auch das sogenannte CGS-Einheitensystem
(aus dem Englischen ,centimetre gram second”, auch als Gaufsches Einheitensys-
tem bezeichnet), ein metrisches, kohédrentes Einheitensystem basierend auf den
Einheiten Zentimeter, Gramm und Sekunde. In der theoretischen Physik wird das
Gauksche Einheitensystem gegeniiber dem SI-System héaufig bevorzugt, weil da-
durch elektrisches und magnetisches Feld identische Einheiten erhalten, was logi-
scher ist, da diese Felder nur verschiedene Komponenten des elektromagnetischen
Feldstarketensors sind. Sie gehen durch Lorentztransformation auseinander hervor,
sind also nur verschiedene ,,Auspragungen* des Elektromagnetismus allgemein und
keine prinzipiell trennbaren Erscheinungen. Weiters taucht in dieser Formulierung
der Maxwell-Gleichungen die Lichtgeschwindigkeit als Faktor auf, was bei relati-
vistischen Betrachtungen hilfreich ist. Fiir manche Anwendungen werden gaufssche
Einheiten, wie zum Beispiel die magnetische Feldstiarkeeinheit Gauf, gegeniiber
den entsprechenden SI-Einheiten bevorzugt, weil dann die Zahlenwerte handlicher
sind. In diesem Skript wird das CGS-System benutzt, um Anschluft an die Mehr-
zahl der Lehrbiicher der Theoretischen Physik zu erlauben.

In addition to the SI system, which uses Metres, Kilograms and Seconds for length,
mass and time (for this reason it is sometimes called the MKS system) there is
another self-consistent system that uses centimetres, grams and seconds for length,
mass and time. It is most often called the CGS system, or the Gaussian system.
Each system has its own set of derived units for force, energy, electric current, etc.

Das physikalische Grundgesetz der Elektrostatik ist das Coulombgesetz
In order to understand the relation between the SI and the CGS system, we start
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from Coulomb’s law )

das die Kraft zwischen zwei Punktladungen ¢ und ¢’ im Abstand r beschreibt.
Daraus wird das elektrische Feld als Kraft pro Einheitsladung abgeleitet which
desribes the electrostatic interaction between electrically charged particles with
charges ¢ und ¢’ with distance r. From this, we derive the electric field as force
per unit charge

q
E=h3 (0.2)

Die Kraft pro Langeneinheit zwischen zwei unterschiedlich langen, parallelen
stromdurchflossenen Leitern im Abstand d die den Strom I und I’ tragen ist durch
The force per unit length between two thin, straight, stationary, parallel wires, a
distance d apart in free space that are carrying the currents I and I’ is given by

= 2ky— (0.3)

gegeben. Strom und Ladung sind nicht unabhéngig von einander, sondern durch
die Kontinuitatsgleichung Current and charge are not independent from each other,
but related via the continuity equation

. dp

Der Vergleich der mechanischen Krafte fiir bekannte Ladungen und Strome liefert
Comparing measured mechanical forces for known currents and charges shows that

% = ¢? c... Lichtgeschwindigkeit speed of light (0.5)

Die magnetische Induktion B leitet sich aus der Kraft zwischen den stromdurch-
flossenenen Leitern ab als The magnetic field B is derived from the force between
the current carrying wires as

B = 2kyal (0.6)

Dabei ist d der Abstand von einem Draht der vom Strom I durchflossen wird. Here
d is the distance from the wire carrying current I Das elektrische Feld £ und das
magnetische Feld B sind durch das Faradaysche Induktionsgesetz verkniipft. Es gilt
The electric field £ and the magnetic field B are related via the Maxwell-Faraday
equation B

VxE+k3%—f—0 (0.7)

In quellenfreien Gebieten geniigt das B-Feld der Wellengleichung In the absence
of charges and currents B satisfies a wave equation

5 _, (0.8)
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die aus den Maxwellgleichungen folgt. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der da-
durch beschriebenen Wellen ist aber bekannt als Lichtgeschwindigkeit ¢, d.h. The
propagation speed of the wave described by this equation is known as speed of
light ¢, i.e.

k1 9
= 0.9
ka’:gOé ( )
vorhin k1 /ky = ¢*, damit k3 = +. D.h. kénnen 2 Konstanten z.B. k; und k3 wihlen,

und daraus folgen dann ks und a. Die spezielle Wahl im SI und im CGS- System
ist unten gegeben. Above we have seen that k;/ky = ¢?, thus k3 = é In other
words we can fix the values of two constants, e.g., k1 and k3, and then ks und «
are determined. The respective choice in the CGS and SI system is shown below.

k'l ‘ ]{32 ‘ (0% ‘ ]{?3
CGS| 1 | L (c|?
SI | |21 1

Daraus ergeben sich dann auch unterschiedliche Darstellungen fiir D und H-Feld,
die Maxwell-Gleichungen und die Lorentzkraft. This then results in different re-
presentations for D und H as well as for Maxwells equations and the Lorentz
force.

D, H Maxwell Lorentz
CGS | D=F +4nP V-D=drp; VxH= =z —|—i%lt7 qE—i—%XB
H=B—4rM |V.B=0; V><E+f§:o
S D=¢E+P |V D—P,VXH—j+at qF + qv x B
H=LB-M |V.-B=0;VxE+28—0

Die SI-Einheit fur die Kraft ist The SI force unit is

Newton 1N = 1k§m (0.10)
Die CGS-Einheit fiir die Kraft ist The CGS force unit is
g-an (0.11)
— 10%dyn = 1N
Die SI-Einheit fiir Energie ist The SI energy unit is
Joule 1J — 19 ;2m2 (0.12)
Die CGS-Einheit fiir Energie ist The CGS energy unit is
(0.13)
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= 107erg =1J

Die CGS-Einheit der Ladung ist direkt vom Coulombgesetz abgeleitet The CGS
charge unit is directly derived from Coulombs law

qq
F= pol (0.14)
Zwei Ladungen von je ein esu spiiren im Abstand von 1 e¢m die Kraft 1 dyn. Two

charges of 1 esu each exert at a distance of 1 ¢m the force 1 dyn on each other.
— 1C =14s =3 10%su

Die CGS-Einheit des Magnetfeldes ist der Gauf The CGS magnetic field unit is

d
16 = 129" = 1074 Tesla (0.15)

ESU

1G =~ Stérke des Erdmagnetfeldes strength of earth magnetic field

0.3 Erinnerung: Die Axiome der QM
Reminder: Axiomatic Formulation of Quantum Mechanics

(i) Physikalische Zustédnde quantenmechanischer Systeme werden durch eindi-
mensionale Unterrdume eines (seperablen) Hilbert-Raums dargestellt. Der
normierte Zustandsvektor |¢)) mit ||¢|| = 1 ist gewOhnlich der Représentant
des jeweiligen Quantenzustands. The possible states of a quantum mechani-
cal system are represented by unit vectors (called "state vectors”). Formally,
these reside in a complex separable Hilbert space - variously called the "state
space” or the "associated Hilbert space” of the system - that is well defined
up to a complex number of norm 1 (the phase factor).

(ii) Jeder Observablen entspricht ein hermitescher Operator. Orts— und Impuls-
operatoren erfiillen dabei die Kommutationsrelationen Observables are repre-
sented by Hermitian operators. The commutation relations of the position
and momentum operators read

(&5, Pr] = ih 1 S, (0.16)
[Z;, k] = 0. (0.18)

(ili) Das Spektrum jedes hermiteschen Operators entspricht der Menge der zulés-
sigen Mefswerte der zugehorigen Observable. The spectrum of any Hermitian
operator corresponds to the set of allowed values of the corresponding obser-
vable.
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(iv)

(vi)

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung der Observablen A an einem Quan-
tensystem im Zustand |)) den Eigenwert a zu messen, ist |{a|¢))|?, wobei |a)
der Eigenzustand des der Observablen zugeordneten Operators A zum Ei-
genwert a ist. |(a|y))]? is the probability to measure the eigenvalue a for the
observable A for a system’s quantum state |¢)). Here |a) is the eigenstate
corresponding to the eigenvalue a of the operator A that represents the ob-
servable A.

Unmittelbar nach einer Messung der Observablen A mit dem Mefresultat a
befindet sich das System sicher im Zustand |a). If a is the result of the mea-
surement of A, then |a) is the system’s quantum state after the measurement.
Any repeated measurement will yield the same result. This phenomenon is
called wavefunction collapse.

Die Zeitentwicklung eines qm. Zustands wird durch qm. Evolutionsgleichun-
gen (bisher Schrodinger-Gleichung) beschrieben. The time evolution of the
system’s quantum state is described by quantum mechanical equations of
motion. Up to now Schrédinger’s equation was considered the quantum law
of evolution.
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1 Storungsrechnung
Perturbation theory

1.1 Zeitunabhdngige Stoérungstheorie
Time-independent perturbation theory

suchen Losung der SG want to solve SE

Hip) = Elip)

Transformation in eine gegebenenfalls leichter losbare Gleichung,
Transformation into a possibly more easily solvable equation,

H'l) = ElY)
moglich? possible?
Transformieren Transform X
¥y = U"[¢)
mit dem unitdren Operator using the unitary operator U.

Ansatz fiir ansatz for U:

Wegen Because of R
Ut =U"! (Unitaritit unitarity)

folgt it follows ) )
€S+ = e’S = g = —5’+
d.h. S ist antihermitesch ie., S is antihermitian.
Jetzt Trafo Now transform
W) = UHg) = e 9]y,
Aus X
Hy) = E[)
wird transforms into
HeS|y'y = Ee|y)
e SHeS |y = E|),
Il
H/

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)
(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)
(1.10)

10
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d.h. erhalten physikalisch gleichwertige, unitir transformierte SG i.e. obtain equi-
valent, unitarily transformed SE

H'ly') = EY). (1.11)
Als Losungen erhédlt man die EW E und die EV [¢') The eigenvalues E and the
eigenvectors [¢)') are obtained.

Aus letzteren bestimmt man die urspriinglichen EV from the latters one obtains
the original EV )

) = S, (1.12)
Das eigentliche Problem besteht jetzt darin, die geeignete unitidre Transformati-
on zu finden. Manchmal helfen dabei Symmetrieiiberlegungen. Die Alternative ist
Storungsrechnung. The real problem now consists in finding the appropriate uni-
tary transform. Sometimes symmetry considerations are helpful. Alternatively one
has to do perturbation theory.

Machen Zerlegung Split the Hamiltonian

A A A~

H=Hy+\H . (1.13)
ungestorter Stoérung
Operator pertur-
unperturbed bation

Hamiltinian

Fir ﬁo sei die SG gelost Assume SE to be solved for ﬁo
Holy) = EP[4Y). (1.14)

Die EV des gestorten Problems sollen aus den ungestorten EV durch unitére Trafo
hervorgehen require EV of the perturbed system to be related to the unperturbed
EV by a unitary transform

) = 1), (1.15)
Die gestorte WFE héngt vom Storparameter A ab the perturbed wave functions
depend on the (small) parameter A

[tha) 2= [47) (1.16)
dh.ie.  §22%0. (1.17)

Machen Taylor-Entwicklung nach Potenzen von A Expand S into a Taylor series
with respect to A

S= MGW =AW 4 3280 4 (1.18)
k=1

E,=Y MEW_=FO L \xg® 4 (1.19)
k=0
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Starten von gestorter SG Start from the perturbed SE

I:[ |wn> = E, ‘¢n> (1-20)
—~— —~—
AII Il ¢—
eS| Ansatz
&1 (0
eS|
> ) = B (1.21)
e—8M Hotx1 28M _ 113500y B £ B
(1 A5 O e etestone e

consider only
first-order terms)

(1.22)

(1= ASOY(Hy + MH 1)) (1 + ASO) [p0) = (B + AED) 9@y (1.23)
{Hy+ MH, — ASY Hy + MNH S + OO ) = (EO 4 XEW)[p©)  (1.24)

n

Koefhizientenvergleich liefert comparison of coefficients shows

A Holpl) = EP ) (1.25)
A {H - SWHy+ Hy Sy = ED[p0). (1.26)

Multiplikation der 2. Gleichung mit (1#7(,?)| liefert multiplikation of the 2nd equation
by ()] yields

W) = (W D[SD Holp D) + (0D [ Ho SOWD) = BNy (1.27)
W_/ W—/
EQ W) ER W)

WD) = (B = ED)DISV0) = BN b (1.28)

Fiir n = m erhalten wir For n = m we obtain

ED = (O H ), (1.29)

d.h. fiir A = 1 ergibt sich der gestorte Eigenwert als for A = 1 the perturbed
eigenvalue is obtained as

E,=EY + (1 H ) (1.30)

12
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D.h. kénnen aus den Eigenwerten und Eigenvektoren des ungestorten Problems die
Eigenwerte des gestorten Problems approximativ bestimmen! Obviously we may
approximate the eigenvalues of the perturbed system from the eigenvalues and
eigenvectors of the unperturbed Hamiltonian!

Wie dndern sich die Eigenvektoren? How do the eigenvectors change upon pertur-
bation?

() = 5[ & (1 + ASD) @) (1.31)

Fir A = 1 und unter Ausnutzung von In case of A = 1 and exploiting that

=" ) (1.32)
folgt it follows
) = +Z|¢ Y D15W | 0) (1.33)
W) = {1+ @ |SD )}y Z 150y @)y (1.34)
m#n

Wegen ST = —S gilt Because of ST = —S it holds

(| A“>|¢<0>> =~ 1SV ?) (1.35)
= (pOSW)pOY = 4z, mit here x,, € R (rein imaginir, pure imaginary) (1.36)

= () = (L+iz) {0 + (L +iz) ™ D @QSO) ) (1.37)
m#n
~ e ). (1.38)

Konnen Phasenfaktor einer Wellenfunktion beliebig wéhlen, machen spezielle Wahl
xn, = 0 Phase factors of wave functions may be arbitrarily chosen, our choice:
r, = 0.

Damit
() = [0) + > WISV D). (1.39)
m#n
Aus (|1.28) folgt fiir n # m from ((1.28) it follows for n # m
(v | |5”)

WISV ) = (1.40)

Y

EY — B

13
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d.h. i.e.

|thn) = ) + Z |¢m> (1.41)
= E(O E(O)

Bemerkungen remarks

(i) In die gestorten Wellenfunktionen mischen alle ungestorten Wellenfunktionen
ein Essentially all unperturbed wave functions contribute to the wave function
of the perturbed system.

(ii) Einflufs energetisch benachbarter Zusténde potentiell am grofiten thereby the
states in the energetic vicinity typically contribute most.

(iii) Hier nur Terme bis A! betrachtet, entspricht Stérungsrechnung 1. Ordnung;
genauere Approximation durch Terme hoherer Ordnung Here we have only
considered first-order terms in A, i.e., first-order perturbation theory; more
accurate description possible by including higher-order terms.

1.2 Zeitabhangige Storungstheorie
Time-dependent perturbation theory

Sei Hamiltonian given by

H(t) = Hy + Hy(t) (1.42)
~——
zeitabhingige Stérung time-dependent perturbation

Losung des ungestorten stationdren Problems Assume solution of the unperturbed,

stationary problem R
Hy|n) = E,|n) (1.43)

sei bekannt, gelte to be known, assume that

(nm) = Gpm, > |n)(n| = 1. (1.44)

Gesucht ist Losung des zeitabhéngigen Problems We are looking for the solution
of the time-dependent problem

iR (1)) = H(t) (1)) (1.45)

14
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Entwickeln [¢(t)) nach |n) Expand [¢(t)) in |n)
() =D élt)n) (1.46)

=3 ealt) ZFE |n) (1.47)

Zeitabhéangigkeit der Lo-
sung des stat. Problems
time-dependance of the
solution to the stationa-
ry problem

Damit in SG Insert in SE
ih; c‘n(t)e—%Ent|n> + ihzn: cn(t) (—%E’n) e—%Entm)
=" ca(t)e 5 Holn) + > c(t)e FEH (8)n). (1.48)
n N——"

Enln) "

Es verbleibt It remains

Zih c’ne_%E"t|n> = che_%E"t]:Iﬂn) | (m| (1.49)
i (H)e77 5 =N " (m| Hy (t)|[n) e i, (¢). (1.50)

n

Mit Abkiirzung with abbreviation wy, = £2=E2= . Ubergangsfrequenz transition

n
frequency

folgt Bewegungsgleichung fiir the equation of motion for ¢,,(t)

ihén(t) = (m|H(t)|n)e " e, (t). (1.51)

n

System von (im allg. unendlich vielen) DGL mit zeitabhéngigen Koeffizienten (In
general infinite dimensional) system of differential equations with time-dependent
coefficients.

Falls das System zur Zeit to = 0 im Zustand |I) ist, ist |c,(¢)|? die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dat das System durch die Stérung H; zur Zeit ¢ in den Zustand |n)
iibergegangen ist. If |I) is the state vector of our system for ¢, = 0, then |c,(¢)[?

represents the probability that the perturbation H; has induced the transition of
the system in the state vector |n) at time t.

Approximative Losung durch Integration Approximate solution from integrating

15
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t

¢
1 —iWnmT

/dT = cn(t) = em(to) + 7 Z/dTHlmn(T)e cn (7). (1.52)

to m to

Falls H, eine “kleine” Stérung ist, und 7 "kurz”, sind die ¢,(t) & ¢, (ty), dann It
holds ¢, (t) =~ ¢,(to) provided H; is "small” and 7 is "short”; then

t

1 —iWnmT
Cm(t) = e (to) + g ch(to) /dTHlmn(T)e T (1.53)
n to
Konnen diese Koeffizienten unter dem Integral einsetzen und so sukzessive
bessere Losungen bestimmen These coefficients may be inserted into the above
integral [1.52] thus successively better solutions may be obtained.

o Kurzzeitige Storung short perturbation

H(t)#0 fir 0<t<T (1.54)

Vor der kurzzeitigen Storung sei das System im Eigenzustand |I) von Hy, d.h.

The system is assumed to be in the eigenstate |I) of Hy before the perturbation
starts, i.e.
cn(to) = Ot (1.55)

Damit gilt approximativ fiir Thus it holds approximately for 0 <t¢ < T
1 t
Cm<t> ~ 5ml + _h /dTHlml(T)eiwlmT (156)
7
0

Fiir t > T verlasst das System den erreichten Zustand nicht mehr, wegen For
t > T the system remains in its state, because of

ihem = Hipa(t) e ™, (t) =0 (1.57)
n I
0 fiir for
t>T
d.h. ie.
Cm(t) = cn(T) furfort > T (1.58)

Damit ist die Ubergangswahrscheinlichkeit P,_,,, das System zur Zeit t > T
im Zustand |m) zu finden, wenn es vor der Starkung in |I) # |m) war Thus
the transition probability P, to find the system in the state |m) at time
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t > T provided it was in the state |I) # |m) before being perturbed is given
by

T 2

1 — Wi T

P = len(T)? % =5 / dr Hypa(r)e=n7| (1.50)
0

Betrachten Fourier-Transformation der Matrixelemente von Consider Fourier

transform of matrix elements of Hi(t)

~ 1 7 )
Fya() = ~— / dr Hyp (1) (1.60)
2m
T
1 )
=5 AT Hypy (7)™ (1.61)
0
Damit Thus
4r? -
Pym = §|Hlml(wml)|2 (162)

e Monochromatische Stérung Monochromatic perturbation
betrachten monochromatisches Lichtfeld consider now monochromatic light

E(&,t) = @(Fei st 4 pre-ika—wt) (1.63)

mit Polarisationsvektor with polarization vector @ und komplexer Amplitude
and complex amplitude F
d.h. Storpotential i.e. perturbation given by

V(t) = —eZ E(Z,1) (1.64)

~

Hi (1)

(Wechselwirkungsenergie des Elektrons mit E-Feld interaction energy of elec-
tron with electric field F)

E einsetzen liefert insert the above £

H) = —eZde™ Fe ™ —eqde " F* et (1.65)
- g -
‘{ N
A At
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k| |Z] = 2T Z] ... klein, falls small in case of |Z] << A d.h. fiir Atome in nicht
zu kurzwelliger Strahlung gilt, i.e., for atoms in long-wave radiation it holds

~

aF At ~ —eZaF* (1.66)

&

A~ —e

damit thus ‘ _
Hl,ml (7—) = Aml e T+ A;knlewn' (167)
I
(m|HA|l>
—Fa(mlez|l)

damit in die Approximation fiir die insert now this expression into the ap-
proximation for ¢, (t)

t

em(t) = e (0) + z% /dT zn: Hy (7)€", (0) (1.68)

Sei Atom fiir ¢y = 0 (vor dem Einschalten des Feldes) in |l), d.h. ¢,(0) = .,
dann ergibt sich fiir m # [ Assume atom to be in the state |l) for tg = 0, i.e.,
before the field is switched on. Then ¢,(0) = §,; and for m # [ it holds

t t

Am —i(WimFw)T A* — (W —w)T
Wy =2t i C (1.69)
ih =W +w) |, th —i(wm —w)|,
mit using that wy, = —wnu
A (wmi—w)t __ 1 A* —i(Wmi—w)t _ 1
V() = = - (1.70)

ih Wy — w) ih (W + w)

Jetzt speziell Absorption Consider now optical absorption

Im> .
N wWm ~ w, d.h. ndherungs-
A [ Iﬁw weise in Resonanz, assume
> roughly resonant radiation
Em ~ El + hew

= 1. Summand dominiert (wegen kleinem Nenner) 1st term dominates (be-
cause of denominator)

Aml ei(wmlfw)t -1

ih (W — w)

(1.71)
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gilt it holds

= [cly) (1)* = Pion()
_ |Ap|? 4sin® 2=t
2 (W — w)?
Al S0P =}
h? (Wt —w)?% 2

(&

bt N
70 (Wyyy — W)

1 in” k
(Erinnerung reminder §(z) = — klim Slz 2x)
T k—oo kT

d.h. thus -
e
Pl—)m(t) - |Aml|zﬁ5(wml - w)

Ubergangsrate transition rate, also called decay probability

d
m = — P (t
Wi =~ Fim (t)
(Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit
probability of transition per unit time)

2
Wim = ﬁ'AmlPé(wml - W)

"Fermi’s Goldene Regel” "Fermi’s golden rule”

Bemerkungen remarks

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

(1.79)

(1.80)

(1.81)

— Energieerhaltung durch d—Funktion ¢ function ensures energy conserva-

tion
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— Ubergangsrate ~ |Ubergangsmatrixelement|? transition rate ~ |matrix
element|? of the perturbation between the final and initial states

— Although named after Fermi, most of the work leading to the Golden
Rule was done by Dirac, who formulated an almost identical equation,
including the three components of a constant, the matrix element of
the perturbation and an energy difference. It is given its name because,
being such a useful relation, Fermi himself called it "Golden Rule”.

1.3 Das Wasserstoffmolekiilion
The hydrogen molecule ion

Einfachste chemische Verbindung H," The hydrogen molecule ion consists of an
electron orbiting about two protons, and is the simplest imaginable molecule. Let
us investigate whether or not this molecule possesses a bound state: i.e., whether
or not it possesses a ground-state whose energy is less than that of a hydrogen
atom and a free proton.

o
©) X
A ®
B
RA ﬁ)B
Potentialschema schematic potential
\
Rg

Ra .
\ ‘ ‘ /X
fuhren Relativkoordinaten ein transform to relativ coordinates

Zp=7%— Rp (1.83)

Kernabstand proton distance Rap

Eigentlich haben wir es hier mit einem Dreiteilchenproblem zu tun, welches schon
klassisch nicht exakt losbar ist. Actually, we are dealing here with a three-body
problem that already classically cannot be solved analytically.
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= betrachten die Kerne als in Ruhe befindlich, ihre Lage geht nur als Parameter
in das Problem ein (Born—Oppenheimer—N#herung) Consider the core positions as
fixed, they enter the problem only as a parameter (Born-Oppenheimer Approxi-
mation)

Damit Hamilton-Operator Hamiltonian thus given as

9 2 2

. D e e

H=—"—— — — 1.84
2m  |Za|  |Zg] ( )

mit zugehoriger, zeitunabhéngiger SG where the corresponding time-independent
SE reads

Hl¢) = Ely) (1.85)
betrachten zunéchst den Fall, dafs beide Kerne unendlich weit entfernt sind, im

Grundzustand gilt consider at first the case where the cores are infinitely far from
each other; then for the ground state it holds

~2 2

Haloa) = Er|éa) mit with By = 2— — (1.86)
2m (T4

. A s e

Hp|¢p) = Ei|¢s) mit with Hp = S— — — (1.87)
2m  |ig]

Das jeweilige Problem H a/ H B ist bekanntermafien das Wasserstoffproblem, F; ist
die Grundzustandsenergie (—13,6¢eV) The respective problem H,/Hpg is known
as hydrogen problem, F; corresponds to the ground-state energy (—13.6eV)

Falls die Kerne oo entfernt sind, kann die Wellenfunktion des Gesamtsystems als
Superposition von |¢4) und |¢pp) dargestellt werden Provided the atoms are oo
far from each other, the wave function of the complete system may be written as
superposition from |¢4) and |¢p)

V) = calga) + caldp) (1.88)

Nehmen jetzt an, daf dieser Ansatz auch fiir endlichen Abstand gut ist (Ndherung
von Heitler und London). Now assume that this ansatz works as well for finite
distances (approximation made by Heitler and London).

Sei Suppose

(Palda) = (¢5loB) =1 (1.89)
(Paldp) = (dB|oa) = % #0 (1.90)
Uberlappintegral

overlap integral
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Setzen Heitler-London—Ansatz ein Insert Heitler-London Ansatz

H(calpa) + caldp)) = E(caléa) + calos))

(1.91)
. o2 R o2
(HA - —) calda) + (HB - —) cplop) = E(calda) + clés))
|7 8] | ]
(1.92)
2 e2
ca| By —E———||¢a) +cp | B1 — E—— |¢) =0 (1.93)

Multiplikation mit (¢A] und (¢p| fiihrt zu multiplication by (¢4| and (¢pg| leads
to

o D
und and
2
ca{SAE — (45 || ||¢A V4 ep{AE - |ﬁ|¢3> b =0 (1.95)
D c
damit Gleichungssystem obtain system of equations
(AE —C)ea+ (AE-S—D)eg =0 (1.96)
(AE-S —D)ca+ (AE—-C)ep =0 (1.97)

nichttriviale Losungen fiir existence of nontrivial solutions requires

(AE—-C)* - (AE-S—D)*=0 (1.98)
d.h. ie.

AE —C =+(AE-S— D) (1.99)

C+D

AFE = 1.1
1+£S (1.100)
C+D ,

bzw. E =FE; — 1o respectively. (1.101)

Einsetzen in Gleichungssystem liefert Insertion in the equations above results in

ca = *cp (1.102)
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d.h. wir erhalten symmetrische und antisymmetrische Wellenfunktion, mit Nor-
mierung ergibt sich That means we obtain a symmetric as well as an asymmetric
wave function; normalization leads to

1
g = ———— + 1.103
[y o S)(|¢A> 65)) (1.103)
D
mit where FEg = E; — ?15 (1.104)
1
o) = —— — 1.105
) = —=—ss(164) = 165) (1.105)
- D
mit where FE, = F; — ¢ (1.106)
1-S5
fiir endlichen Kernabstand gilt it holds for finite core-core distance
Es < E| < E, (1.107)
W
o>
R
X
|®a>
Vv

Bei der Berechnung der Gesamtenergie des Problems muf$ noch die Kernabsto-
fung berticksichtig werden Still need to consider the core-core repulsion for the
calculation of the total energy

62

Etot(RAB) — El — AES/Q(RAB> + R . (1108)
AB
Betrachten Coulombintegral Consider Coulomb integral
2
e
C = (pal=—10a) (1.109)
|%5]
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Offensichtlich Obviously

Rap—o0

2
lim C=0, lim C = (¢a|—I|ba) = (Vi) (1.110)
Rap—0 |24

Letzterer Ausdruck kann durch das Virialtheorem abgeschétzt werden. Fiir eine
homogene Potentialfunktion vom Grad s gilt The size of the latter expression can
be approximated using the Virial theorem. If the potential energy V' between two
particles is proportional to a power s of their distance it holds

(1) = S{V) (L.111)

Hier ist s = —1 und damit Exploiting that s = —1 in the present case one obtains
1

E=(T)+(V)= §(V) — (' =2Fy (1.112)

Offensichtlich kompensiert fiir grofse Abstdnde das Coulombintegral C' gerade die
Coulombabstofsung zwischen den Kernen und gibt fiir kleine Absténde einen end-
lichen, negativen Wert. Der fiir die Bindung entscheidende Beitrag stammt offen-
sichtlich vom Austauschintegral The Coulomb integral C' obviously compensates
for the Coulomb repulsion of the protons for large distances and assumes a finite,
negative value for small proton distances. The decisive contribution to a possible
bonding between the protons stems from the exchange integral

62
D= <¢A|M|¢B> (1.113)

fiir welches sich ebenfalls eine Abschétzung angeben ldft for wich one can as well
determine upper bounds

2
e
li D=0, lim D= —_— = (V] 1.114
pim i D= (@alzlea) = (Va) (1.114)
Die genauere, d.h. numerische Rechnung zeigt, daft die Energie des symmetrischen
Zustands Anlaf zu einem Minimum gibt The numerical evaluation of the above

expressions shows that the energy of the symmetric state gives rise to a minimum
E \

\ antisymmetrischer Zustand,

N /nichtbindend

\ anti-symmetric state
~ . honbinding

symmetrischer Zustand
symmetric state

Ry ... Gleichgewichtsbindungsabstand
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Das Wasserstoffmolekiilion dient oft als Beispiel einer "anschaulichen” Interpreta-
tion der chemischen Bindung. Im Lehrbuch "Molekiilphysik und Quantenchemie”
von Hermann Haken und Hans Christoph Wolf (Springer, 1994) heift es zum Bei-
spiel: "...ist bei dem gebundenen Zustand die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des
Elektrons zwischen den beiden Kernen relativ grofl. Es kann also, energetisch ge-
sehen, von der Coulombschen Anziehungsenergie beider Kerne profitieren, wodurch
die potentielle Energie des Gesamtsystems abgesenkt wird. Im lockernden Zustand
ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons zwischen den beiden Kernen
klein, in der Mitte sogar 0, was bedeutet, dafs das Elektron fast nur die Anzie-
hungskraft jeweils eines Kerns spiirt.”

Interessanterweise steht das im Widerspruch zur Aussagen eines anderen renom-
mierten Lehrbuchs, "Quantentheorie der Molekiile” von Joachim Reinhold (Teub-
ner, 1994), wo es heift: "Oft wird |[...| der Eindruck erweckt, als wiirden sich "bin-
dende” Elektronen (im Beispiel des H, ein einzelnes Elektron, im allgemeinen
aber "Elektronenpaare”) deshalb bevorzugt (d.h. mit grofer Wahrscheinlichkeit)
zwischen den Kernen aufhalten, weil dann durch die rdumliche Anordnung von ne-
gativer Ladung zwischen den beiden positiven Kernladungen die potentielle Ener-
gie besonders niedrig wire. Diese auf klassische elektrostatischen Vorstellungen
beruhende Interpretation ist jedoch unzuléssig. Griindliche Analysen der Zusam-
menhénge ergeben ein anderes Bild. Zwar ist beim Gleichgewichtsabstand in der
Tat die potentielle Energie abgesenkt (und die kinetische Energie weniger stark
erhoht), aber fiir die Bindungsbildung, d.h. die anziehende Wirkung bei der An-
ndherung der Atome ist die Absenkung der kinetischen Energie entscheidend (die
potentielle Energie wird dabei - wenn auch schwach - erhoht). Eine Erklarung da-
fiir 146t sich aus der Unschérferelation folgern. Bei der Bindungsbildung kommt es
in der Bindungsregion zu einer "Durchdringung”, “Uberlagerung”, “"Uberlappung”
oder "Interferenz” (hier ist das Wellenbild giinstig) der atomaren Zustandsfunktio-
nen ("Wellenfunktionen”). Bei "bindenden” Verhéltnissen (positive Uberlappung)
resultiert daraus eine Vergroferung der Aufenthaltswahrscheinlichkeit der Elek-
tronen in der Bindungsregion, bei "antibindenden” ("negative Uberlappung”) ei-
ne Verringerung. Bei bindenden Verhéltnissen stehenden Elektronen also grofere
Raumbereiche (im Vergleich zum Fall getrennter Atome) zur Verfiigung, ihre Orts-
unschérfe wird grofser. Dadurch sinkt ihre Impulsunschérfe. Da der mittlere Impuls
bei gebundenen Elektronen 0 ist, werden somit kleinere Impulse wahrscheinlicher.
Wegen T = p?/2m,. werden damit auch kleinere Werte fiir die kinetische Energie
wahrscheinlicher, wodurch sich die mittlere kinetische Energie der Elektronen ver-
ringert. Durch diese Verringerung wird die Vergroferung der potentiellen Energie
iiberkompensiert. Die kinetische Energie ist damit der entscheidende Energiebei-
trag fiir die Bindungsbildung.”

Aus der Gegeniiberstellung dieser beiden Aussagen wird deutlich, daf die "an-
schauliche” Interpretation der Quantenmechanik ihre Grenzen hat, und man sich
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im Zweifelsfall auf die numerischen Ergebnisse beschrianken mufs.

Tunneleffekt tunnel effect

betrachten jetzt zeitabhingige Losung des Wasserstoffmolekiilions, aus Vereinfa-
chungsgriinden nehmen wir im folgenden verschwindenden Uberlapp an, d.h. S = 0
now consider the time-dependent solution to the hydrogen molecule ion, for sim-
plification we assume in the following vanishining overlap, i.e., S =0

ihp = Hi

wobei where [1)4(t)) = e Ps

[ta(t)) = e #"

(!¢A> +¢5))
5(164) = 165))

e

damit lautet die allgemeine Losung the general solution is given as

(1)) = cslihs(t)) + calta(t)
e L (cs + et

V2

) 164)

jBa= Est

— e | |98)

wr

praparieren spezielle Anfangsbedingung prepare special initial values

[¥(t =0)) =

d.h. e am Kern A i.e., electron is at core A

|Pa)

Einsetzen in allg. Losung liefert Insertion in general solution leads to

(cs+c,) =1

(cs —cq) =0

NSl

daraus folgt it follows

() = PS4 e o) +

Cs = Cq —

Sl

1—e ™) |pp)} .

(1.115)
(1.116)

(1.117)

(1.118)

(1.119)
(1.120)

(1.121)

(1.122)

(1.123)

(1.124)
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Wabhrscheinlichkeit das Elektron am Kern A zu finden Probability to find the
electron at core A

gl :
lca(t)]? = e zEst§ (1+er)]? (1.125)
2
A o oLt —i2Ly
s a +26 : (1.126)
= cos? L4, 1.127
2

analog folgt fiir die Wahrscheinlichkeit das Elektron am Kern B zu finden the
probability to find the electron at core B is then analogously obtained as

les(t)]? = sin® %t (1.128)
Offensichtlich gilt Obviously it holds
lea®)]? + |eg(t)|* = 1. (1.129)

Das Elektron oszilliert zwischen den beiden Kernen A und B mit der Tunnel-
frequenz The electron is oscillating between the cores A and B with the tunnel
frequency

Ea - Es
= —

Mit wachsendem Kernabstand entarten F, und E zunehmend, und die Tunnelfre-
quenz nimmt ab. Im Grenzfall Ry — oo gilt £, = F; = wpr = 0. The energies F,
and F, increasingly degenerate with increasing core-core distance, and, thus, the
tunnel frequency decreases. In the limit R p — oo it holds F, = F, = wr = 0.

wr

(1.130)

Die Uberlegungen in diesem Kapitel basieren auf einem sehr einfachen Ansatz
fiir die Wellenfunktion, wir sind vom Grundzustand des Wasserstoffatoms gestar-
tet. Realistischer ist sicher eine Beimischung hoéherer angeregter Zusténde. Eine
Methode, wie man zu einer besseren Néherung kommen kann, wird im folgenden
diskutiert.

The hydrogen molecule ion has been considered here assuming a very simple form
for the wave function that has been constructed from the hydrogen ground-state
wave function. Probably it would be much more realistic to assume additional
contributions from hydrogen excited states. One possible way to arrive at a more
realistic wave function is described below.

1.4 Das Ritz'sche Variationsprinzip
The Ritz method
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The Ritz method is a direct method to find an approximate solution for boundary
value problems. The method is named after Walter Ritz. "Uber eine neue Methode
zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik”, Journal fiir
die Reine und Angewandte Mathematik, 135, pages 1-61 (1909).

Betrachten das Funktional Consider the functional

oo (GIHY)
Hy]= Wy (1.131)

und suchen aus der Menge aller zuléissigen Zustandsvektoren [¢)) den Zustand |y ),
der dieses Funktional minimiert. and search among all allowed state vectors [¢))
the state [¢);) which minimizes the functional.

Benutzen Spektraldarstellung von Exploit spektral representation of H
H=>"|n)(n|E,, (1.132)

wobel where R
H|n) = E,|n) n>1. (1.133)

Damit Thus
W),

= S

Entwicklungskoeffizient
coeflicient

> ’Cn|2En EIZ|Cn’2
H — n Z n
> lenl? > lenl?

D.h. wir kénnen das Funktional H[¢] nach unten durch den niedrigsten Eigenwert

(1.134)

= E,. (1.135)

(Grundzustandsenergie) von H abschétzen. The trial wave-function ¢ will always
give an expectation value larger than the ground-energy (or at least, equal to it).

Falls In case
) =all) (a#0) (1.136)

folgt it follows B
H[Y] = E;. (1.137)

Konnen diese Eigenschaft des Funktionals ausnutzen, um néherungsweise den
Grundzustand und die Grundzustandsenergie zu bestimmen. One may exploit
this property of the functional for approximating the ground-state vector and the
ground-state energy.
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Machen fiir praktischen Rechnungen einen Ansatz, in dem der Grundzustand von

Parametern aq, ..., a, abhingt: For actual calculations one makes an ansatz where
the ground-state vector depends on parameters aq, ..., a,:
1) = [(an, .. an)). (1.138)

Als Beispiel kann der Heitler-London-Ansatz von GI. dienen, der um eine Bei-
mischung weiterer Wellenfunktionen ergéanzt werden konnte. The Heitler-London
Ansatz Eq. may serve as an example, it could be complemented by further
wave functions.

Damit wird das Funktional H eine von den Parametern a; abhiingige Funktion In
this way the functional H turns into a function that depends on the parameters a;

(hi(ay, ... ax)|H|hi(as, ..., an))
<’l/)1(a1, ...,an)|1/11(a1, ...,an)) ’

Suchen das Minimum dieser Funktion durch Losen des Gleichungssystems Search
for the minimum of this function by means of solving the system of equations

OH\(ay, ..., a,)
a(li

Die so gefundenen a; beschreiben den approximativen Grundzustand The parame-
ters a; found in this way determine the approximate ground state

1) = [i(ar, ..., an)) (1.141)

mit der approximativen Grundzustandsenergie and the approximate ground-state
energy is given by

Hi(ay, ..., a,) = (1.139)

=0 i=1,...,n (1.140)

Ey = H[{1]. (1.142)

Analog kénnen wir die hoheren angeregten Zustdnde und Energien abschétzen.
Dazu minimieren wir H[+)] unter der Nebenbedingung, daf [¢)) 1 zum Grundzu-
stand ist, d.h. (¢)|1) = 0. Offensichtlich gilt dann In an analogous manner we may
approximate the higher excited states and energies. In order to do so, we minimize
H{[¢)] under the condition that [t/) is L to the ground state, i.e., (¢)|1) = 0. Then
obviously it holds

A
H[Y] = e (1.143)
5 w4
=) (1.144)
n=2 ’Cn‘zEQ

v

————— = b, 1.145
ZQ’CWP ? ( )
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Beispiel Example: Grundzustand des harmonischen Oszillators: Ground state of
the harmonic oscillator:

Ansatz fiir Wellenfunktion Ansatz for wave function ¢ (x, a) = e~2/# mit Parame-
ter with parameter a
T d — 2z K2 d? 22 — 2z
[ dee 2 (—2= b L omu?L ) e
H(a) == — (1.146)
[ dxe—all
— 00

Fiir den Nenner gilt For the denominator it holds

o0 oo 2
/ do e~l*l = 2/da; e =—. (1.147)
a
—00 0

Fiir den Zéahler berechnen wir zunéchst Start be evaluating for the numerator the

term )
> ., aN? _a, (d|z] a _apd*z
e = (=5) 2"(%) “pt e (1.148)
und beachten and remember that
d|z| +1 >0 d?|x|
—_— = = 26(x). 1.149
dx {—1 r<0 7 da? () ( )

Damit folgt fiir den ersten Teil des Zahlers In this way for the first part of the
numerator it is obtained

[ e @ a
/dm e_iwﬁe_?‘xl = az/dxe_‘“”' —g/dx e "125(x) = —g. (1.150)
T
—00 N ‘gr / X J/

Fiir den zweiten Teil des Zéahlers gilt For the second part it holds

[ 2 [ 4
/ dre 2ol 2l = E/d(am) (az)?e™ ™ = Pt (1.151)
—00 0
Damit ergibt sich H(a) als Altogether H(a) is obtained as
_ a( R*a mw?4 R a®  mw? 2
H(a)==<¢—= — = —. 1.152
(@) 2{2mz+ 2 a3} omd 2 a (1.152)
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Bestimmung von a durch Determine a via

dH(a)  h*a mw?4

da ~ 2m?2 2 a3
:>a2:2\/§%.

Damit in H(a) This inserted in H(a) yields

_ 21 mw  mw?  2h
= <242
V2 P +

Aa) = ~—-

4 4 2

—hw(ﬁ—FQ) %0.7hw>1hw.

(1.153)

(1.154)

(1.155)

(1.156)

Damit ndherungsweise das exakte Ergebnis reproduziert. Thus the exact result is

approximately reproduced.
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2 Teilchen im elektromagnetischen Feld
Particles in electromagnetic field

2.1 Klassische Vorbemerkungen
Remarks on classical theory

Lagrange-Funktion Lagrange function L =T —V

mit verallgemeinerten Potential V' aus dem sich die generalisierten Krafte (); ab-

leiten lassen with generalized potential V' which gives rise to generalized forces

Qi

_dov oV
= %aq.i N g

Fordern jetzt, dak diese generalisierte Kraft der Lorentz—Kraft auf ein bewegtes

Teilchen im elektromagnetischen Feld entspricht Now require that the generalized

force corresponds to the Lorentz force on a particle moving in an electromagnetic
field

(2.1)

F=qE+%ox B (2.2)
C

mit elektrischer Feldstirke E (7, t) und Magnetfeld B(7, t) where E(7, t) is the
electric field and B(7, t) the magnetic field

Ubungsaufgabe: Zeigen, daf Exercise: Show that

V= —%/Y-wr a0 (2.3)

. - 104
it with E=—-Vp—-— 2.4
mit wi Ve -y (2.4)
B=VxA (2.5)

genau Anlafs zu dieser Kraft gibt! exactly gives rise to the Lorentz force!

Damit erhalten wir die Lagrange—Funktion fiir ein Teilchen im elektromagneti-
schen Feld. Thereby we obtain the Lagrange function for a charged particle in an
electromagnetic field.

L:T—vuzgﬁﬁ+ilv—q¢ (2.6)
C

Daraus erhalten wir die kanonisch konjugierten Impulse From this we obtain the
canonical momentum functions

oL

ot c

oL . q o L gz
oL

0% C y,
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D.h. im elektromagnetischen Feld ist der kanonisch konjugierte Impuls verschie-
den vom mechanischen Impuls mv des Massenpunkts Obviously, the canonical
momentum is to be distinguished from the mechanical momentum mu for charged
particles in electromagnetic fields

Jetzt bestimmen wir die Hamiltonfunktion Now we determine the Hamiltonian
function

=p-0—1L
1 .. g m1l,, q=» q L gz
= —p(p—-A) — 5= F—--A)P? - A—=[F— ZA) +qp
m c 2m c c c
= (I —IA) - — (- LA
m(p . )(p . ) 2m(p )* 4+ qp
(2.8)
d.h. ie.,
-t i)
= (p—12 2.9
2m<p )+qs0 (2.9)

2.2 Schrédingergleichung von Teilchen im elektromagnetischen Feld
Schrédinger equation for particle in electromagnetic field

Ubertragen die klassische Hamiltonfunktion eines geladenen Teilchens auf den Ha-
miltonoperator des Elektrons The electron Hamiltonian (quantum mechanical ope-
rator corresponding to the total energy of the system) is obtained from the Ha-
miltonian function of a charged particle

A 1 75 e 2
H HZ—[*—-A 2 ] 2 2.1
— 5 [P (z,t)| +ep(z,t) (2.10)
daraus ergibt sich sofort die SG From this we obtain immediately the SE
1 2, e 2
it = { ( - —A) + ego] " (2.11)
2m c
bzw. ausmultipliziert (dabei beachten, daR [p, A] = —ihi(V - A)) or expanded,
respectively, remembering that [p, A] = —ih(V - A)
H? 1 1l eh,= - 1 -\ 2
i) — p—+e<,0——EAp——E—.(V- )+ — (EA) " (2.12)
2m mc 2mca 2m \c
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wobei where p = —ihV.

Erinnerung Elektrodynamik Reminder Electrodynamics
kénnen Potentiale umeichen may gauge transform the potentials in such a
way

A A =A+Vyf (2.13)
10

= = 2.14

poy =9 o (2.14)

ohne dafs sich die Felder &ndern, insbesondere kénnen wir die Coulomb-—
Eichung voraussetzen, d.h. that the fields do not change. In particular we
may assume the so-called Coulomb gauge, i.e.,

—

V-A=0. (2.15)

In Coulomb-Eichung ergibt sich fiir die Schrodingergleichung Within Coulomb
gauge the SE reads

. 72 le -~ 1 N2
it = {p— Yep— —SAj4 — (EA) } . (2.16)
m m C

Betrachten speziell konstantes Magnetfeld, dann Vektorpotential gegeben durch
Consider now the special case of a constant magnetic field, the corresponding
magnetic vector potential is given as

,I_—é[fxé} (2.17)
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Beweis: Proof:
.. - 1. = B} 1
(V X A)z = (V X (—57" X B))z = eijka_]}j _EEklma:le (218)
1 0x
= eijkeklm —5 a—xl Bm (219)
N
015
1
= — 3 €ijk€kim Bm (220)
2 ——
26im
= B, (2.21)
]

Betrachten fiir dieses A jetzt 3. und 4. Term der Schrédingergleichung Now consider
the 3th and 4th term of the SE for this particular choice of A

Term linear in A (paramagnetischer Term) term linear in A (paramagnetic term)

1le -a the 1 L o=\ =
the /., = -
e - -
=——L-B 2.24
. A 229
L=rxp="1FxV

quadratischer Term in A (diamagnetischer Term) squared term in A (diamagnetic
term)

e - e L o=
QmCQA% =53 (7 x B)* (2.25)
2
e o= L o=
=53 (72B* — (7 B)*)Y (2.26)
o.v.a.A. 2 B2
Ble. ~sma® Ty (2.27)

vergleichen Gréfenordnung dieser Terme fiir ¢ = e in Atomen compare magnitude

35



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

of these terms in case of atoms for ¢ = e

<fff +y°) - B
(L)-B

8mc2

~107'B (in GauR) (2.28)

2mc
(x + y?) = a?: Bohr’scher
Radius Bohr radius

(L) ~ h (2.29)

= fiir “normale” B-Felder ( B < 10° Gauf) ist der quadratische (diamagneti-
sche) Term gegeniiber dem linearen (paramagnetischen) Term vernachléssig-
bar fiir atomare Systeme for magnetic fields of “normal” strength ( B < 10°
Gauk) the squared (diamagnetic) term is negligible compared to the linear
(paramagnetic) term for atom-sized system

Situation dndert sich fiir delokalisierte Elektronen (z.B. Metallelektronen) oder
extreme Feldstirken (auf Neutronensternen B ~ 10'? Gauft) The situation changes

if delocalized electrons (e.g. in metals) or extreme fields (e.g. on neutron stars with
B ~ 10'? GauR) are considered

vergleichen paramagnetischen Term mit Coulombenergie in Atomen compare pa-
ramagnetic term with Coulomb energy typical for atoms

c (L)-B
% ~ 107'B (in GauR) (2.30)

ag

= unter typischen Laborbedingungen ist die Anderung der atomaren Niveaus
durch magnetische Felder gering The shift of the atomic energy levels due to
magnetic fields is small in typical laboratory conditions

2.3 Normaler Zeeman—Effekt
The "normal”’ Zeeman effect

diamagnetischer Term klein (2.2)) as we have just seen, the diamagnetic term is
typically negligible, cf. chapter [2.2]

= gehen fiir das Wasserstoffatom im réumlich und zeitlich konstanten Magnet-
feld vom folgenden Hamilton-Operator aus consider in the following a hydro-
gen atom in a spatially constant and time-independent magnetic field with
Hamiltonian

H=Hy,— —BL. (2.31)

2me

wobei das Magnetfeld parallel zur z—Achse gelegt wurde here the magnetic field
was chosen parallel to the z axis

36



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

hierbei ist thereby it holds

. h2 . 2
Hy=——V2-Z (2.32)

2m T

mit Eigenfunktionen with eigen functions

Magnetquantenzahl
magnetic

e (2.33)
/n‘l my
Hauptquantenzahl Drehimpulsquantenzahl
principal q.n. azimuthal

q.n.

Die ¢, sind auch Eigenfunktionen von L? und Lz, und damit auch Eigenfunk-
tionen von H. Es gilt The wnlml are eigen functions of L2 and L, as well. Therefore
they are eigen functions of H too. It holds

- R d ehm
Hwnlmz = {_ Y L }djnlml (234)

n? 2me

d.h. die Energieeigenwerte sind verschoben i.e., the energy eigen values are shifted

Ryd

Enlml == + thml mit (235)

wp = —i ... Lamor-Frequenz (2.36)
2me
Das Magnetfeld hebt die (21 + 1)—fache Entartung der Energieniveaus auf. Jedes
Niveau mit Drehimpulsquantenzahl [ wird in (2] + 1) dquidistante Niveaus aufge-
spalten. The magnetic field lifts the (21 + 1)-fold degeneracy of the energy levels.
A given level with azimuthal quantum number [ (also known as orbital angular
momentum quantum number or second quantum number) splits into (2/+1) equi-
distant levels.
m,
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Hamiltonoperator in Coulomb-Eichung fiir konstantes Magnetfeld (vgl.
Coulomb-gauge Hamiltonian for constant magnetic field (cf.

h2V2 e - = e’B?
H = ——L-B 24y 2.37
2m oy 2mce * 8mc? (@ +y) (2:37)
erlaubt die Berechnung des magnetischen Moments (i nach der Definition ji = —g—g
allows for calculating the magnetic moment [i according to the definition ;i = —g—g

Daraus folgt fiir den paramagnetischen Term This leads in case of the paramagnetic
term to

—

e - L
i=—0L=up— 2.38
H e KB 7 ( )
mit dem Bohr’schen Magneton where the Bohr magneton

eh
pp = — (2.39)

-~ 2me

has been introduced. Der paramagnetische Term kann typischerweise abgeschétzt
werden als The paramagnetic term is approximately given by

i) = s (2.40)

(Hier ist noch nicht der Spin beriicksichtigt!) (Up to now the spin has not been
considered yet!)

Der diamagnetische Beitrag ergibt sich zu The diamagnetic term is given as

—

e’B
4Amc?

fi=— («* + 3% (2.41)

Danach gilt im Atom Accordingly, it holds for the atom

N
() ~ = a?, (2.42)

4mc?

2.4 Anderung der Wellenfunktion bei einer Eichtransformation
Gauge transformation induced change of the wave function

Die Lorentz—Kraft hdangt nur von B ab (vel. , aber die Schréodinger—Gleichung
enthéalt das Vektorpotential. The Lorentz force depends on the magnetic field only
(cf. . The vector potential, however, enters the SE.

Héngt die Wellenfunktion (und das dadurch beschriebene geladene Teilchen) von
der Eichung ab? Depends the wave function (and the charged particle it describes)
on the gauge?

38



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

Untersuchen den Einflufs der Eichtrafo Investigate the influence of the gauge trans-
formation ~ L

A—-A+Vf
Lo mitf=/(¢) (2.43)
cot
SG in der ersten Eichung lautet In this gauge the SE reads

o=@ =p—-

{i(iiv-gzm t>) +eso<f,t>}w< 1) = o (1) (2.44)

2m

Fiir die Wellenfunktion /(7 t) in der gestrichenen Eichung gilt In the prime-
denoted gauge the wave function ¢/(7, t) is given by

W (7, 1) = (7, t)ered D (2.45)

Beweis Proof:
Untersuchen zunéchst die Wirkung von Start by investigating the influence of
D' =2V — <A auf ¢/

D'y = D'erct @0y (7, ¢) (2.46)
ie h =d -
= e {2028 - Sv ) bur o (2.47)
1 o & & P
_%g
b
= eied D) (2.48)

D! Q%fl/) = Q%fDQw (249)
d.h. i.e. )
h = e = Ef R h =
-V-—-A e he w(fr’ t) = ehc v — —A ’gb(?", t) (250)

c

Damit in die SG in gestrichener Eichung Consider now SE in prime-denoted gauge

9 1 (he EE
ih— el qp = V——A’ + ey §enty) (2.51)
Ot e~ 2m \ i
w/
1

_efeist hetsf oY
cfenclip +ihens!

. 1 ie h—‘ ?
D Lk (29-A) vreo-ti) by o

Q
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Erster Term links und letzter Term rechts heben sich auf. Die nur noch als Vor-
faktor auftretende Exponentialfunktion kann eliminiert werden. Es verbleibt First
lhs term and last rhs term cancel. The prefactor (exponential function) may be
eliminated. It remains

2
(7, t) = ﬁ (?6 — Sff) U(F, ) + epp(F, t), (2.53)

d.h. die SG in ungestrichener Eichung i.e., the SE in unprimed gauge
O

Die Eichtransformation bedingt also einen zusétzlichen Orts— und zeitabhéngigen
Phasenfaktor der Wellenfunktion. Die Umeichung hat jedoch keine beobachtbaren
physikalischen Konsequenzen, da sich ||? dabei nicht é@ndert. The gauge transfor-
mation introduces an additional space and time-dependent phase factor into the
wavefunction. However, since the observable translates to the probability densi-
ty, |¢|? this phase dependence seems invisible. One physical manifestation of the
gauge invariance of the wavefunction is found in the Aharonov-Bohm effect, see
below.

2.5 Aharonov—Bohm-Effekt
Aharonov—Bohm effect

Betrachten die Wellenfunktion eines Elektrons in Gegenwart eines zeitunabhéngi-
gen Magnetfeldes B(7). Dieses moge in einem Raumgebiet verschwinden Consider
an electron travelling along a path within a region in which the magnetic field,
B(7) is identically zero.

B=VxA=0 (2.54)
wie es z.B. auferhalb einer unendlich langen Spule der Fall ist: This is the case,

e.g., outside an ideal solenoid (i.e. infinitely long and with a perfectly uniform
current distribution):

N Gebiet G
region G
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im Gebiet G gilt B=0,dh. konnen A darstellen als A=V f mit In the region G
it holds B = 0, i.e, we may write A as A = Vf where

() = / dri - A7), (2.55)

wobei 7 ein beliebiger Punkt in G ist. here 7 is an arbitrary point in the region

G.

Die Wellenfunktion eines Elektrons in G kann man bestimmen aus The electron
wave function in G may be determined from

1
2m

(hv - —A) V4 Vi = m%w, (2.56)

oder aus der eichtransformierten Gleichung ohne Vektorpotential or from the gauge
transformed equation that does not contain the vector potential

A=A+ ﬁ(—f) =0 (2.57)
1 (h=)?

—(— ) 1/1+V1p—h @/} (2.58)

2m

wobei gilt here it holds
V() = (Peie! (2.59)
ie fdf"-ff(f")
70

(e

Dabei ist ¢’ die Wellenfunktion im Potential V' mit B = 0 im ganzen Raum.
Thereby ¢ is the wave function corresponding to the potential V' where it holds
B = 0 everywhere.

(2.60)

Jetzt stellt sich die Frage, ob ein Elektron, das sich nur in Regionen bewegt, in
denen zwar A(7) verschieden von Null ist, aber B(7) verschwindet, etwas von der
Existenz des Magnetfelds im nicht zuganghchen Raumgebiet spiirt. Betrachten
dazu ein Interferenzexperiment (Doppelspaltexperiment) mit einer den Elektronen
unzugéinglichen Spule in deren Innern B # 0 gilt, wobei sonst B = 0 ist. This
leads to the question whether an electron that is confined to a region where A( )
is non-vanishing, but where B (7) is identical to zero is affected by the magnetic
field outside its allowed region. Consider an interference experiment (double-slit
experiment), where a solenoid causes a magnetic field in region not accessible to
the electrons.
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w!
ln
o

0]
=l

betrachten zunéchst die Losung des Problems, bei der der Spalt 1 geoffnet ist, und
der Spalt 2 geschlossen sei. at first consider the solution for the case that slit 1 is
open and slit 2 is closed

10(7) sei Wellenfunktion des Elektrons fiir B =0 in der Spule

ic [ Ji. A7)

U B(7T) = @Z)l,o(f')eE 1 (2.61)
ist dann Wellenfunktion mit eingeschaltetem B-Feld. is the wave function for the

case that the magnetic field B is switched on.

Fiir Spalt 2 geoffnet und Spalt 1 geschlossen gilt entsprechend In case slit 2 is open
and slit 1 is closed it holds accordingly

ic [ Ji. A7)
2

U 5(7) = oo (e

Wenn beide Spalte gedffnet sind, ist die Wellenfunktion durch die Superposition
von ¢y p und 9y g gegeben: The wave function for two open slits is given by the

(2.62)
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superposition of ¢y p and ¥, p:

L e [di-AG) ie [di"-A()

Up(7) = Pro(P)e™ +1a0(P)e” (2.63)

ie [di"-A(7) 7{ fdw.xi‘(m—fdﬁ.l(m}
=" {wl,oer oL 2 + 1/12,0} (2.64)

§ i A()=[dA-VxA= &g

B mzj;n

Fluf

ma{%;n)e(tic
L e [ A _, ictp

Up(F) =27 Lo (@e T 4 o7} (2.65)

D.h. die Phasenrelation zwischen v, und 1, wird bei Anderung des eingeschlosse-
nen magnetischen Flusses ®p gedndert, und somit wird auch das Interferenzbild
verschoben. Dies gilt, obwohl die Elektronen nicht in den Bereich des endlichen
Magnetfeldes gelangen konnen. Dies ist der Aharonov—Bohm-—Effekt. Der expe-
rimentelle Nachweis findet sich zum Beispiel in (G. Méllenstedt, W. Bayh: Mes-
sung der kontinuierlichen Phasenschiebung von Elektronenwellen im kraftfeldfreien
Raum durch das magnetische Vektorpotential einer Luftspule. In: Die Naturwissen-
schaften 49, 81 (1962)).

Historische Anmerkung: Aharonov und Bohm veréffentlichten ihre Arbeit 1959.
Werner Ehrenberg und Raymond E. Siday konnten den Effekt jedoch bereits 1949
voraussagen und bereits 1939 hat Walter Franz in den Verhandlungen der Deut-
schen Physikalischen Gesellschaft auf diesen Effekt hingewiesen, siche unten.
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Verhandlungen der Deutschen Physikalischen Gesellschaft. [Heft 2
Bd |20 [1939]

Tagung des Gauvereins Ostland in Danzig
vom 18. bis 20. Mai 1939,

5. Hr. W. Franz (Komgsberg, Pr): Elektroneninterferenzen im
Magnetfeld.
Nach de Broglie ist einem Elektron vom Impuls p eine Wellenlange
A = I/|p| zugeordnet, worin & die Plancksche Konstante. Im Magnetfeld
tritt zum korpuskularen Impuls mp der Zusatz efe A, wo A das Vektor-
potential des Magnetfeldes. Da W nur bis anf einen Gradienten bestimmt 1st,
hat im Magnetfeld anch die Wellenlingé keinen eindeutigen physikalischen
Sinn.  Doch fillt  diese Vieldeutigkeit bei der physikalischen Anwendung,
der Interferenz, heraus. Der Wellenzahlvektor eines Elektronenfeldes
k=9 :rq-‘i._. nach de Broglie also p/A, ist der Gradient der Phase, muf} also
rot-frel sein. Im Magnetfeld ist nun rot (mv) == 0; der Zusatz e/c N stellt
die Bedingung rot k = 0 wieder her. Bei der Beugung am Doppelspalt
ergibt sich als Bedingung fiir ein Interferenzmaximum m -v- As + ¢/c®
n-h, worin As die geometrische Gangdifferenz der beiden mdglichen
korpuskularen Bahnen und @ der magnetische FluB durch die von thnen ein-
geschlossene Fliche ist, n eine ganze Zahl. Hiernach ergibt sich in Uberein-
stimmung mit der Erfahrung, da die Interferenz nur durch die Richtung
bestimmt wird, in welcher die Elektronen die Spalte erreichen und verlassen.
Die durch die Bahnkriimmung im Magnetfeld hervorgerufenen Gangdiffe-
renzen werden durch den Zusatz ¢/¢ @ aufgehoben.

Obviously the phase shift between 1), and 15 depends on the magnetic flux ® 5, and
the interference pattern will change accordingly. This holds, albeit the electrons
cannot access the region of the non vanishing magnetic field. This is the so-called
Aharonov—Bohm effect. It was experimentally confirmed, e.g. by Osakabe et al. in
Experimental confirmation of Aharonov-Bohm effect using a toroidal magnetic field
confined by a superconductor, Phys. Rev. A 34, 815 (1986). The Aharonov—Bohm
effect illustrates the physicality of electromagnetic potentials, whereas previously
it was possible to argue that only the electromagnetic fields were physical and
that the electromagnetic potentials were purely mathematical constructs (¢ and
A being non-unique, in addition to not appearing in the Lorentz Force formula).
The Aharonov-Bohm effect shows that the local E and B fields do not contain
full information about the electromagnetic field, and the electromagnetic poten-
tial, ¢ and A, must be used instead. By Stokes’ theorem, the magnitude of the
Aharonov-Bohm effect can be calculated using the £ and B fields alone, or using
the ¢ and A potential alone. But when using just the F and B fields, the effect
depends on the field values in a region from which the test particle is excluded,
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not only classically but also quantum mechanically. In contrast, when using just
the electromagnetic potential ¢ and A, the effect only depends on the potential
in the region where the test particle is allowed. Therefore we can either abandon
the principle of locality (which most physicists are reluctant to do) or we are for-
ced to accept that the electromagnetic potential - composed of ¢ and A - offers a
more complete description of electromagnetism than do the electric and magnetic
fields. In classical electromagnetism the two descriptions were equivalent. With
the addition of quantum theory, though, the electromagnetic potentials ¢ and A
are seen as being more fundamental. The E and B fields can be derived from
the potential, but the potential, by gauge freedom, cannot be derived from the E
and B fields. In a broader sense, the Aharonov— Bohm effect illustrates that the
Lagrangian approach to dynamlcs, based on energies, is not just a computational
aid to the Newtonian approach, based on forces. Thus the Aharonov-Bohm effect
validates the view that forces are an incomplete way to formulate physics, and
potential energies must be used instead.

Historical note: In their widely known 1959 paper on the "Significance of Elec-
tromagnetic Potentials in the Quantum Theory,” Aharonov and Bohm made the
observation that it is well known that in classical mechanics, the motion of a par-
ticle can be affected only by forces acting at the particle at its well-defined location.
They noted that this is not the case in quantum mechanics where two different
paths or histories of a single particle can interfere and potentials can have mea-
surable effect outside of classically allowed regions. They illustrate this effect for
electromagnetic potentials by two examples: the electric and the magnetic effects
upon particles moving in regions where no force exists, but where differences of the
scalar or vector potentials along two possible paths of the particle can physically
manifest themselves by affecting the resulting interference pattern of the particle.
They further note that in the magnetic case for an infinitely long and narrow sole-
noid, and for which they provide an exact solution of the scattering problem, that
such a scenario can be experimentally tested. There is some controversy about the
priority of this discovery, given the earlier (1949) work by Ehrenberg, and Siday
on "The Refractive Index in Electron Optics and the Principles of Dynamics.” In
a crucial passage in the conclusion of this paper, they remark that, "One might
therefore expect wave-optical phenomena to arise which are due to the presence
of a magnetic field, but not due to the magnetic field itself, i.e., which arise whilst
the rays are in field-free regions only”. Moreover, it is known that Walter Franz,
who was a student of Arnold Sommerfeld, had predicted the "unorthodox nature of
interference processes” associated with the Aharonov—Bohm effect already earlier:
Franz wrote an article 1939 published in "Verhandlungen der Deutschen Physika-
lischen Gesellschaft”. In this article the subsequent A-B effect was preceded by 20
years, and this article can, therefore, be considered as the first publication of the
phenomenon. Unfortunately, the significance of Franz’s work was not appreciated
by the English language science community, as it was not translated into English.

45



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

As can be seen below, the interpretation of the Aharonov—Bohm effect is still object
of debate.
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of quantum theory, the Aharonov-Bohm effect can be explained without the notion of potentials. It is explained
by local action of the field of the electron on the source of the potential. The core of the Aharonov-Bohm effect
is the same as the core of quantum entanglement: the quantum wave function describes all systems together.
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Are the electromagnetic scalar and vector potentials dispensable? Vaidman [Phys. Rev. A 86, 040101(R)
(2012)] has suggested that local interactions of gauge-invariant quantities, e.g., magnetic torques, suffice for the
description of all quantum electromagnetic phenomena. We analyze six thought experiments that challenge this
suggestion. All of them have explanations in terms of local interactions of gauge-dependent quantities, and,
in addition, some have explanations in terms of nonlocal interactions of gauge-invariant quantities. We claim,
however, that two of our examples have no gauge-invariant formal description and that, in general, no local
description can dispense with electromagnetic potentials.

DOI: 10.1103/PhysRevA.92.026101 PACS number(s): 03.65.Ta, 03.65.Ud, 03.65.Vf

46



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

PHYSICAL REVIEW A 92, 026102 (2015)

Reply to “Comment on ‘Role of potentials in the Aharonov-Bohm effect’

Lev Vaidman
Raymond and Beverly Sackler School of Physics and Astronomy, Tel Aviv University, Tel Aviv 69978, Israel
(Received 15 July 2015; published 31 August 2015)

The preceding Comment challenged my claim that potentials might be just auxiliary mathematical tools and
that they are not necessary for explaining physical phenomena. The Comment did not confront my explanation
without the potentials of the Aharonov-Bohm effects that appeared in the original article, but stated that I cannot
apply this explanation for seven other examples. In my reply, using my method, I provide explanations of one
of the examples, show that two other examples are not relevant, and agree that the remaining examples require
further analysis. However, I argue that none of the examples provides robust counterexamples to my claim,
similar to the original Aharonov-Bohm setups which were explained in my article, so the Comment does not
refute my claim.

DOI: 10.1103/PhysRevA.92.026102 PACS number(s): 03.65.Ta, 03.65.Ud, 03.65.Vf

47



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

3 Der Elektronenspin
The electron spin

3.1 Spinoren
Spinors

Stern—Gerlach—Experiment: Elektron hat Eigendrehimpuls, Spin Stern-Gerlach ex-
periment: electron has an intrinsic angular momentum (to be distinguished from
the orbital angular momentum, which can vary and depends on the presence of
other particles), the so-called spin

Spin beschrieben durch vektoriellen Spinoperator Spin is described by an opera-
tor with three components that represent the three cartesian components of spin
angular momentum o X R

S = Sz, + Sye, + S.¢. (3.1)
mit Vertauschungsrelationen these operators possess commutation relations ana-
logous to those of the three corresponding orbital angular momentum operators

= [ﬁQ, S*z] =0 (Ubungsaufgabe!) (3.3)

= 52 und S, haben gemeinsames System von Eigenvektoren = 52 and S, have a
set of joint eigenvectors

S, |1y, my) = hmy|ly, my) mit with m, = —l,, —l,+1,...,1,  (3.4)
A 1
§2[1,, ma) = W21, (0 + Dt ma) it with L= 0,1, g . (3.5)

Experiment: es gibt nur 2 Einstellméglichkeiten Experiment: observe one of two
possible values, either spin up or spin down

1 11

ls ) s — 5 a

= ) ms € { 53

Da die QZ I, fest ist, sind die Spin-EV eindeutig durch den Wert von von m;

bestimmt Since the qn [, does not vary, the eigenvectors are completely determined
by the value of my

(3.6)

11

E 2 =) =) =l (3.7
5 —5) =) = 1) =) 39
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damit EW-Gleichungen This leads to eigenvalue equations

) 5 ) 3
Seler) = 3ler), S%pr) = thlw (3.9)

. h . 3
Seler) = =5 len), S?lpy) = 1h2|90¢> (3.10)

allg. Zustandsvektor |¢) eines Elektrons muf sich als Linearkombination von |¢4)
und |p;) darstellen lassen the general state vector [¢) that describes an electron
must be given as a linear combination of |¢;) and |p;)

[¥) =l )len) + 19w (3.11)
N /!

Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir das Auftreten der
jeweiligen Spinorientierung +
spinunabh. Information tiber
e~ probability amplitude of
the respective spin orientation
and spin independent
information on e~

Koénnen die Spin-EV (u.a.) durch zweidimensionale Vektoren darstellen the state
space corresponding to the spin observable is two-dimensional

1) = <(1)> : loy) = <(1)> (3.12)

damit Ortsdarstellung von thus position representation of |1))

v =) () + o) () = (0F) (313
-

“Spinoren” “spinors”
entsprechend dualer Vektor the corresponding vector in dual space given as
W] =" = (¢i(2), ¥ (z)) (3.14)
N————
“Spinoren” “spinors”

Interpretation? interpretation?

1= () (3.15)
= ((W+{pr] + (-[{p1]) - (V) ler) + 1)) (3.16)
= (Vi) (prler) + (D) {piler) + (D) erlpy) + <¢—|¢—><%I¢(§>17)
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lo1), |)) sind EV zum hermiteschen Operator are eigenvectors of the hermitian

operator .S,
= sind orthogonal and therefore orthogonal

(prler) = (pilpy) =1 (3.18)
{prlepy) =0 (3.19)

(klar auch nach Darstellung mit already clear from the representation using the

1 0
vectors <O> und and (1))

= @) = W)+ (o) (3.20)

\l, Ortsdarstellung position representation \l, (321)
[eior@e@ = [erw@re [ ene-@)p (3.22)

damit Interpretation von |4 (Z)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort 7 ein Elek-
tron mit Spin 1 / | zu finden |4 (Z)|? is thus the probility to find an electron with
spin 1 / | at the position &

3.2 Spinoperatoren, Paulimatrizen
Spin operators, Pauli matrices

suchen Darstellung des Operators A, der einen Spinzustand |y) in einen anderen
Spinzustand |x’) tberfithrt in search for the operator A that transforms the spin
state |y) into another spin state |x’)

X'y = Alx) | (xil (3.23)
Oalx') = OulAlx) (3.24)
= (aldlg) (6l (3.25)

; ——

L= . . 2
A;j...Matrixdarstellung von matrix representation of A

damit Matrixgleichung thus matrix equation
<X+|X’>) <A++ A+> (<X+|X>>
L) = 3.26
(<X|X> A A ) \(x-Ix) (3:26)
AN /

Spindarstellung von |x), |x’)

jetzt speziell Matrixdarstellung von in particular matrix representation of
Sx: Sy7 Sz
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fiihren Leiteroperator ein (vgl. QM I) introduce ladder operators (cf. QM 1)
5% =3, +iS5, (3.27)

diese erfiillen which satisfy

SE|l,, mys) = hin/ (I, Fmg)(ls £ my + 1)|ly, ms £ 1) (3.28)

(Beweis: QM I proof: QM I)

speziell in particular [, = %, mg = i%
(3.29)

damit Matrixdarstellung von thus matrix representation of S*

. (mﬁﬂm <X+\§i|x>>

S — . .
(= 19% ) (= [SF x-)

A_;'_ 0 1

S —>h<0 0

~ 0 0
S —>h<1 0)

damit thus

(3.30)

(Gl. (3.29) + Orthogonalitat Eq.(3.29) + orthogonality )

(3.31)

v loal Al h({o 1
Sa=5(8* +57) 5(1 O) (3.32)
o g gy B0 =i
Sy =557 =57) = 3 (l 0) (3.33)
fiir S, gilt it holds
. h
Salxa) = £5 1) (3.34)

wird mit substituting |y.) — <(1)>, Ix_) — ((1)) erfilllt fiir one finds

A 1 0
SZ—>§<O _1)
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dimensionslose Darstellung des Spinoperators dimensionless representation

§:

DO | St

¢ mit with & = (6,, 6, 6.) (3.35)

wobei die o die sogenannten Pauli’schen Spinmatrizen sind in terms of the so-called
Pauli spin matrices o

. 01 . 0 — R 1 0
0;,;—(1 0), O'y—(z. O)’ UZ—(O _1> (3.36)

gilt it holds

62 = &Z =62 = I= ((1) (1)) (klar obviously) (3.37)
N h?
= 5?2 = Z(&i +67+07) (3.38)
3 2 2 1 1 2 2
= —hl==(=+1 I .
Ser L (1) o

D.h. Messung von S? fiihrt immer auf ls(ls + 1), wie erwartet. As expected, any
measurement of S? yields (I, + 1).

Bem.: Die Pauli-Matrizen bilden zusammen mit der Einheitsmatrix eine vollstan-
dige Basis im Raum aller komplexen 2x2-Matrizen Remark: The Pauli matrices,
along with the identity matrix, form a complete orthogonal basis for the complex
Hilbert space of all 2x2 matrices

3.3 Spin im Magnetfeld
Spin in a magnetic field

Experiment: experiment:

—

. S

fs = —gshpp (3.40)
mit with g, =2, up = 5=-h
d.h. i.e. .

fi, = —38 (3.41)

mc
Energie eines mag. Moments im homogenen B-Feld gegeben durch Magnetic mo-
ment in a homogenous B field has an energy
E=-jiB="5.B (3.42)
mc

jetzt Ubergang zu Spinoperatoren consider now spin operators
S H,==<B-S
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= stationdre SG .
—B - S¢p=Fy (3.43)

e = & L 0p
—B-Sp=1ih— 3.44
mce p=t ot ( )
mit where .
B = (B,, By, B.) (3.45)
und and "
& 01 0 —i 1 0
=3{(0) () 6 W 640
folgt it follows
~ eh B. B, —iB,
Hs= 5 (Bx +iB, —B. ) (3.47)
1B

jetzt Spindynamik im B-Feld now spin dynamics in magnetic field (é )

speziell consider B = (0,0, B,)

- eh (B, 0
= H, = G < 0 —BZ> (3.48)
damit SG enter SE 5
1 0 L 0p
wupB. <() _1) 0= zha (3.49)

allg. Losung der SG gegeben durch Superposition der stationdren Losung mit Pha-
senfaktoren e~ #£? (vgl. QM I) general solution of the SE given by the superposition

of the stationary solutions with the respective phase factors e nEt (cf. QM I)
d.h. hier i.e.

o(t) = ae” il 4 bemi it (3.50)

bekannt: known: "
Ei= g5 up m! B, = e—BZ (3.51)

NNy 2me

2 cp 1

2mece 2

mit Abkiirzung using abbreviation
wo = -=B. (... Zyklotronfrequenz cyclotron frequency) folgt it follows

h
E; = 540, entsprechend (3.52)
h
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damit allg. Losung: general solution thus reads
o(t) = ae” 02, 4 be™0! 2, (3.54)

“Messung” einer Spinkomponente entspricht Erwartungswertbildung mit dem ent-
sprechenden Operator Measured spin component corresponds to the expectation
value of the respective parameter

jetzt Erwartungswert von .S, expectation value of S.:

CAEREA (3.55)
. . h —iwot/2
? \(&*ezwot/Q, b>|<efzwot/2>15 ((1] _01> (abeeiwot/Q ) (356)
(Vgl. Spinoren ¢! P 7S e
i
h
= §(|a|2 —16%). .. - zeitlich konstant (3.57)
analog analogously
(Szy) ~ coswpt, sinwot (Ubung) (3.58)

“Prézessionsbewegung” ¢.m. gerechtfertigt! Describes spin precession in a magnetic

field!

3.4 Transformation von Spinoren
Spinor transformations

Bei einer endlichen Drehung im R? gilt fiir Vektorkomponenten die Transforma-
tionsvorschrift A finite rotation in three dimensions transforms the vector com-
ponents as

T = ajpxy (3.59)
wobei die Drehmatrix orthogonal ist, d.h. the rotation matrix is othogonal, i.e.,
AikQij = Ok; (3.60)

Fiir infinitesimale Drehung gilt In case of infinitely small rotations it holds
@ik, = ik + €k (3.61)

wobei €;, eine infinitesimale kleine Grofe ist. Eine endliche Drehung kann aus
einer Aufeinanderfolge infinitesimaler Drehungen konstruiert werden here €;;, is an
infinitely small quantity. A finite rotation may be seen as a succession of small
rotations
aikaij = ((5% + €zk)<5z] + 62'3') = (5@' + €kj + ij + EikEij (362)
——

9;
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Wegen Infinitesimalitit kann der quadratische Term vernachlissigt werden und es
folgt The squared term may be neglected. Thus it holds

€jk = —€kj (363)

D.h. die 3x3 Matrix € ist antisymmetrisch und ist durch 3 Grofen bestimmt The
three-dimensional Matrix € is antisymmetric and determined by three entries

€12 = Q, €23 = Qg, €31 = Qy (3.64)

wobei die Groken o, a,, o, die infinitesimalen Drehwinkel um die jeweiligen
kartesischen Achsen sind (Beweis: Ubung) Here a,, o, a. are the infinitely small
rotation angles about the respective axes (proof: exercises)

Die Transformationseigenschaften von Spinoren [¢) erhalten wir aus der Forde-
rung, daf der Erwartungswert The spinor [¢)) transformation properties are obtai-
ned from the assertion that

=,

(5) = (Wl|S|¥) (3.65)
ein Vektor ist,Aund sich wie ein Vektor transformiert. transforms like a vector

vgl. cf. S = %”3, d.h. Komponentenweise gilt fiir for the components holds

(0)i = (V|6ivh) (3.66)

unter einer infinitesimalen Rotation upon an infinitesimal rotation
(0); = (ir + €r)(o)n (3.67)
= (0); + (o) (3.68)

Diese Transformation kann auch durch unitire Transformation der Zustandsvekto-
ren beschrieben werden The transformation may be described as well as an unitary
transformation acting on the state vectors

Wy =Tl) mit T*T =1 (3.69)
T ist infinitesimale Trafo, schreiben is infinitesimal transformation, write
T=1+1t (3.70)

mit ¢ ... infinitesimaler Operator, Unitaritdt fordert here ¢ is infinitesimal opera-
tor, require unitarity

(I4+iYI+H) =T+t i+ i =1 (3.71)

—0
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= ¢t = —¢, d.h. ¢ ist antihermitesch i.e., d.h. ¢ is antihermitian
damit thus
(o) = (¥'|6:|Y") (3.72)
= WIT"6:T|Y) (3.73)
= (|(I +1)o:(1 + D)) (3.74)
nutzen t+ = —t, vernachlissigen quadratischen Terme exploit that t = —£, neglect

squared terms

(o); = (o) + (W]6itly) — (Y]Ee:]y) (3.75)
<O>i + 6ik<0>k
= (|6t — 16, — epbr|t)) =0 (3.76)
mufs fiir jeden Zustand |¢)) gelten, damit Operatorgleichung holds for any state
vector [¢), thus operator equation
(63, £] = €0 (3.77)
Machen jetzt Ansatz using the ansatz
t = Bios (3.78)
einsetzen in Operatorgleichung in the above operator equation
04, BuOk] = €0 (3.79)
/Bk‘[a-la a-k]
——
2i€ikj &J \(;tafsiiili‘:ssrclation fiir
Spinoperatorgen follows from

commutation relation for spin
operators

Koeffizientenvergleich liefert (Umbenennung links k <> j) rename indices k <« j,
compare coefficients

€k — 2i6ijkﬁj (380)
und damit and obtain
B = 562 Py = 5631, By = €12 (3.81)
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oder kompakt or in more compact notation

~

T=1+

SiE

a

(3.82)

N | .

mit here R
a6 = 0,0, + a0y + .0, (3.83)

Damit Transformation des Zustands [¢) bei infinitesimaler Drehung gegeben durch
Thus transformation of the state vector |¢)) upon infinitesimal rotation given by

o) = (1433 ) ) (34)

Beispiel: Drehung um z—Achse Example: rotation about the z axis

Sei Assume o =y =0, o, =«

N w, . T 1 ~ ¢+
) = (w,*) = <I+ Zaaz) (w) (3.85)
. . 1 0
mit here 6, = (0 _1) (vel. cf. ) folgt thus

Uy = (1 + %a) Vs, Yl = (1 — %a) V- (3.86)

Endliche Drehung durch wiederholte Anwendung der Transformation Finite rota-
tion as successive application of infinitely small transformation

.\ N .\ N
Y, = (1 + %a) Uy, Y= (1 — %a) (. (3.87)
Jetzt Now N — oo, a = %, dann ausnutzen, daf exploiting
. 1P N 2
]\}gr(l)o (1 + §N) =e (3.88)
damit thus
Y, = e Ty (3.89)
W= e Ty (3.90)
(3.91)

Bei Transformation von Spinoren geht nur der halbe Drehwinkel ein = Spinoren
sind keine Vektoren! Allgemein ergibt sich fiir Teilchen mit halbzahligem Spin, die
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Fermionen, bei einer vollen Drehung um 27 der Faktor -1 fiir die Wellenfunktion.
D.h. diese Teilchen wechseln bei einer vollen Drehung das Vorzeichen ihrer quan-
tenmechanischen Phase bzw. sie miissen zwei volle Drehungen durchfiithren, um
wieder in ihren Ausgangszustand zu gelangen. Thus the spinor rotation will rotate
the spinor through an angle one-half the measure of the angle of the corresponding
vector rotation. Spinors do not transform as vectors do!

Betrachten Consider ® = 27

=, =1, (3.92)
Y= —i (3.93)

Ubungsaufgabe: Welche Implikation hat eine Rotation um 27 fiir die Erwartungs-
werte? Exercise: What implication for any expectation value result from a spinor
rotation through an angle 2 7

3.5 Pauli—Gleichung
Pauli equation

frither Hamiltonoperator fiir Elektronen im elektromagnetischen Feld (2.2)) Earlier
we derived the Hamiltonian for electrons in an electromagnetic field ([2.2])

= 1(p_-A(% ))2+etp(F,t) (3.94)

kann in eine Form gebracht werden, die den Bahndrehimpuls enthélt may be trans-
formed such that it contains the orbital angular momentum

A 152 -

H:———L B+ep+ O(A 3.95

5 " 3 p+0(A7) (3.95)

Wenn wir jetzt auch die Wechselwirkung des el.mag. Feldes mit Spin beriicksichti-
gen, ist eine Erweiterung um Now we consider the interaction energy between spin
and electromagnetic field and extend the Hamiltonian accordingly

—

Hspin = ——3S - B (3.96)

e
mc
erforderlich (anderer Vorfaktor als bei L wegen gs; = 2, exp. Befund)

d.h. From experiment we know that g, = 2, therefore expression different from the
one for the orbital angular momentum. Altogether we obtain

- 1 /7~ €= 2 . e 2 B
H_%< §— S, )) +eplri )~ —S - B (3.97)

o8



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

damit sogenannte Pauli-Gleichung, it results in the Pauli equation, also known as
the Schrodinger-Pauli equation

12— L (M6 a0 v ot o — 5By (3.98)
Z@t 2m \ i c " A '

2me

Dabei ist ¢ die Spinorwellenfunktion ¢ = ($+) Here v is the is the two-

component spinor wavefunction ¢ = (zJF )
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4 Relativistische Quantenmechanik
Relativistic Quantum Mechanics

4.1 Die Dirac—Gleichung
Dirac equation

Erinnerung QM I: Schrédingergleichung erhalten durch Identifizierung der Zeita-
bleitung mit dem Energieoperator Reminder QM I: Schrodinger equation motiva-
ted by means of identifying the time derivative with the energy operator
- 0
E=ih— 4.1
ot (4.1
und Ubertragung der klassischen Relation and using the relation from classical
physics
E=H (4.2)

auf die Evolutionsgleichung together with the equation of motion
Ey = Hy (4.3)

wobei der Hamiltonoperator aus der klass. Hamiltonfunktion konstruiert wird,
z.B. durch die Ersetzung Here the Hamiltonian operator is obtained from the
Hamiltonian function by means of substitutions like

p—p=—ihV (4.4)

in der Ortsdarstellung. in the position representation. Because relativity treats
space and time as a whole, a relativistic generalization of the SE requires that
space and time derivatives must enter symmetrically, as they do in the Maxwell
equations that govern the behavior of light — the equations must be differentially
of the same order in space and time.

Ausgehend von der Hamiltonfunktion eines freien relativistischen Teilchens hétte
der Hamiltonoperator die Struktur Assuming the Hamiltonian function of a free
relativistic particle one expects a Hamiltonian operator of the following form

H = \/¢2p? + m2ct (4.5)

wegen [E, H] = 0 gilt Because of [E, H| = 0 it holds

E*) = EHy = HEY = H*) (4.6)
I I
—hQ;’Tilg {—1?AV24+m2ctly
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19 =, m2c?

S — pr— 4.7

2P Vi + h2¢ 0 (4.7)
Klein—Gordon—Gleichung Klein-Gordon equation (4.8)

Da Raum— und Zeitableitung jetzt in der gleichen Ordnung auftreten, ist diese
Gleichung ein Kandidat, um das quantenmechanische Verhalten relativistischer
Teilchen (und zwar mit Spin Null) zu beschreiben. Because it is of the same order
in time and position, the Klein-Gordon equation may be suitable to describe re-
lativistic particles. In fact, the Klein-Gordon equation correctly describes spinless
particles like the pion.

Allerdings weicht die Zeitableitung in zweiter Ordnung von der sehr erfolgrei-
chen Schrédingergleichung ab. Versuchen daher eine Gleichung zu konstruieren,
die die Zeit— und Raumableitungen in erster Ordnung enthélt. However, the
Klein-Gordon equation cannot be straightforwardly interpreted as a Schrédinger
equation for a quantum state, because it is second order in time (and because it
does not admit a positive definite conserved probability density).

Machen den Ansatz In order to restore a "Schrodinger’-like” equation, we start
from the ansatz

0 ) .
ihaw = clagp, + aypy + a.p, + Bmc)y (4.9)
3
=c [Z o, py, + Bme
p=1

wobei die Matrizen o, und 8 noch zu bestimmen sind. Fiir die Wellenfunktion
machen wir den Ansatz eines Spaltenvektors where the matrices oy, and 3 still
need to be determined. For the wave function we assume a vector function

¢1 (7?7 t)
1/}2 (7?7 t)

Y, (4.10)

(4.11)

der noch unbekannten Dimension N. of hitherto unkown dimension N.

Um die Koeffizienten o zu bestimmen, bilden wir die zweite Zeitableitung In order
to determine the coeflicients we calculate the second time derivative

—h2§—; = ¢ [Z QP+ Bmc} [Z P, + ﬂmc] P (4.12)
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ersetzen Impulsoperator p,, — _T und multiplizieren aus, dabei ausnutzen, dafs
w

replace the momentum operator p, — %%, expand the expression and exploit
that
0 0 1 o 0 o 0
, _ — e — 4.13
Z G 8ZBM oz, 2 Z (aua 0z, Oz, ta a“@xu 81:1,) ( )
pr=1 Hyv=
und erhalten hence
1 02 1 o 0 imc 0
ant =5 Lot g g vt T D (el Bl -

(4.14)
Fordern jetzt, daf jede Komponente von v der Klein—-Gordon—Gleichung geniigt.
Das liefert folgende Bedingungen Next we require that each component of v satis-
fies the Klein-Gordon equation. This leads to the conditions

a0, + ayay, = 20,,1 (*)
a,fB+ pa, =0 (%)

- (%

}fiir forv,u=u,y, 2

Weiter gilt, dafs Furthermore,
H= c{ Z a,p, + Bmc} (4.15)
o

hermitesch sein muf, dann miissen auch o, und 3 hermitesch sein, d.h. sie haben
reelle Eigenwerte. is a hermitian operator. Therefore also the matrices «, and 3
must be hermitian, i.e., they have real eigenvalues.

Das kann man noch weiter einschranken. Fiir y = v folgt aus (ED a — ], aukerdem
gilt @ d.h. o, und B kénnen als Eigenwerte nur =1 haben. Settmg [=vin (ED
shows that O‘u = I. In addition, we see from @ that +1 are the only possible
eigen values for o, and 3.

B = BB+ B o, =0 (4.16)
I
i

&, = —Baf (4.17)
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Daraus folgt fiir die Spur der Matrizen «,
Therefore it holds for the traces (Sp = Tr) of the matrices

Spay, = —Sp (BayfB) = — SP(BQ ) (4.18)
I
i
Sp(AB)=Sp(BA)
=—Spa, (4.19)

= Spay, =0 (4.20)

Da nur Eigenwerte +1 zuléssig sind, muf die Dimension N der Matrizen o, gerade
sein. Since all eigenvalues are 1, the dimension N of the matrices must be even.

Die kleinste Dimension, die alle Bedingungen (¥)/(¥)/(F*¥) erfiillt, ist N = 4.

Eine mogliche Losung ist N = 4 is the smallest dimension N which satisfies
/D / ). One possible solution is given by
0 o I 0
a, = (Uu 0“) und and g = <0 —f) (4.21)

die sich aus den drei Pauli-Matrizen (vgl. where the o, are constructed from
the Pauli matrices (cf.

. (01 . (0 —i . (1 0
O'x—<1 0), O'y—(l. O)’ O'Z—(O _1> (4.22)

und der zweidimensionaler Einheitsmatrix I zusammensetzen lift. and the two-
dimensional identity matrix.

Ubung: Exercise: Zeigen, daf die obige Wahl tatséchlich die Bedingungen
@ m erfillt. Show that the above choice indeed satisfies @ @ .

Bringen jetzt unsere Gleichung Reformulate equation

¥ (4.23)

L0 ~
zhaw =c [; aupu + Bme

in eine kompaktere Form. Definieren 4 y—Matrizen (Dirac-Matrizen) in a more
compact manner. Define 4 v matrices (Dirac matrices)

¥ =B, Y = Bay, fiir for = 1,2,3 (4.24)

d.h. explizit gilt i. e. explicitely
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f 0 0 o
0 R % 123
V= ( ) und v = ( A# O) (4.25)

Weil 8 und «,, hermitesch sind, gilt v hermitesch sowie wegen ~° is hermitian,
because § und ¢, hermitian. Because of

7 = (Bay)t = af BF = a8 (4.26)
| —F)

—Bay,
I

_/YH«

~* antihermitesch, also 4* is antihermitian, i.e.,

At = A0 S aaE—y (4.27)
Auferdem gilt Furthermore it holds

Yy + AUyt = Ba,Bay, + By, Bay, (4.28)
O (B2, + o, B%a,) (4.29)

i (aua, + ayay,) (4.30)

@—26,“,f . (4.31)

analog erhélt man Similarly one obtains

,70,}/,11« + ,ylifyo — 62au + Bauﬁ — O (432)
——
—B2ay
und and
170+ = B2+ 7 (4.33)
—2f. (4.34)

Die 4 v-Matrizen fassen wir jetzt zu einem Vierervektor zusammen Now we com-
bine the 4 v matrices to a 4-vector

(V) = (%495 (4.35)

Die zu diesen kontravarianten Komponenten kovarianten Komponenten v; (i =
0,1,2,3) erhélt man durch Anwendung des metrischen Tensors g;;, wobei The
covariant components v; (i = 0, 1,2, 3) are obtained from the contravariant com-
ponents by applying the metric tensor g;; given as
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1 0 0 O
0 -1 0 0 . : .
9% =10 0o -1 o (Begriindung in Kap. H For explanation see chap. [4.3))
0o 0 0 -1
(4.36)
Es gilt It holds A
Yi = iV’ (4.37)

(Einstein Konvention: iiber paarweise auftretende ko— und kontravariante Indizes
wird summiert Einstein summation convention: when an index variable appears
twice in a single term it implies summation of that term over all the values of the
index)

Damit gilt offensichtlich Thus obviously
Y=, = (4.38)

Die Antikommutationsregeln fiir y-Matrizen konnen jetzt zusammengefafst werden
zu The anticommutation relations for v matrices may be summarized as

vy 0 =271 (4.39)
wobei ¢ der kontravariante metrische Tensor ist. Here ¢¥ is the contravariant
metric tensor.

Bem: Note: Allgemein ergibt sich die kontravariante Form des metr. Tensors
aus der Bedingung Generally the contravariant and covariant metric
tensor satisfy condition

1 0 0 0

. o100

9 g =0, = 0010 (4.40)
00 01

Fiir die spezielle Lorentz—Metrik sind der kovariante und der kontrava-
riante metr. Tensor gleich, vgl. Gl. [£.153] In case of the Lorentz metric
contravariant and covariant metric tensors are equal, cf. Eq. [£.153]

g7 = g (4.41)

Zurick zu unserem Ansatz Let’s come back to our ansatz

. (4.42)

L0 ~
zhaz/) =c [; Py + Bme
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Multiplizieren mit é Multiply by %

100 & o
ihf—- o0 = | Y By, + Bme | (4.43)
N—— p=1

.
— S i e

wobei wir den Vierervektor der Raum—Zeit—Koordinaten Where the position 4-
vector ‘

und den zugehorigen Differentialoperator and the corresponding four-gradient
(four-vector analogue of the gradient)

0 o o0 0 0
0= (55) = (o e 5e) (1.45)

eingefithrt haben. has been introduced.

Damit erhalten (unter Beachtung der Einstein Konvention) die Standardform der
Altogether we thus obtain (observing the Einstein convention) the standard form
of the

Dirac—Gleichung Dirac equation (ih VRO, — mc) =0 (4.46)

Jede Komponente von v geniigt (nach Konstruktion der Dirac-Gleichung) der
Klein—Gordon—Gleichung. Die Umkehrung gilt aber nicht, vielmehr stellt die
Dirac-Gleichung Abhéngigkeiten zwischen den Losungen der Klein—Gordon—
Gleichung her. All the components of the wave function ¢ individually satisfy
the relativistic energy—momentum relation, i.e., the Klein-Gordon equation. Ho-
wever, not all solutions of the Klein-Gordon equation are as well solutions to Dirac
equation, because the latter asserts additional constraints on the individual com-
ponents.

Bem Note: Analogie zur Elektrodynamik: Wellengleichungen fiir E und éfFeld,
aber diese Felder werden zusétzlich durch die grundlegenderen Maxwell—
Gleichung verkniipft. The above situation is similar to electrodynamics, where
wave equations hold for the electric and magnetic fields individually, but they
are additionally related by Maxwells equations.

Energie-Impuls—Relation energy-momentum relation

Nach de Broglie wird ein freies Teilchen der Energie £ und mit Impuls p durch
eine Welle According to the concept of matter waves or de Broglie waves a free
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particle of energy E and momentum p may be represented by wave function

b= A enPTF) (4.47)
repréasentiert (QM I).
Setzen 1 jetzt in die Klein—-Gordon—Gleichung ein Insert ¢ in the Klein—Gordon

equation
102 = m2c? .
{(z—aﬁ —Vg) + }Ae“’”_Et) =0 (1.48)
B2 52 m e
{‘ﬁ+ﬁ+ E }A”(p =0 (449)

fiir A # 0 folgt for A # 0 it holds

E? = p? + m2ct (4.50)
D.h. Klein-Gordon-Gleichung (und damit auch Dirac-Gleichung) fithren zur rela-

tivistischen Energie-Impulsbeziehung Obviously both the KGE and the DE comply
with the relativistic energy-momentum relation

Kontinuitatsgleichung Continuity equation

Erinnerung QM I, die Lsg. 9 (7, t) der Schrodingergleichung geniigte einer Kon-
tinuitétsgleichung der Form As shown in QM I, the solution (7, t) to the SE
satisfies a continuity equation of the form

%w(ﬁ )+ V-S(Ft)=0 (4.51)
mit Wahrscheinlichkeitsdichte with probability density function
w(7,t) = (7, t)(T,t) (4.52)
und Wahrscheinlichkeitsstrom and probability current (aka probability flux)
S0 = 5= {w(Fu) - (Fwryw )} (4.5)
2mu

Laft sich eine derartige Kontinuitétsgleichung auch fiir die Losung der Dirac—

Gleichung aufstellen? May such a continuity equation also be derived from the
DE?

Machen Ansatz fiir Wahrscheinlichkeitsdichte make ansatz for probability density
function
U

w =Y = 1, v 05,0 | (4.54)

Yy
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betrachten Dirac-Gleichung consider DE

ihy*1 ) —mey =0 aghs (4.55)
und ihre adjungierte Darstellung and its complex conjugate
—ih " —meyt =0 |- ~%% (4.56)

(Abkiirzung fiir Ableitung abbreviate A ), = £4)

Multiplikation mit ¢*~" von links bzw. 4% von rechts ergibt multiplication by
1*4° from the left and 7y from the right, respectively, leads to

ih ™" — mep % =0 (4.57)
—ih Ty " — mey Ty =0 (4.58)
Subtraktion ergibt calculate difference
UV Y+ A =0 (4.59)
wegen because of ’YO’Yk

'YM+:_»YM /
A0+ 0

YOyt Aty 0=0

damit thus
VY Yk + i e =0 (4.60)
(¥ ) s =0 (4.61)
Definieren jetzt Viererstromdichte Define 4-current density
7 = ey My (4.62)
mit zeitartiger Komponente where the zero (time) component
3= Y =t = cw (4.63)

als Wahrscheinlichkeitsdichte und den drei raumartigen Komponenten corresponds
to the probability density function and the three spatial components

" = ey (4.64)

als Wahrscheinlichkeitsstrom. Offensichtlich gilt dann die Kontinuitétsgleichung
correspond to the probability current. Obviously, the continuity equation holds

. 3 )
-k aJO ag*

p=1
aw - -
= — -3 =0. 4.
S+ V=0 (4.66)
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4.2 Der Pauli’'sche Fundamentalsatz
Pauli's fundamental theorem

Die vierkomponentige Wellenfunktion ¢ (Spinor) ist der Triger der quantenme-
chanischen Information, physikalisch mefsbar ist aber erst die Wahrscheinlichkeits-
dichte w. Jede Transformation des Spinors ¢ — ¢ = Ut mit einem konstanten
unitdren U lafst die Wahrscheinlichkeitsdichte invariant: The 4 component Dirac
spinors 1 carry the quantum mechanical information, however, the probability
density function w is the measurable quantity. It is invariant under any unitary
transformation ¢ — ¢’ = U :

W =Y =Pt UTUY = gty (4.67)
Wegen because of
v =U"Y (4.68)
erhalten wir aus der Dirac-Gleichung from the DE
(ihy Ok — me) =0 (4.69)
U(ih "0, — me)UT) =0 (4.70)
(ih U~*UT 0, — me)y' =0 (4.71)
N—_——
'k

die transformierte Dirac—Gleichung one obtains the transformed DE
(ih~*0), — me)y’ = 0. (4.72)

Offensichtlich liefern 4* und 1'% = U ~*U™ unterschiedliche Spinoren ¢ und v/,
die aber physikalisch fquivalent sind. Obviously, v* and ~* = U~*U* lead to
different, but physically equivalent spinors ¢ and 1/, respectively.

Gibt es Matrizen, die die Antikommutationsrelation Are there matrices that fulfill
the anticommutation relation

vy 0 =271 (4.73)

erfiillen, aber nicht zu unserer speziellen Wahl der Dirac-Matrizen but are not
related by a unitary transformation to our choice of Dirac matrices?

o_ (1 0 W (0 5,
v = (0 i und and V= 6, 0 (4.74)

durch eine unitare Trafo verbunden sind?
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Falls nein — Konnen ohne Verlust an Allgemeinheit uns auf diese spezielle y—
Matrizen verschranken

Falls ja — Miissen physikalische Bedeutung der anderen Losungen bzw. Glei-
chungen untersuchen.

If the answer is yes, we will need to explore the physical interpretation of the
equations and solutions, respectively, that result from these matrices. Otherwise,
we may restrict ourselves to the above special choice of Gamma matrices.

Die Antwort gibt der Pauli’sche Fundamentalsatz: The question is answered by
Pauli’s fundamental theorem:

Alle Darstellungen der Dirac—Algebra Given two sets of Dirac matrices which
both satisfy o o .
~Nind 4yt =241 | (4.75)

sind unitér dquivalent. they are related by an unitary transformation.

= Das empirische Konstruktionsverfahren, das uns zu den Dirac-Gleichungen
filhrt ist eindeutig! The above empirical derivation of the DE led to a unique
result!

Beweis Proof: (vgl. see R. H. Good, Jr Rev. Mod. Phys. 27, 187 (1955))
unterteilt sich in zwei Teile is done in two steps

i) Zu zwei Darstellungen ~;, ., der Dirac-Algebra existiert eine Matrix S mit
vi = Sv;S™1 Two representations 7;,7, of the Dirac algebra are related by a
transformation S mit v, = Sv;5™!

ii) falls aufserdem gilt if furthermore
Yo =0 ==y (4.76)
% =Y Y= (4.77)
so kann S unitér gewiihlt werden then S is unitary
Der Beweis arbeitet mit den 16 4x4 Matrizen The proof employs 16 4x4 matrices
Ty (A=1,...,16) (4.78)

Ta =1, v, im, i72, i7s, 7273, 0371, 171772, 170, V270, (4.79)
Y3Y0s V12735 Y1270, 1Y37V1Y05 127370, 1Y17Y27370

Nachrechnen zeigt, daf It can be shown that
=1 A=1,...,16 (4.80)
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Nun zum eigentlichen Beweis Start

1) Fiir alle For all [, aufer apart from I existiert ein exist a ['p mit where

A

[plalp = —T'4 (4.81)

und zwar specifically

|A|2|3|4|5]6]7[8[9]10]11[12]13]14[15]16 |
(Blof4af3fs]4afs]sf2]2]2]2]6]6[7[2]
)

2) Die Spuren aller I'y (A = 2,...,16) sind Null, denn The traces of I'y (A =

2,...,16) vanish, because of
- Sp(fA) = Sp(fo‘Af‘B) = Sp(fQBfA) == Sp(f‘A) (482)
I
I
= Sp(['4) =0 (4.83)

3) Die ['4 sind linear unabhangig, d.h. The I'4 are linearly independent, i.e.

16
ZaAf‘A:O = ay=0 VA (484)

A=1

Multiplizieren Summe mit Multiply sum by I

anBf‘B—l—ZaAf‘Af‘B:O ’ Sp (485)
) A#£B
dap+ Y aaSp(Fal's) =0 (4.86)
A#B

Tl =T¢#1fir A+ B (4.87)

= Sp(T'al'z) =0 (4.88)

=ap=0 (4.89)

Betrachtung kann fiir B =1, ..., 16 wiederholt werden. The same considera-

tions hold for B =1,...,16

4) Jede 4x4 Matrix kann als Linearkombination der I geschrieben werden Any
4x4 matrix may be expanded in a linear combination of the I'4

X=> x4 (4.90)

71



Prof.

Dr. Wolf Gero Schmidt

Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

Klar, weil die 16 linear unabhéngigen I'4 einen 16-dimensionalen Raum, den
Raum aller 4x4 Matrizen aufspannen. For the simple reason that 16 linearly
independent matrices ['4 span a 16 dimensional space

Dabei gilt fiir die Koeffizienten Thereby the coefficients are given by
Lo oo o
Tp = Sp('sx) (4.91)

(klar nach Ableitung in clear from derivation in 3)):

[px =apl% + Z 2alpla |Sp (4.92)
A#B

Jede 4x4 Matrix, die mit allen I vertauscht, ist ein Vielfaches der Einheits-
matrix (Schursches Lemma) Schur’s lemma: any matrix that commutes with
all I'4 is proportional to the identity matrix

Sei x die betreffende Matrix Be y the matrix in question
X=zpl'p+ Y wala (4.93)
A#B
Wir zeigen, dak xp = 0 fiir alle B aufer der 1 We show that xp = 0 for all
B#1

nach 1) gilt fiir alle ' auker der I, dak ein T'¢ existiert mit according to 1)
it holds for all I'g apart from I that there is a I'c that fulfills

Pelple = —T'p (4.94)

X vertauscht mit allen ['4, d.h. auch mit ['c x commutes with all L4, in
particular with I'¢

XT'c =Tex (F2,=1) (4.95)

!

X=ToxIg =TexTe (4.96)
setzen jetzt x ein use expression for y = xBfB + mlf + ZA# B mAfA

IBfB + a71f + Z J7AfA =g fchfc +x1 1Ajcffc + Z TA foAfC
A#1,B T T ias H1“;_/

—-I'sy I
/

Produkt product I'¢T'4T¢
ist wieder eine Basismatrix
belongs to the base matrices

(4.97)
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Multiplikation mit ', Spurbildung und Ausnutzung, daf fQB = T liefert

~

Multiply by r B, calculate trace, and exploit that f‘QB =1
r'p — —IB — 0 (498)

D.h. alle Koeffizienten zp mit B # 1 verschwinden. y ist ein Vielfaches
der Einheitsmatrix. Obviously all coefficients x5 with B # 1 vanish. y is
proportional to the identity matrix.

v; und 7, seien zwei Darstellungen der Dirac—-Algebra, D4 und IV4 sei die
jeweilige Basis von 4x4 Matrizen. Zeigen jetzt, dak dann gilt Suppose v; and
~i are two representations of the Dirac algebra, I'4 and 4 are the respective
basis matrices. Then it holds

I",5=S8T,4 (4.99)
wobei where
16
S=> TI'pITp (4.100)
B=1

mit einer beliebigen 4x4—Matrix F. for any 4x4 matrix F.

Zum Beweis betrachten wir die Matrix This is proven by considering the

matrix
16

48T 4 = Z [ Al g F Tl A (4.101)
B=1

dabei gilt (nachzurechnen) thereby the actual calculation shows

Ipls = el mit eq € {£1, +i} (4.102)

:

(i +7 i =2g" 1)

und analog and similarly

f/Bf/A = ch‘lc (4103)
vorhin shown above
Il=T, VA (4.104)
STl =1, T = (Dl )~ (4.105)
I
6511%,;1
I
1 -
i 8
€c
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kénnen damit schreiben may thus write

16
A aa 1
['4ST4=> —T'cFecl _E I'cFT¢ =8 4.106
A A CIECC cLc - C C’T ( )

nach Definition

Multiplikation mit T'4 = f;l von rechts ergibt die Behauptung Multiplication
by I'y = I';! from the rhs proves the statement true

I",5=S8T,4 (4.107)

Damit Teil (i) des Beweises abgeschlossen, fehlt noch Teil (ii), miissen zeigen,
daf S unitdr gewéhlt werden kann, falls This concludes part (i) of the proof.
Still need to show (ii), i.e., that S can be chosen unitary, provided

Vi = G (4.108)
’Y/+ = girY, (4.109)

Definieren zunéchst Start by defining
V = (det §)71S (4.110)

Dann gilt offensichtlich Obviously it holds
Y=VyVTh o detV =1 (4.111)

V enthilt noch einen freien Faktor +1, i, denn Still free to choose a factor
+1, £, because of

det(aV) =o' det(V) =

Mit anderen Worten This means that
det(V) = det(£V) = det(£iV) = 1. (4.114)
Ansonsten ist V eindeutig bestimmt, denn wenn wir annehmen es géibe ein

Vi #+ Vs dann gilte Otherwise V is umquely determined, because of

= ViVt = VeV ! (4.115)
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so folgt
Vs Wi = Vs ' (4.116)

Nach Schritt 5) in Teil (i) des Beweises ist jede 4x4-Matrix, die mit allen T4
vertauscht, ein Vielfaches der Einheitsmatrix, d.h. According to 5) in part
(i) any 4x4 matrix that commutes with all I"4 is proportional to the identity

matrix, i.e.,
ViV = kI (4.117)
also
Vi=kVy mithk==+1+i (4.118)

d.h. V in der Tat bis auf Vorfaktor eindeutig. Bilden jetzt das adjungierte
der Gleichung take the adjoint equation

N =Vy V! (4.119)
= (VA VT = (V) v (4.120)

giil{ gii"‘ﬁ
Sl = (Y g U = () T (4121

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt daf (V-1)© = (V)= Vgl. der
Gleichungen [4.119|und |4.121|liefert (da V bis auf Faktor eindeutig bestimmt)
comparing eqns. |4.119| and |4.121| and remembering that V s apart from a
factor uniquely determined shows

(VH ™ =emav (4.122)
Vi=e iyl |V (4.123)
VIV = e ™3] (4.124)

fiir die Diagonalelemente von VY gilt for the diagonal elements of VIV it
holds

(V)i =D (VH)i(V)si Z (4.125)

J J

ER >0
=e ™2 €R, >0 (4.126)
=m =0 (4.127)
VvVt =1 (4.128)

D.h. zwischen zwei Satzen von Dirac—Matrizen vermittelt eine unitére Trans-
formation. In other words, two sets of Dirac matrices are related by an unitary
transformation.
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= Alle Sétze von Dirac—Matrizen sind unitéar dquivalent All representations
of Dirac matrices are unitarily equivalent.

Damit sind alle Dirac—Gleichungen, die nach dem in Kapitel beschrie-
benen Verfahren konstruiert werden konnen, unitir dquivalent und folglich
physikalisch identisch. Daher konnen wir eine besonders einfache Darstellung
der Dirac-Matrizen verwenden. Thus it has been shown that all Dirac equati-
ons derived as shown in Chapter [4.1|are unitarily equivalent and thus describe
the identical physics. For this reason we may use a particular convenient re-
presentation of the Dirac matrices.

4.3 Lorentz—Invarianz der Dirac—Gleichung
Lorentz Invariance of the Dirac Equation

Erinnerung: Spezielle Relativitdtstheorie Reminder: special theory of relativity

betrachten 2 Koordinatensysteme consider two reference frames X, >’ mit der Re-
lativgeschwindigkeit v = we, where the primed system is in motion relative to
the unprimed system with constant speed v = wve, along the x-axis, from the
perspective of an observer stationary in the unprimed system

yI

Vo

2 X

In der klassischen Mechanik wird der Ubergang von ¥/ zu ¥ durch Galilei-
Transformation beschrieben. The Galilean transformation is used to transform
between the coordinates of two reference frames within the Newtonian physics.

x = +ut, y =1, z2=2, t=t (4.129)

Dies gentigt nicht dem Relativitatsprinzip, das die Invarianz des vierdimensionalen
Abstands verlangt. The Galilean transformation does not comply with the principle
of relativity that requires that the spacetime interval is invariant

ds? = 2 dt* —dz? = A dt’? — di” (4.130)
I

I
ds 2
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Die lineare Transformation, die dem Relativitatsprinzip geniigt, ist die
Lorentz—Transformation The Lorentz transformation is a linear transformation
that preserves the spacetime interval

ct’ coshy —sinhy 0 0 ct
| | —sinhey coshy 0 0 x
g | = 0 0 1 0 y (4.131)
Z 0 0 01 z
. 1 . :
mit where coshy) = ———, sinhy = —&—— (4.132)
2 2
-z iz
Bem Note: mit dem imagindren Drehwinkel ¢ = —it kann die Lorentz—Trafo in
der Form By introducing the imaginary rotation angle ¢ = —i1) the Lorentz
transformation assumes the form
ict’ cos¢p —sing 0 0 ict
x| |sing cosp 0 0 x
v | = 0 0 10 y (4.133)
2! 0 0 0 1 z

geschrieben werden. D.h. kénnen die Transformation als Drehung des komple-
xen Vektors (ict, Z) im Minkowski-Raum verstehen. , i.e. the Lorentz trans-
formation may be interpreted as a rotation of the complex vector (ict,Z) in
a four-dimensional spacetime.

Ubung Exercise: Zeitdilatation, Léngenkontraktion, Geschwindigkeitsaddition
aus Lorentz—Transformation ableiten derive time dilation,
length contraction, and the special relativity velocity addition
formula from the Lorentz transformation

Fiihren fiir die weiteren Betrachtungen jetzt den Vierervektor In the following we
use the four-vector or 4-vector

7= (ct, @) = (ct,z,y, z) (4.134)

des Minkowski-Raumes ein. in the four-dimensional real vector space, called Min-
kowski space

Allgemein schreiben wir den Vierervektor als In general we write
= .
A= Ale; = A% + Alel + A’e; + Aéy (4.135)

wobei die Basisvektoren e; nicht notwendigerweise orthogonal und normiert sein
miissen. where the basis vectors e; are not necessarily orthogonal and normalized.
Sinnvoll ist aber die Einfithrung eines zweiten Koordinatensystems mit der Basis
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?0, ?1, ?2, ?3}. It is helpful to introduce a second coordinate system with the

. =0 =1 =2 =3
basis vectors {e ,e,e’, e }

. .= . . . . . = .
Die Basis {¢; } wird als kovariant bezeichnet, die Basis { ¢} als kontravariant. The

basis vectors {e; } and { € l} are known as covariant and contravariant, respectively

Zwischen kontra— und kovarianten Basisvektoren gilt die Relation They are related
to each other by

cig g = L M=y (4.136)
770 fird £ .

=
Konnen damit aus einem gegebenen Vektor A sofort die kontravarianten Kompo-
nenten A® erzeugen The contravariant components of a given vector A are imme-
diately obtained as
3 =i == i i i
A-e'=Aeje’ = A5 =A (4.137)
Konnen auch kovariante Vektorkomponenten definieren May define covariants vec-
tor compents

A= A2 (4.138)

und eine Darstellung aus kontravarianter Basis und kovarianten Komponenten as
well as introduce a representation using contravariant basis and covariant com-
ponents N ‘
A= A€ (4.139)
In gemischter Darstellung ist das Skalarprodukt gegeben als The scalar product of
an arbitrary vector A with a vector B in contravariant and covariant representation,
respectively, is given as

= =

A-B=(A'6)(B,c") = A'B,¢, - ¢* = A'B;, (4.140)
k
ah

7

in einheitlicher kontravarianter Darstellung in contravariant representation
A-B=(AE)B'E) = AB*E - &, = AiBgy, (4.141)
o
gir
oder in kovarianter Darstellung in covariant representation

= = ) ) .

A-B= (4 En)(Bk ?k) = Az‘Bk,§Z ek = A;Big™, (4.142)
gik

wobei wir die kovariante Metrik where the covariant metric

= =

Jik = € - €k (4.143)

78



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

und die kontravariante Metrik where the contravariant metric
ik =i =k

=¢c -¢€ 4.144
g (

eingefiihrt haben. Aus der Definition folgt have been used. It follows from the
definition that

gik = gri und g = g"". (4.145)
Vorhin Furthermore
== )
AB = A'B; (4.146)
I
At-BFg;,
=A'[B; — B*gyx] =0 (4.147)

gilt fiir beliebige Vektoren, d.h. konnen mit der Metrik zwischen ko— und kontrava-
rianten Darstellungen transformieren. holds for arbitrary vectors. Metric may thus
be used to transform between the covariant and contravarianat representations.

B; = ¢ B* (4.148)
Analog folgt aus Similarly it follows from

==
AB = A*B;, (4.149)

I

A;-Byg™*

[A¥ — A" By =0 (4.150)
= AR = gk A, (4.151)

Die Metrik kann also zum Verschieben der Indizes verwendet werden. The indices
are thus raised and lowered using the metric.

Weiter folgt aus Furthermore we see from
AR = gM A = M gim AT, (4.152)
dass that '
9" Gim = Oy (4.153)

Jetzt wieder zurtick zur Raum-Zeit, dort sind Ereignisse durch Vektoren (ct, Z)
charakterisiert, infinitesimal benachbarte Ereignisse durch die Koordinatendiffe-
renzen In the four-dimensional spacetime events are described by vectors (ct, T).
The measure of separation between infinitesimally close events is

(cdt, d¥) = (d2°, da*, dz?, dz?) (4.154)
= (cdt,dx,dy,dz) (4.155)
=dT. (4.156)
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Offensichtlich gilt dann Obviously it holds

difli = gy da’ da? (4.157)
ds?

H <— Abstand im Minkowski-Raum
- separation in spacetime
c2dt? —dz?

D.h. die Metrik des Minkowski-Raumes ist gegeben durch The Minkowski metric
is usually denoted by ¢ and can be written as a four-by-four matrix

1 0 0 0
0 -1 0 0

@) =10 o -1 o (4.158)
00 0 -1

Aus g*g;,, = 6F ergibt sich durch Inversion dann die kontravariante Metrik. The
contravariant metric is obtained by inverting, i.e., exploiting that g*g;,, = 6% .

1 0 0 0
0 -1 0 O
) —
@ =10 o -1 o (4.159)
0o 0 0 -1

Jetzt zur Lorentz—Trafo zwischen ¥ und Y/, funktionaler Zusammenhang in der
Form Now we want to Lorentz transform between the reference frames ¥ and Y/,
it holds

=2 (") (4.160)
. xi .
=dx' = —dz’ 4.161
e (4.161)
Al = g;; ist die Transformationsmatrix, die zwischen den Koordinatendifferentia-
len vermittelt. The transformation matrix A} = gf; relates the coordinates in the

two reference frames.

Allgemein transformieren sich kontravariante Vektoren zwischen ¥ und ¥/ wie
Generally it holds for transformations of contravariant Vektors between ¥ and >

AP = ALAT (4.162)
fiir Umkehrtrafo gilt The inverse transformation is given by

AY = AT A (4.163)
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mit Trafo-Matrix fiir die Riicktrafo where the corresponding matrix elements

A = gx. (4.164)
xt
il A al’i/ 8I'Z il

Brauchen jetzt noch Trafo fiir kovariante Vektoren. Nutzen dabei aus, dafs das
Skalarprodukt zweier Vektoren ein Skalar und damit invariant gegeniiber Trans-
formationen ist, d.h. In order to determine the transformation matrix for covariant
vectors we exploit the fact that the scalar product is Lorentz invariant, i.e.,

A'B; = A"B; = AU A'B; = AY(A! By) (4.166)
Koefhizientenvergleich liefert the comparison of the coefficients shows that
B; = A'By | (4.167)
analog gilt fiir Umkehrtrafo similarly it holds for the inverse transformation
By = A, B; . (4.168)

Fiir den Spezialfall einer Translation von ¥’ bez. ¥ entlang x ist In the special
case of a translation of ¥’ with respect to ¥ along the x direction one obtains

coshiy —sinhy 0 0
—sinhy coshy 0 0
0 0 10

0 0 01

A= (4.169)

Betrachten jetzt quantenmechanischen Zustand in 2 Inertialsystemen Consider
now the same quantum mechanical state in two inertial frames of reference

x0=ct x%'=ct'
W(X) W'(X")
z i’ Zl YI
wobei gilt that are related by
' = Agt ot = ALzt (4.170)
sowie
Oy = AL0; Oy = A0y . (4.171)
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Das Relativitatsprinzip fordert die Lorentz—Invarianz der Dirac—Gleichung, d.h.
die Beschreibung eines quantenmechanischen Teilchens in ¥ und ¥’ erfolgt durch
forméquivalente Gleichungen The principle of special relativity requires that the
form of the laws of physics remain invariant, i.e, the Lorentz invariance of the
Dirac equation in ¥ und >/

(ih* 8y, — me) (7)) = 0 (4.172)
(ih*yklﬁk/ - mc> V(T =0 (4.173)
mit 7 = (2°, 2", 2%, 2%) = (ct, %) (4.174)

Die Diracmatrizen v¥ in ¥’ haben die gleichen Eigenschaften und Antikommuta-
tionsrelationen wie die v¥ in . Da nach dem Pauli’schen Fundamentalsatz alle
Dirac-Gleichungen unitar dquivalent sind, kann der Beobachter in ¥’ dieselben
Matrizen zugrunde legen wie der Beobachter in ¥. The Dirac matrices v in ¥/
have the same properties and fulfill the same anticommutation relations as fulfilled
by 7* in ¥. According to Pauli’s fundamental theorem all formulations of the DE
are related by unitary transformations. Therefore we may use the same matrices
in 2 and X'/,

Neben der Forminvarianz der Gleichungen mufs auch garantiert sein, dak der Spinor
e (?/) in ¥’ den gleichen q.m. Zustand beschreibt wie 1&(?) in . Not only must
the same equations hold, also the spinor v’ (?’) in ¥’ must describe the same state
as () in 3.

Deshalb muft zwischen den Spinoren eine Transformation R vermitteln, mit The-
refore there must be a transformation R that relates the two spinors in such as
way as

V(7)) = R(A)W(T), d.h. hence (4.175)
W(F) = R (M) () (4.176)

Und fiir die inverse Trafo von ¥’ nach ¥ gilt entsprechend On the other hand, for
the inverse transformation from ¥’ to 3 it holds

W(T) = RAD/(Z), dh (4.177)
V(') = R (A)Y(T), (4.178)

Der Vergleich zeigt, dafs The comparison shows that
R(A™Y) = R7Y(A). (4.179)

Mit Insert now N N
U(x) =R (A (2) (4.180)
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jetzt in die Dirac-Gleichung in the DE

(ih~*0), — mc) W(T)=0 (4.181)
= (ih~* ), — me) R AW/ (Z') = 0. (4.182)

Anwendung von R(A) liefert Application of R(A) results in
(ih R(AY* R (AN)0), — me)y! (Z') = 0 (4.183)

I
A 8y,
(z’h R(A)Y R™Y(A)AY 9y — mc> V(T =0 (4.184)
Vergleich mit Comparison with

(imk'ak, - mc) Y(Z) =0 (4.185)

liefert die Bestimmungsgleichung fiir die Transformatoren R(A) provides an equa-
tion for the transformation R(A)

R(AY*RTHA)AY =¥ (4.186)

Um diese Gleichung zu 16sen werden wir zunéchst die Matrix R(A) fir infinitesi-
male Lorentz—Transformationen bestimmen und anschliefend die endlichen Trafos
untersuchen. Infinitesimale Lorentz—Trafos sind kleine Abweichungen von der iden-
tischen Abbildung A = I. In order to solve that equation we first determine the
matrix R(A) for infinitesimal Lorentz transformation. Later we investigate finite
transformation. Infinitesimal Lorentz transformations are small deviations from
the identify operator A = 1.

Schreiben Start from

A =68 + g dwpy, (4.187)
und

AY, = 68 4 g dwpy (4.188)

mit den zunéchst noch offenen infinitesimalen Parametern dwy,. where the infini-
tesimal parameters dwy, are still unknown.

Einsetzen in Orthogonalitatsrelation Insert in orthogonality relation
AL =61 = (8% + g dwjn) (5;” +g" dw,/k) (4.189)

= (5}(5{ + 5§,gjll, dwyy + 6i/gilde/l + O(dw?) ( )

~ (52 + gil/ dwl/k + gil dwkl (4191)

~ 512 + g” (dwlk + dwkl) ( )

= dwlk = —dwkl (4193)
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Machen jetzt im Sinne einer Taylor—Entwicklung den Ansatz Now ansatz of a
Taylor-like series

Uy duw'? (4.194)

4x4 Matrizen

mit den noch zu bestimmenden Koeffizienten U;; und setzen diesen Ansatz in

unsere Bestimmungsgleichung fiir die R(A) ein: where the coefficients Uij need to
be determined. Use the ansatz in the equation that determines the R(A):

/

R(A)YRT (A)AY =

— (f — %Uij dwij) o (-f + iUmn dwmn> <5]1:/ +g"" dwl/k) =" (4.196)

(4.195)

Ausmultiplikation und Beschriankung auf Terme erster Ordnung liefert Expanding
and considering first-order terms

7k gk/l/ dwyy, = idwij Uiﬂkl N if)/kl[jmn dw™" (4.197)
dw,ljl
e dwtF = %dwij (Uiﬂk' B ,yk’Uij) (4.198)

|| +—dw® =—dwi?
;dwij _5k’_ _51@’
2 Vi0; —7Vi9;

A

= 2 (%6;“' - vjéf’) - (Um’“’ - 7’“’(7,) - [Uij, 7’“’} (4.199)

lineares Gleichungssystem in den Matrizen (A]” leads to a system of linear equations
for the Uij

Wird gelost durch Solution given by

- ?
iy = 5 s %) (4200

Beweis: Ubung Proof: Exercise

Damit haben wir die gesuchte Transformationsmatrix Transformation matrix thus
given by
~ 1 .
R(A) =1+ 3 [Viy v5] dw® (4.201)
fiir eine infinitesimale Lorentz—Trafo A erhalten. Da jede endliche Lorentz-
Transformation als Hintereinanderausfithrung unendlich vieler infinitesimaler
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Lorentz-Trafos geschrieben werden kann, ist somit auch die Lorentz—Invarianz der
Dirac-Gleichung gezeigt. for an infinitesimal Lorentz transformation. Since any
finite transformation can be obtained from the successive application of an infinite
number of infinitesimal transformations, this proves the Lorentz invariance of the
DE.

4.4 Lorentztransformation der Viererstromdichte
Lorentz transformation of 4-current density

In 4.1 haben wir die Viererstromdichte In [4.1] the 4-current density
J* = ety (4.202)

eingefiihrt. Wir transformiert sie sich von 3 zu 3?7 has been introduced. How does
it transform from ¥ to 37

= I = / =
7 (&) = cp (@) A () (4.203)
~—— ~——
PT(Z)RT(A)  R(A)Y(T)
Brauchen R™ fiir die weitere Rechnung. Need to know R™ in the following.
Fiir infinitesimale Lorentz—Trafo ergab sich For the infinitesimal Lorentz transfor-
mation we have just obtained

~ 1 .
Jetzt N Rotationen hintereinander ausfithren. Consider now N successive rotations
L1 . 1 y
R= <[ T3 [vis ] dw({)) <[ T3 [7is 4] dwd\m) (4.205)
L1 i 1 .
sowie as well as
| o\ ! | o\t

multiplizieren von links und rechts mit 7o und nutzen aus, daf (7°)2 = I pre-
multiply (left multiply) and post-multiply (right multiply) by 7o

B | ij ! i1 g B
YoRR 170 = 70 (I + 3 Vi, 5] dw(g\/)> Y00 (I + 8 s ] dwd)) h
(4.208)

| .1
= (I - gvo [Yer %51 7° dwdv)) (I = g0 by il dw({)> (4.209)
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(der letzte Schritt folgt aus der infinitesimalen Kleinheit der Elemente der Lorentz-
transformation in the last step the infinitesimal smallness of the Lorentz transfor-
mation was exploited)

Fiir die y-Matrizen gilt For the v matrices it holds
i, 1T = =" T, 117° (4.210)

und aus dem Vgl. der Gleichungen fiir RT und 7°R~!4° folgt and from the com-
parison of the equations for RT and 4y°R~!4° it follows that

VYR = RY. (4.211)
Damit Thus
(@) = et (TR A N Ry (7) (4.212)
~
1
= eyt (T RM Ry(7) (4.213)
kAK
A
(vgl. ’(?; Eq
= (TG (T) (4.214)
— AYjR(T) (4.215)

D.h. die Stromdichte wird wie ein Vierervektor Lorentz—transformiert! Obviously,
the 4-current density transforms like a 4-vector!

Bem: Bisher nur Transformationen unter infinitesimaler Lorentz—Transformation
betrachtet. Wie kommen wir zu endlichen Transformationen? By now we
have only considered infinitesimal Lorentz transformation. Now we move on
to finite transformations.

Betrachten Hintereinanderausfiihrung von N gleichartigen infinitesimalen Trans-

formationen, dann ist Consider the N successive infinitesimal transformations. It

holds
w

\L definiert Drehachse
skalarer im Minkowski-Raum
Drehwinkel rotation axis in
scalar spacetime

rotation
angle
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damit thus

4.217
4.218

(4.217)
(4.218)
(4.219)
(4.220)

4.220

damit endliche Lorentz—Transformation eines Vierervektor Z als Finite Lorentz

transformation of a 4-vector thus given as
N
= . = . ~ W = o=
£ = lim A7 = lim <I+—n> x=e"x
N—oo N—o00 N T

(eI:hmnHoo(l-i-%)n)

betrachten speziell die Matrix Consider in particular the matrix

0 -1 00
- -1 0 00
0 0 00
0 0 00

Dann gilt fiir m € N It holds for m € N

1 000
01 00
~2m+1 _ o n2Zm __ =7
n =n, =19 00 0l="
00 0O
Damit ergibt sich Hence we obtain
. s w3 wr oWt
e :]+<w+§+...>n+(§+z+...>r
—_——
sinh(w) cosh(w)—1
coshw —sinhw 0 0
—sinhw coshw 0 0
0 0 10
0 0 0 1

(4.221)

(4.222)

(4.223)

(4.224)

(4.225)

Vgl. mit Kapitel zeigt, daf wir hiermit die Lorentztransformation fiir die Be-
wegung von Y entlang €, beziiglich ¥ mit der Geschwindigkeit v gefunden haben,
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wobei tanhw = 2. The comparison with chapter shows that we have arrived
at the Lorentz transformation that describes the translations of ¥’ along the x
direction with respect to X with the velocity v. Here tanhw = 7.

Die zu A zugehorige Matrix R(A) ergibt sich aus The matrix R(A) corresponding
to A is obtained as

— lim [+ s ij)N
R(A) = lim (I+ 25 [ 2l (4.226)
0 -1 0 0
A -1 0 00 : . .
mit with n = 0 0 00 ergibt sich one obtains (4.227)
0O 0 00
wa oW,
R(A) = cosh E[ + sinh S (4.228)

(dabei Reihenentwicklung, wie oben ausgenutzt Here Taylor series exploited, as
shown above)
e A 0 o1

mit with & = (61 0) (4.229)
Im Auftreten des halben Drehwinkels in der Transformation R(A) kommt die Dop-
peldeutigkeit der Spinor—Drehgesetze zum Ausdruck: Ein Spinor geht erst bei einer
Drehung um 47 wieder in sich selbst iiber (vgl. Abschnitt . Deshalb miissen
physikalisch beobachtbare Gréften in der Spinor-Theorie immer bilinear in den
Spinoren @ZJ(?) sein. Nur so gehen Observablen bei Raumdrehung um 27 in sich
selbst tiber. The appearance of the one-half angle in the transform R(A) is due to
the transformation properties of spinors: The spinor rotation will rotate the spinor
through an angle one-half the measure of the angle of the corresponding vector
rotation, cf. [3.4] For this reason observables need to be bilinear in the spinors

W(T).

4.5 Losungen der freien Dirac—Gleichung
Free particle solutions of the Dirac equation

bringen zunéchst Dirac-Gleichung start by transforming the DE
(ihy* Ok — me) =0 (4.230)

in eine der Schrodinger—Gleichung verwandte Form. Multiplikation mit ¢+° = ¢
ergibt
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in a SE-like form. Multiplication by ¢~ = ¢ results in

P~ ]
heyy? S ey~ metB )i = 0 4.231
(e’ g7 + 2 ieha™ gz = mets)u (4231)
i w= .
Vo
L0 3
=1h aw = Hv (4.232)
mit where
. 3 B .
H=— ; ichau@ +mc*f = cap + mc*p (4.233)
Ansatz ansatz ~ -
6(F) = v(@e (4.231)
fithrt auf Eigenwertgleichung leads to the eigenvalue equation
Hiy = Ey (4.235)

H héngt nicht vom Ort 7 ab, daher vertauschen H und ]3 und haben die gleichen Fi-
genfunktionen. Eigenfunktionen des Impulsoperators sind bekanntlich ebene Wel-
len, daher H has no spatial dependence, therefore H and ]%’ commute and have
a common set of eigenvectors. Plane waves are eigenfunctions of the momentum
operator, hence

(T, 1) = p(p)er PEEY (4.236)
Fiir die Amplitude ¢)(p) setzen wir einen Bispinor an Assume a bispinor to describe
the amplitude ¥ (p)

b(p) = (X0> (4.237)

®o

(Begriindung dafiir wird gleich offensichtlich for reasons that will become obvious
soon)

und gehen damit in and enter
0
h—1y =H 4.238
ih S = H (4.233)

unter Beachtung von observing that

0 & I 0
a, = (&u 0“) und B = (0 _f) (4.239)

ergibt sich die Matrix—Gleichung leads to the matrix equation
mc?1 cé’ﬁ X0 X0
o\ 97 =L (4.240)
cop  —mcl) \¥o %o
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Das entsprechende homogene Gleichungssystem The corresponding homogenous
system of equations

(mc? - E)I ) P Xo) _
cop —I(mc*+ E)) \¥o

kann in zwei Gleichungssysteme aufgespalten werden may be split into two system
of equations

(4.241)

o o oo

(mc® — E)Ixo 4 cdPpo =0 (4.242)
und and . X
copxo — (me + E)Igy = 0. (4.243)
Gl. [4.243| ergibt Eq. [£.243] yields
cé’ﬁ
= ——Xo- 4.244
0= e +F Xo ( )

Damit gehen wir in Gl. [£.242] ein und erhalten inserting this in Eq. [£.242] one
obtains R X
(mc® — E)(mc® + E)Ixo + ¢*(69)*x0 = 0. (4.245)

Da dies fiir alle x gilt, folgt unter Ausnutzen der Identitdt Since this holds for
any xo one obtains by exploiting the identity

(AG)(Bd) = A- B+i(A x B)d (4.246)
(Beweis: Ubung Proof: Exercise)
mit where A= B = (4.247)
die Energiedispersion the energy dispersion
E? —m?ct —p* =0 (4.248)
=E,(p) = £/m2c* + 2p>. (4.249)
und damit (Energien E sind jetzt ,physikalisch “positiv) and hence (with positive

energies F)

m2+E X0

Yi(p) = Ni( ;;0 ) (4.250)

mit Normierungsfaktor Ni where N, is a normalization constant.
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Xo kann offensichtlich beliebig gewéhlt werden und als Linearkombination zwei-
er Basisvektoren y, may be arbitrarily chosen and can be represented as linear
combination of two basis vectors

X+ = (é) ;o X-= (?) (4.251)

Damit ergibt sich der Amplitudenvektor Thus the vector amplitude is given as

dargestellt werden.

w“"”(ﬁ)sz< 5 > (4.252)

mc2+AE(p) Xu
mit g = +1 (4.253)
A=+l (4.254)

Die vier durch g und A bestimmten Bispinoren 1 bilden eine Orthogonalbasis,
wenn The four bispinors 1" determined by p and A form an orthonormal basis
provided it is chosen

E(p) + Amc?

M=y 2R

(4.255)

gewahlt wird

Beliebige Wellenpakete lassen sich dann durch eine Superposition der Form Arbi-
trary wave packets can then be represented by superpositions

W(Z, ¢

+1

1 . - L(gp—

) = W/dgp ZCA,;M% t)y N (p)ed FPAERD (4.256)
A

darstellen.

Nichtrelativistischer Grenzfall non-relativistic limit

E(p) ~ mc? ... Ruheenergie rest energy

éﬁ <<1 (4.257)

mc

X
w’ﬂ(p):( o >z (y) (1.258)
me2 + B(p) X1

(weil because N, = 1)
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D.h. fiir Lésungen mit positiver Energie ist dann nur der obere Spinor des Bispinors
relevant. Need to consider only the upper spinor of the bispinor for positive energy

solutions
1 0
w(/%*)(p) — Cé'?pgﬂ . N_ ~ —— (:‘_‘ ) (4259)
mE-EpXe)  a PATPXw

2

E—mc* ~ 2”—

. m
sowile

~ P
N_ = 2me

Fiir negative Energieeigenwerte F(p) ist nur der untere Spinor relevant. The lower
spinor of the bispinor is relevant for negative energy solutions

Bem: Um die Zustdnde mit negativer Energie physikalisch interpretieren zu kon-
nen, nahm Dirac an, daf alle Zustédnde negativer Energie vollstandig besetzt
seien. Nach dem Pauli’schen Ausschliefsungsprinzip finden damit in dem soge-
nannten “Dirac—See” keine weiteren Teilchen Platz, und es ist ausgeschlossen,
dak ein Elektron durch das Fallen in immer tiefere Zustédnde unendlich viel
Strahlung emittiert. Anregung eines Teilchens aus dem Dirac—See erzeugt
ein reales Elektron mit negativer Ladung, dem ein effektiv positiv gelade-
nes Loch im Dirac—See gegeniibersteht. Dieses Loch wird “Positron” genannt
und stellt das Antiteilchen zum Elektron dar. Durch Paarvernichtung kénnen
Elektronen und Positronen annihilieren.

Note: The DE is extremely successful in describing electron dynamics. However,
it possesses a peculiar feature: for each quantum state possessing a positi-
ve energy FE, there is a corresponding state with energy —FE. This is not a
big difficulty when an isolated electron is considered, because its energy is
conserved and negative-energy electrons may be left out. However, difficul-
ties arise when effects of the electromagnetic field are considered, because a
positive-energy electron would be able to shed energy by continuously emit-
ting photons, a process that could continue without limit as the electron
descends into lower and lower energy states. Real electrons clearly do not
behave in this way. Dirac’s solution to this was to turn to the Pauli exclusi-
on principle. Electrons are fermions, and obey the exclusion principle, which
means that no two electrons can share a single energy state within an atom
(if spin is ignored). Dirac hypothesized that what we think of as the "vacu-
um” is actually the state in which all the negative-energy states are filled,
and none of the positive-energy states. Therefore, if we want to introduce a
single electron we would have to put it in a positive-energy state, as all the
negative-energy states are occupied. Furthermore, even if the electron loses
energy by emitting photons it would be forbidden from dropping below ze-
ro energy. Dirac also pointed out that a situation might exist in which all
the negative-energy states are occupied except one. This "hole” in the "Dirac
sea” of negative-energy electrons would respond to electric fields as though
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it were a positively-charged particle. Initially, Dirac identified this hole as a
proton. However, Robert Oppenheimer pointed out that an electron and its
hole would be able to annihilate each other, releasing energy on the order
of the electron’s rest energy in the form of energetic photons; if holes were
protons, stable atoms would not exist. Hermann Weyl also noted that a hole
should act as though it has the same mass as an electron, whereas the proton
is about two thousand times heavier. The issue was finally resolved in 1932
when the positron was discovered by Carl Anderson, with all the physical
properties predicted for the Dirac hole.

Interestingly, while the existence of the positron has been concluded from the
Dirac equation, in the non-relativistic limit it can be well described using the
Schrédinger equation. Due to the opposite charge sign, it behaves differently
of course. While electrons are attracted by the positively charged ions in a
solid, the positron senses a repulsive interaction and tries to avoid the ions.
Shown below is the calculated ground-state wave function of a delocalized
positron in diamond in the (110) plane. The positron is mainly localized in
the interstitial region and the probability density is essentially zero around
the nuclei. The maximum probability is located at the tetrahedral site, which
is farthest from the nearest atomic positions. The positron lifetime calculated
within two-component density functional theory as well as the calculated
momentum distribution of the annihilating electron-positron pairs agree very
well with experiment, cf. W.G. Schmidt and W.S. Verwoerd, Phys. Lett. A
222, 275 (1996); R.W.N. Nilen, S.H. Connell, W.G. Schmidt, et al. Appl.
Surf. Sei. 116, 330 (1997).
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[W.G. Schmidt and W.S. Verwoerd, Phys. Lett. A 222, 275 (1996)]
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4.6 Klein-Paradox
Klein Paradox

Eines der einfachsten exakt losbaren Probleme der nichtrelativistischen Quanten-
mechanik ist die Bewegung in Gegenwart einer Potentialschwelle Particle scattering
by potential barrier is one of the most simple problems in nonrelativistic quantum
mechanics

V(%)

- iqt

—
B

Erinnerung QMI: Streuung an Potentialstufe im Rahmen der Schrédingergleichung
Reminder QM I: Scattering by potential barrier within the Schrodinger equation

{=smiz +V()}(2) = Bu() (4.260)

Machen fiir die Bewegung in I den Ansatz eines freien Teilchens mit Energie F
Ansatz for particle movement in range I for a free particle with energy F

Pl(2) = AeP* + Be~*
omE (4.261)
h2

mit where p =
entsprechend in II similarly in II

?,bII(Z) — Ceiqz + De—iqz
2m(E—Vo) (4.262)

mit where ¢ = =

Annahme spezieller Randbedingungen: von links einfallender Teilchenstrom Assu-
me specific boundary condition: particle current from the left

=D=0
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Fordern Stetigkeit von ¢ bei z = 0 Require continuity of ¢ at z =0

H0) =" (0) = A+ B=C (4.263)

Aukerdem Stetigkeit von v’ bei z = 0 Additionally continuity of ¢’ at z = 0

PI0) = »'"(0) (4.264)
ip(A—B) = iqC (4.265)

Aus [4.263| und [4.264] folgt From [4.324] and [4.264] it follows

A+B = g(A—B) (4.266)
P P
A1-5 = —pa+Z
( q) ( q)
B _ p-—q_VE-VE-V;
A p+a VE+VE-V,
(4.267)
Mit 4.263] wir erhalten In combination with 4.324] one finds
C B — 2 20/E
C_b . _ptarr-a_ vVE (4.268)
A A p+q p+qe VE+VE—TV,

Wahrscheinlichkeitsstromdichte der Schrodinger-Gleichung Probability current of
Schrodinger equation

J = o {OVYT = ¢V} (4.269)

Untersuchung speziell einlaufenden Welle von links im obigen Beispiel In particular
incoming flux for the above example

. ih o d . aood hp . . o
e = —{AeP*—A%eTP* — ATeT PP — AP} = — |A 4.270
Je =5 {Ae"—Ae e AT} = — |4 (4.270)
analog ergibt sich fiir den reflektierten und den transmittierten Strom analogously
we obtain for the reflected and transmitted flux
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jr=——|B[", jo=—1CJ (4.271)
m m

damit ergibt sich eine Reflexionswahrscheinlichkeit thus reflection probability

3 B2 2
_ bl :H :’u (4.272)
Jel A p+q
und eine Transmissionswahrscheinlichkeit and transmittance
. o op |2
T—””—gszgkil‘zl—R (4.273)

A p+q

el p
Fiir £ <V} ist ¢ imaginér, d.h. im Bereich II gibt es keine oszillierende Welle mehr,
sondern eine exponentiell abfallende Funktion, R = 1. Das heifst wie im klassischen
Fall liegt Totalreflexion vor. Im Gegensatz dazu ergibt die relativistische Rech-
nung ein liberaschendes Ergebnis. Betrachten wir dazu jetzt das Streuproblem fiir
Losungen der Dirac-Gleichung: ¢ imaginary for £ < Vj, i.e., in range II there is
no oscillating wave anymore, but an exponential decay, i.e., R = 1. Similarly to
the classical case we have total reflection. The corresponding result for the relati-

vistic case, in contrast, is surprising. Consider scattering within the Dirac equation:

Erinnerung: Losung der Dirac-Gleichung fiir freies Teilchen gegeben durch Remin-
der: Free-particle solution of the Dirac equation reads

(1) = (p)e’PT (4.274)
wobel where
wsz( . ) (4.275)
mc2+E A0

mit N... Normierung N ... normalization

Betrachten wir jetzt ein von links ein einlaufendes Teilchen positiver Energie mit
spin up und Wellenzahl p = (0,0, p) Consider particle that is incident from the lhs
with spin up and wave vector p = (0,0, p)

Ausnutzung von exploit that
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o, = ( 5 _01> und wahlen and chose N = A (4.276)

fihrt auf leads to

1

_ 0
U(p) = A chp (4.277)
mc2+F

0

Das heifst nach Abseparation der Zeitabhéngigkeit ergibt sich fiir die von links
einlaufende Welle in I For the stationary solution of the particle flux from the lhs
we obtain

1

Pi(z)=A cgp e’ (4.278)
mc?+FE
0

und fiir die reflektierte Losung in I setzen wir an similar ansatz for the reflected
wave function

1 0
0 . )
WI(z) = B Y e 4 o e (4.279)
T m+E
0 __chp
mc2+E

wobei der zweite Term der Moglichkeit der Spinumkehr Rechnung tragt. Fiir die
nach II transmittierte Welle folgt entsprechend Here the second terms accounts for
the possibility of a spin flip. The ansatz for the transmitted wave function is

1 0
II 0 iqz 1 iqz
. (z2) =D chq e’ + F 0 e (4.280)
mc2+E—Vy chg
0 mc2+E—Vy

Dabei ist der Impuls ¢ im Bereich II durch die relativistische Energie-Impuls-
Beziehung gegeben Here the momentum ¢ in region II is given by the relativistic
energy-momentum relation
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chq = \/(E — Vy)? — m2c (4.281)

Die Koeffizienten A, B, C, D, E sind aus der Stetigkeit von ¢ an der Potential-
schwelle zu bestimmen. Aus The continuity of ¢ at z = 0 yields A, B, C, D, E.
From

e (0) + ¢ (0) = ¥i*(0) (4.282)

folgt aus den Komponenten 2 und 4 it follows by considering the bispinor com-
ponents 2 and 4 that

C=FE=0, (4.283)

d.h. es findet keine Spinumkehr statt. Auswertung der Komponente 1 ergibt i.e.,
there is no spin flip. From the first bispinor component we get

A+B=D=4+1=1% (4.284)

und aus der dritten Komponente folgt and the third bispinor component shows
that

(A= B)ghs = Drati, (4.285)
A_{_D q(mc* + E) _ D,
B Bpmc®+E—Vy) B (4.286)
Aus [4.284] und [4.286| ergibt sich from [4.284] and [4.286| one obtains
A A
=1 = (=+1 4.2
. (5 + ) (12587)
A A k+1
(1 — - 1 g
B( K) +r=> =1 x
Mit [4.284] With [L.287]
D B 1—k 2
T, [ 1= 4.288
AT AT TR T (4.288)
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Wahrscheinlichkeitsstromdichte der Dirac-Gleichung gegeben durch Probability
current of Dirac equation given by

J* = cpTy0y%y (4.289)

Damit ergibt sich fiir die z-Komponente In particular for the z component we
obtain

j* = ety (4.290)
Mit With
10 0 O 0O 01 0
01 0 O 0 00 —1
0 _ 3 _
Tl o0 -1 o7 =100 0 (4.291)
00 0 -1 0O 1.0 0
ergibt sich one finds
0 0 1 0O
0 0 0 -1
003 —
A3 = 1 0 0 0 (4.292)
0 -1 0 O
ergibt sich and thus
J* = c(ivs — Y3va + 3 — Vi) (4.293)

D.h. speziell fiir einfallende Losung in I folgt Hence incoming flux in I

j2 = 2¢|A] 2w (4.294)

mc2+FE

und analog fiir reflektierte Welle in I und transmittierte Welle in II and reflected
flux in I as well as transmitted flux in II

jz = —2¢|Bf’ -4 (4.295)
ji = 2¢| D]’ P (4.296)

Damit Reflexionswahrscheinlichkeit Thus reflectance
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L B2 [1-k2
R=i5=qr = 7] (4.297)
und Transmissionswahrscheinlichkeit and transmittance
2
r__ PP am?+E)
= Ui = _ n
AP pme + E Vo) 09 (4.208)
N~ N — J
4 K
(14x)2

Offensichtlich gilt wieder Obviously it holds R+ T =1

Der Impuls hg =

Momentum hq =

Fiir solche Energien fillt die Losung im Bereich IT exponentiell ab. Insbesondere fiir

1/ (E —Vp)? — m2ct ist imaginér fiir |E — V5| < mc?, d.h. fiir
LV(E = Vp)? — m2c* imaginary for |E — Vo| < mc?, ie., for

—mc® +Vy < E <mc*+Vj (4.299)

in region II. The solution for E,V, << mc?

E,Vy << mc? ist die Losung In this case the wave function decays exponentially

schnell abfallend. decaying particularly rapidly.

AN ////

Y (2) ~ eldl ~ gmmez/h (4.300)

V (?) acdaibe
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E’ entspricht in I einem Teilchen mit positiver Energie, Losung mit II mit E’ liegt
im verbotenen Gebiet = exponentieller Abfall der Funktion. Particles in region I
with energy E’ are particles with positive energy. In region II, however, solutions
with E’ are not allowed. Therefore they decay exponentially

Fiir Vo > E +mc?, d.h. fiir geniigend grofe Potentialbarrieren, wird g wieder reell
und man erhélt eine oszillierende durchgehende Welle! If, however, the potential is
sufficiently high, Vi > E + mc?, q is real wave vector and we obtain an oscillating

solution again!

il s4

V, *me®

Q)

Vo

T
= Vo=m
s ¢

\\\\\\\\ S

//) /
// !
£ o

Die Energie E” liegt sowohl links als auch rechts im Gebiet erlaubter Energie =
durchgehende Stromdichte! The energy E”, in contrast, is allowed for both the
regions I and II, therefore transmittance possible!

Untersuchen Reflexionswahrscheinlichkeit Reflectance

:[1—_f<]2
1+k
fiir for Vo > me®? + E
2
ng#]ﬁ%<0:> R > 1!

Kleinsches Paradox Klein Paradox

Fiir for Vy > E + mc? > 2mc?

(4.301)

(4.302)
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e Transmission in klassisch verbotene Region! transmission in classically for-
bidden region!

e R > 1, d.h. mehr Teilchen reflektiert als eingestrahlt! More particles are
reflected than were incident!!

Ursache des paradoxen Verhaltnisses:

Die Dirac-Gleichung ist keine Einteilchengleichung, sondern eine relativistische
Feldgleichung, die auch Teilchen-Antiteilchen-Paarerzeugungen beschreibt.
Experimentell verifizierbar? Elektronen in der Néhe der Fermikante von Graphen
verhalten sich anndhernd wie masselose Dirac-Teilchen. Es gibt experimentelle Be-
mithungen, das zum Nachweis des Kleinschen Paradoxons auszunutzen!

reason for paradoxical behavior:

Dirac equation is not a single-particle equation, but rather a relativistic field equa-
tion that also describes the creation of particle-antiparticle pairs!

4.7 Pauli-Gleichung als nichtrel. Grenzfall der Dirac—Gleichung
Pauli equation, as the non-relativistic limit of the Dirac equation

Starten wieder von der freien Dirac—Gleichung Start again from the Dirac equation
for free particles
(ih* Ok — mc) ¥ = 0. (4.303)

Betrachten aber jetzt das Elektron in einem elektromagnetischen Feld mit dem
Viererpotential However, now we consider the electron as subject to an electroma-
gnetic field described by the 4-potential

A= (¢, —A). (4.304)

AN

skalares
Po-
tential
electric
potential

Vektorpotential magnetic potential

Nach dem Prinzip der minimalen Kopplung (vgl. & ersetzen wir jetzt den
mechanischen Impuls durch den kanonisch konjugierten Impuls, d.h. According
to the principle of minimal coupling (cf. & we replace the mechanical
momentum by the canonical or conjugate momentum, i.e.,

e

und erhalten damit die Dirac-Gleichung fiir ein Teilchen im elektromagnetischen
Feld. and obtain the DE for an electron in the electromagnetic field.

(yk (m Oy — EAk> - mc) b =0 (4.306)
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Multiplikation mit 7" und Beachtung von 7* = fa, fihrt uns wieder auf die
Schrodinger’sche Form By multiplication by 7° and considering that v = Sa,
one obtains a Schrédinger-like equation

oy

ih - = Hi (4.307)

mit where

H=ca (7—16 — E[f) + ep + mc*p.
i c

Betrachten die entsprechende stationédre Gleichung Consider the corresponding

stationary equation X
Hy = E1. (4.308)

Analog zur Diskussion in zerfallt diese in 2 gekoppelte Gleichungen fiir die
Spinoren y und ¢ des Bispinors ¢ = ; . Similarly to the case discussed in

chapter it can be separated in two equations for the spinors y and ¢ of the

X
¥

Einsetzen der expliziten Form der a—Matrizen fiihrt auf Now we use the specific
« matrices and obtain

bispinor ¢ =

& (ﬁ— S/O ¢ +epx = (E—me®) x (4.309)
G (ﬁ— S/T) X + edp = (E +mc?) . (4.310)

Stellen die 2. Gleichung nach ¢ um Solve the second equation for ¢

& (ﬁ— Eff)

= ="’ 4.311
v E—l—ch—eqﬁX ( )

Im nichtrelativistischem Grenzfall gilt In the non-relativistic limit it holds

E ~mc® >> eg (4.312)
daher hence )
o & <ﬁ— E%T) X. (4.313)
2me c

Damit gehen wir in die erste Gleichung ein und erhalten inserting this in the first
equation one finds

(6= 50) (G- )]s on=Emn g

2m c
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unter Ausnutzung von by exploiting
0008 = 1€a8y0y + 0ap (4.315)
erhélt man one obtains
(- 0) () =)~ Lo o

und mit and with

B=VxA (4.317)
ergibt sich that
— *—-A) N EBy = (E—-mP)x | 4.31
5= (F= SA) x+eox — 5 —dBx = (E—mc)x (4:318)

Das ist die im Kapitel aufgestellte Pauli-Gleichung! Insbesondere zeigt sich,
dafs der im Kapitel [3.5] empirisch eingefiihrte Faktor g = 2 zwanglos aus der Dirac—
Gleichung folgt! This, however, corresponds to the Pauli equation empirically deri-
ved in chapter In particular the fact that g = 2 is now automatically obtained.
The Pauli equation is non-relativistic, but it does predict spin. As such, it can be
thought of as occupying the middle ground between the (i) familiar Schrodinger
equation (on a complex scalar wavefunction), which is non-relativistic and does
not predict spin and the (ii) Dirac equation (on a complex four-component spi-
nor), which is fully relativistic (with respect to special relativity) and predicts spin.
Note that because of the properties of the Pauli matrices, if the magnetic vector
potential A is equal to zero, then the equation reduces to the familiar Schréodinger
equation for a particle in a purely electric potential ¢, except that it operates on
a two component spinor. Therefore, we can see that the spin of the particle only
affects its motion in the presence of a magnetic field.
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F

4.8 Zustande positiver und negativer Energie
States with positive and negative energy

Wir haben gesehen, daf jeder quantenmechanische Zustand eines relativistischen
Teilchens nach ebenen Wellen entwickelt werden kann, wobei ebene Wellen so-
wohl positiver als auch negativer Energie beriicksichtigt werden miissen. Fiir
die weiteren Untersuchungen, z.B. bei der Durchfiihrung der Foldy-Wouthuysen-
Transformation ist es zweckmaéssig, iiber einen Operator Z zu verfiigen, der das
Vorzeichen der Energieeigenwerte ebener Wellen bestimmt. So soll bezgl. der aus
den Eigenspinoren gebildeten ebenen Wellen gelten We have seen that the plane-
wave expansion of the wave function of relativistic particles requires plane waves
with positive and negative energy. In the following we will need an operator Z that
determines the sign of the energy eigenvalues of waves. It shall hold

O g GT-XED) — (i) o EF-AE@)) (4.319)

Mit Hilfe des Hamilton-Operators des freien Teilchens konnen wir schreiben Using
the free-particle Hamiltonian we write

5 H o ca};—l—mc,B
Z = |Hf| o Vm2ch 22 (4320)

Der Vorzeichenoperator Z ist wegen H = H* hermitesch und auRerdem wegen
P=l=z=z"'=7"F (4.321)

auch unitér. Wenden wir Z auf eine Eigenlosung 1 der freien Dirac-Gleichung zur
durch £ = AE(p) definierten Energie an, dann erhalten wir wegen H ;g = Evg
7 is hermitian because of Z = Z* and additionally unitary, because it holds
7+ = 7= If one applies Z on an eigenstate g of the free-particle Dirac equation
with E = AE(p) one obtains because of Hpy = By

A %W = Ve = sgn Evp = Mg (4.322)

Mit Hilfe des Operators Z konnen wir Projektionsoperatoren ]5+ und P_ konstru-
ieren, die aus einem beliebigen Zustand alle ebenen Wellen positiver bzw. negativer
Energie herausfiltern. Prinzipiell kann man jeden Bispinor v zerlegen in einen An-
teil (Y, der aus einer Uberlagerung aller ebenen Wellen mit positiver Energie
besteht und einen Betrag (), der aus den Basiszustdnden negativer Energie auf-
gebaut ist. Based on Z prOJectlon operators P+ and P_ can be constructed that
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filter all plane waves of positive and negative energy contained in an arbitrary
state. Every bispinor ¢ can be divided in contribution *) that only contains
plane waves of positive energy and () that consists of negative energy plane
waves.

Y =™ (4.323)

Dann gilt natiirlich Zy™ = ™ und ZAw(j) = —¢() und die gesuchten Projek-

tionsoperatoren lauten Obviously it holds Z(*) = () as well as Zy() = —p(-)
and the projectors are given by

P=i1+2), P.=1i1-2) (4.324)

Tatséchlich erhalten wir mit diesen Projektoren Application of the projectors re-
sults in

(1+2)(™ +90)
(v + ) £ ZpH £ 2¢(—)) (4.325)
(¢(+) + ) £ ) E w,)) = pF)

Py =3
1

)

_ T

1

Wir kénnen jeden Operator bezgl. seiner Wirkung auf die Zusténde positiver und
negativer Energie charakterisieren. Ein gerader Operator [A] erzeugt bei seiner
Anwendung auf einen Zustand positiver Energie ) bzw. auf einen Zustand
negativer Energie ) wieder einen Zustand t) positiver bzw. einen Zustand
1) negativer Energie Any operator can be classified according to his effect on
positive and negative energy states. The application of even operators [A] on
positive/negative energy states ¢(*) /(=) lead to positive/negative energy states

1/}(+)/1[,(—)
[A]p) = ) | [A]p) = 40 (4.326)

Ein ungerader Operator {A} bildet dagegen Zusténde, die aus Eigenzusténden
positiver Energie aufgebaut sind, auf solche Zustande ab, die nur aus Eigenzustén-
den negativer Energie bestehen und umgekehrt, also Odd operators, in contrast,
transform positive energy states in negative energy states, and vice versa

{A® =4 und {A}O =@ (4.327)

Jeder Operator A kann in einen geraden und einen ungeraden Operator zerlegt
werden. Man findet Any operator A can be decomposed in an even and an odd
operator. One finds
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[A] = YA+ ZAZ) und {A} = L(A - ZAZ) (4.328)

woraus sich sofort A = [/1] +{A} ergibt. Zum Beweis von [4.328 wenden wir [/1} auf
einen Zustand &) an und erhalten Which results immediately in A = [121} +{A}.

In order to prove [4.328 we apply [121] on ¥*) and obtain

~ A A A

[Aly®) = L(Ap® + ZAZyH)) = %(/w(i) + Z/w(i)) =11+ Z)AypE)

(4.329)
woraus sich mit ergibt in combination with one obtains
[A]p® = Py Ap® = JE), (4.330)

Der links von A stehende Projektionsoperator Py sorgt jetzt dafiir, dak unabhéngig
von der durch A vermittelten Abbildung im Endergebnis nur Zusténde positiver
oder negativer Energie verbleiben. The operator P, on the lhs of A ensures results
of purely positive or negative energies.

Im Fall des freien Teilchens kommutieren Hamilton-Operator und Impulsoperator
wegen mit dem Vorzeichenoperator. Wegen und Z? = 1 sind daher
diese beiden Operatoren gerade, denn The Hamiltonian for free particles and the
momentum operator commute with the sign operator, because of [£.322] Since [1.328]
and Z2 = 1, these two operators are even, since

(] = S+ Z207) = S(F + 228) = . (4.331)
Das hat insbesondere zur Folge, daf der Quantenzustand eines freien Teilchens,
der ausschlieklich aus ebenen Wellen positiver (oder negativer) Energien zusam-
mengesetzt ist, auch in Zukunft nur aus positiven (oder negativen) Basiszustdnden
zusammengesetzt bleibt. Mit anderen Worten, die zeitliche Evolution eines freien
Teilchens fiihrt nicht zur Mischung von Zusténden positiver und negativer Ener-
gien. Im Gegensatz dazu ist der Ortsoperator ein gemischter Operator. Aus den
Vertauschungsrelationen fiir Orts- und Impulsoperator lafst sich ableiten Therefore
the time evolution of a free particle with either positive or negative energy states
does not lead to the mixing of states with positive and negative energies. This con-
trasts with the position operator. From the commutator relation between position
and momentum operator one obtains

[#,2] = inZ. (4.332)
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wobel where

82 _ cd HfCQI% _ ca 2Pz
o = Tiy] " G g T (4.853)
das heifst i.e.
17 — 71 = ihc(ﬁ - %) (4.334)

Durch Multiplikation mit Z von rechts erhalten wir hieraus unter Beachtung von
Z? = 1 den ungeraden Anteils des Ortsoperators Multiplying from the left with Z
and remembering that Z2? = 1 one obtains for the odd contribution to the position
operator

(3} = LT — 282) = the (8L _ ), (4.335)

[,

Da dieser Anteil nicht verschwindet, aber auch nicht mit i iibereinstimmt, ist der
Ortsoperator weder gerade noch ungerade. This contribution does neither vanish,
nor is it identical with . Therefore the position operator is neither even nor odd.

4.9 Foldy-Wouthuysen-Transformation
Foldy-Wouthuysen Transformation

Die im Kapitel [4.7] dargestellte Ableitung der Pauli-Gleichung aus der Dirac-
Gleichung ist ein wichtiges Indiz fiir die Bestatigung der grundlegenden Bedeutung
dieser quantenmechanischen Evolutionsgleichung. Allerdings hat das obige Verfah-
ren den Nachteil, dafs es nur fiir stationdre Losungen und damit zeitunabhéngige
elektromagnetische Felder funktioniert. Es wére interessant zu erfahren, wie die
Pauli-Gleichung aussehen wiirde, wenn man diese Zeitabhéngigkeiten beriicksich-
tigt. Wir werden sehen, daf man eine solche Darstellung in Form einer Reihenent-
wicklung bekommen kann, die in den niedrigsten Ordnungen die Pauli-Gleichung,
in hoheren Ordnungen aber auch relativistische Korrekturen liefert, die experimen-
tell iiberpriifbar sind und deshalb wesentlich zur Bestétigung der Dirac-Gleichung
beitrugen. Im folgenden werden wir ein systematisches Verfahren behandeln, um
den bei positiven Energien relativ kleinen unteren Spinor ¢ des Bispinors ¢ aus der
Dirac-Gleichung zu eliminieren. Das Verfahren ist eine storungstheoretische Vari-
ante der im Kapitel besprochenen Methode der kanonischen Transformation.
In chapter 4.7 we derived the Pauli equation from the Dirac equation starting from
the assumption of free particles and for the stationary case. Now it would be inte-
resting to know what the Pauli equation looks like for time dependent fields. Below
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it will be shown how a series expansion yields in low order the Pauli equation, and
relativistic corrections in the higher-order terms. Thereby we systematically elimi-
nate the (for positive energies small) lower spinor ¢ of the bispinors ¢ resulting
from the Dirac equation, using canonical transformation as introduced in chapter

inl

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist die Dirac-Gleichung im elektromagne-
tischen Feld in der Schrodinger’schen Form Thereby the Schrodinger-like
representation of the Dirac equation for an particle in an electromagnetic
field serves as starting point.

ih% = Hy | H=ca(p—¢A) + e +mc*p (4.336)

Wiirden wir die Terme mit den nichtdiagonalen Matrizen c, nicht berticksich-
tigen, dann wéren die beiden Zweierspinoren x und ¢ des Bispinors ¢ in der
Dirac-Gleichung bereits entkoppelt und wir hétten eine Evolutionsgleichung fiir x
gewonnen. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafs die beiden Zweierspinoren
durch die Matrizen «, nicht aber durch 3, gemischt werden. Das Ziel der folgenden
Uberlegungen und Rechnungen wird es sein, die mischenden Operatoren mit einer
kanonischen Transformation aus der Dirac-Gleichungn zu eliminieren. If there we-
re no non-diagonal matrizes «a,, the spinors x and ¢ of the bispinor 1) would not
couple and we had an equation of motion for y. The matrix § does not mix the
components. The aim of the following transformations consists in eliminating the
operators that mix the components.

Im Prinzip spielt die Matrix § eine dhnliche Rolle wie der Vorzeichenoperator.
Wiéhrend Z die Basiszustdnde der ebenen Wellenlosungen bezgl. des Vorzeichens
der Energie unterscheidet, kennzeichnet 5 die oberen und unteren Bispinorkom-
ponenten The matrix  discriminates between the upper and the lower spinors,

similarly as Z does
(6)-(0)-2(2) - ) a5

Man kann auf diese Weise analog zum obigen Vorgehen Projektoren formulieren,
die entweder die obere oder die untere Spinorkomponente aus einem Bispinor her-
ausfiltern, Similarly to the procedure used above one may construct projectors
that filter the upper or the lower spinor from the bispinor

B.=1(ixp). B. (j;) _ (g) B (3;) _ (g) (4.338)
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Auferdem konnen wir wieder jeden Operator A in einen geraden Anteil [121] und
einen ungeraden Anteil {A} zerlegen, die jetzt aber bezgl. der Matrix § gebildet
werden Also, any operator A can be decomposed in an even contribution [121} and

an odd contribution {A}, using the 8 matrix

~

[A] = S (A +8AB), {A} = (A~ pAp) (4.339)

N | —
DN | —

Man iiberzeugt sich leicht davon, daf (§ ein gerader Operator mit [5] = [ ist,
wihrend die Matrizen «,, ungerade (mischende) Operatoren sind, d.h. {a,} = a,
gilt. Using the commutator relations for the a and [ matrizes it is easily shown
that (3 is an even operator [§] =  and «, is an odd operator, i.e. {a,} = .

Konzept der Foldy-Wouthuysen-Transformation, concept behind the
Foldy-Wouthuysen Transformation

Das Ziel dieser Transformation ist wie oben bereits erwéhnt, alle mischenden - al-
so ungeraden - Beitrage aus dem Hamilton-Operator zu eliminieren. Obwohl man
zeigen kann, dafs eine solche Transformation existieren mufl, wird uns deren ex-
plizite Bestimmung im allgemeinen Fall beliebiger elektromagnetischer Felder nur
storungstheoretisch gelingen. Die Grundidee besteht in der Einfithrung einer uni-
taren Transformation des Zustands wie in Kapitel [I.1] diskutiert Our aim consists
in eliminating all mixing, i.e., odd contributions of the Hamiltonian. While it can
be shown that this is possible in principle, in the the general case we only be able
to do it perturbatively. Thereby we start by performing a unitary transformation
of the state as discussed in chapter|1.1

= =S = e Sy (4.340)

mit dem hermiteschen und evtl. zeitabhéngigen Operator S. Diese Transformati-
on dndert natiirlich nicht die physikalische Bedeutung des quantenmechanischen
Zustands. Setzen wir diese Transformation in die Dirac-Gleichung ein, dann
gelangen wir zu using the hermitian and possibly time-dependent operator S. This
transformation does not modify the physics of the state. Applying the transforma-
tion to the state obeying the Dirac equation [4.336| results in

0

iha(e_igd/) — He Sy (4.341)
und damit and thus
L0 1 .48 ({7, —iS Aae—ié’ I Tyl
Zha%ﬁ = [e"(He ™ —ih 5 ' =H"Y. (4.342)
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Um das oben formulierte Ziel zu erreichen, miissen wir einen Operator S finden, der
die transformierte Dirac-Gleichung so gestaltet, dakt H’ keine mischenden Terme
mehr enthélt. Dann sind die beiden Spinoren des Bispinors v’ entkoppelt und
wir konnen aus der transformierten Dirac-Gleichung sofort die gesuchte Pauli-
Gleichung ablesen. In other words, what we need to do is to find such a S that H’
does not contain any mixing term anymore. Then the two spinors of the bispinor
1" are decoupled and we have reached the Pauli equation we are looking for.

Foldy-Wouthuysen-Transformation fiir freie Teilchen Foldy-
Wouthuysen Transformation for free particles

Um ein gewisses Gefiihl fiir die zu erwartenden Ergebnisse zu erhalten, wollen wir
im Vorfeld die oben besprochene Transformation auf die Dirac-Gleichung eines
freien Teilchens anwenden. In diesem Falle ist sogar eine exakte Elimination aller
mischenden Terme moglich. Fiir S wéhlen wir den Ansatz In order to get some
feeling for what needs to be done we start by transforming the Dirac equation for
free particles. In this case even an exact solution is possible. We start be using the
ansatz

S=—iLj=_igLj (4.343)
P P

mit dem noch unbekannten Operator 6. Wir nehmen hier die Einfachheit halber
an, dafs 6 sowohl mit den Matrizen a, und B als auch mit dem Impulsopera-
tor ﬁ kommutiert und auferdem auch noch zeitunabhéngig ist. Um die explizite
Struktur von exp{ig } zu bekommen, entwickeln wir den Exponentialoperator in
eine Potenzreihe nach 6. Wegen der vorausgesetzten Vertauschbarkeit erhalten wir
where the 6 operator is yet unknown. We assume that 6 is time-independent and
commutes with the o, and § matrixes as well as with ﬁ In order to determine
emp{ig } we expand it into a power series using the commutator relations required
above

. o'} 1 -5 o~
¢S =3 m(ﬁgp) o (4.344)
n=0 V%

Die Auswertung erfordert die Kenntnis von Potenzen von S. Fiir S erhalten wir
unter der Beachtung der Antikommunikationsrelationen fiir o und S-Matrizen The
evaluation requires knowledge of the S™. The anticommutator relations for the a
and [ matrizes yield for S*
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Damit sind auch alle hoheren Potenzen bekannt Thus also the higher terms are
known

(if)%Z(—l)"f, (‘ﬁﬂ)%+1 (—1)"(%ar) (4.346)

P ||

und wir bekommen fiir den Exponentialoperator exp{ig} and we obtain for

exp{iS}

R > é?n ﬁ—’]%‘ an o é2n+1 5—‘2%' ol
e’ = - - (4.347)
pRatie: ol s

N~ (ZD" G (BED (=D" zonn1
_ g f2n nt 4.348
nzg(zn)! +(5>Z(2n+1)' (4.348)
— Tcosf+ ﬂ?&p sin 0 (4.349)

P

Mit der Kenntnis von ezp{iS} kénnen wir jetzt den Hamilton-Operator des freien
Teilchens H = caﬁ+mc2 £ auf H entsprechendabbilden. Beachtet man, dafs
S zeitunabhéngig ist, dann erhélt man Knowledge of exp{ig } allows for calculating
H' from H ;= caﬁ +mc?f according to Eq. . Since S is stationary, we obtain
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~ ~
— — — —

H = [Icosf+ pa Ap sin 0][cap + mc? ][I cos 6 — Bij sind]  (4.350)
7 7
= ccos 9&5 csin 9(6 p) ﬁﬁ(ﬁ p)

™
SESE
N—
=
—~
™
Q1
gl
SN—

—mc?*Bsin cos 9 -
p

-

Mit Hilfe der Antikommunikationsrelationen fiir o und (-Matrizen sowie der Be-
ziehung [£.345] konnen wir die einzelnen Summanden noch vereinfachen. So finden
wir Using the anticommutator relations for the o and [ matrizes as well as Eq.
we can simplify the terms

(EPar(ig) = - () sar(ie) = ~an(i3)’ = a5 (4351

E 7|

l

und and

075(%) - (%) i = 26p(53F) = 2|p ﬁ(%{)2 = —2|j| 8 (4.352)
sowie as well as
Bapy g(83F) _ _3(Bap)? _
( B )5( B ) =—6( E ) =8 (4.353)
und and
5(%) (7 E )8 =26(% |a, ") = 210;?‘ (4.354)

Setzen wir die obigen Ausdriicke in [£.350] ein, dann erhalten wir den transformier-
ten Hamilton-Operator using the above expression in [£.350] we obtain
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H' = cos 29004]0 + sin 2906 ’ﬁ‘ + cos 29mc25 — sin 20m* %

P

E (4.355)
= cap(cos 20 — | | sin 20) + mczﬁ(cos 20 + - sin 29)

Auch in diesem Hamilton-Operator treten noch mischende Terme auf. Wir kénnen
jetzt aber 6 so wahlen, daf diese Terme verschwinden. Dazu muf die Bedingung
This Hamiltonian still contains mixing terms. However, we can choose 6 in such a
way that these terms disappear. We require that

>

tan 20 = [ (4.356)

mc

erfiillt sein. Aus dieser Beziehung kénnen wir jetzt sofort die Groken cos 26 und
sin 20 bestimmen. Wir erhalten This determines cos 20 and sin 26

2 ) —
cos26 = \/1+tan \/m202+|p (4.357)

und and

1 Qé — tan 20 ‘P’
. \/1+tan2 20 \/m262+|p‘ (4.358)

Damit wird nun Thus

o m202+|ﬁ|2 o4 2|3

Der Hamilton-Operator H’ enthalt jetzt keine mischenden Terme mehr und zer-
fallt wegen der Diagonalstruktur von f in zwei Komponenten, von denen die eine
Teilchen mit positiver, die andere Teilchen mit negativer Energie beschreibt. The
Hamiltonian H’ indeed contains no terms anymore that mix components of positi-
ve and negative energy. Rather, is has a diagonal structure and describes particles
with positive and negative energy, respectively, separately.

Foldy-Wouthuysen-Transformation fiir Teilchen im elektromagnetischen
Feld Foldy-Wouthuysen Transformation for particles in electromagnetic

fields

Wir wollen uns jetzt wieder dem eigentlichen Problem, ndmlich der Bestimmung
des Operators S fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld, zuwenden. Dazu
schreiben wir den Hamilton-Operator als Now we are mentally prepared to
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address the actual problem, namely the determination of the operator S in case of
a particle that is exposed to electromagnetic fields. We start from the Hamiltonian

as given in Eq. [£.330]

H=mcB + ed + caf p— —g) mc?B+ &+ O (4.360)

mit dem beziiglich § geraden, also nicht mischenden Operator where £ is even
with respect to f3, i.e., it does not mix

E = ep, wobei where € = Ef (4.361)

und dem ungeraden, also mischenden Operator and the odd, i.e., mixing operator
O = ci(j— SA), wobei where SO = —0p (4.362)
c

Der transformierte Operator H , siehe [4.342| the transformed H’ from Eq. 4.342

A = o8¢5 _ o8ip 2 ois (4.363)

ot
setzt sich aus zwei Summanden zusammen, die wir durch eine Reihenentwick-
lung nach S darstellen. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daf die Taylor-
Entwicklung der beiden Exponentialterme, die anschliefsende Ausmultiplikation
und geschickte Zusammenfassung der Terme gleicher Ordnung in S auf consists

of two terms, which may represented by a series expansion in S. Rearrangement
leads to (Baker-Hausdorff identity)

— <15, (8,18, H]J] + 515, [S, [, S, H)lj| +

(4.364)

fithrt (Baker-Hausdorff-Identitét). Ahnlich geht man bei der Darstellung des zwei-
ten Summanden vor. Zuerst entwickelt man die Exponentialfaktoren in eine Reihe,
dann fiihrt man die Differentation nach der Zeit aus und schliefslich fakt man die
Terme gleicher Ordnung zusammen. Auf diese Weise gelangt man zu Similarly the
second term can be written as

A a .4 . A A 1
e He™ = H+i[S, H] — +o1

19,19, S]] + ... (4.365)
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Setzen wir diese Ausdriicke in H' ein, nimmt der tranformierte Hamilton-Operator
bis zur dritten Ordnung in S folgende Gestalt an Using these expressions in H' we
obtain the transformed Hamiltonian up to third order as

A

Il (4.366)
h
2

- <[8,18,15,
o
2

(@) |

[S,[S,[5,[S, H]]]] — hS [S,S]+ =[5, [S, S]] +

Wir wollen jetzt das eigentliche Verfahren diskutieren. Im Gegensatz zum freien
Teilchen lafst sich die kanonische Transformation fiir ein Teilchen im elektroma-
gnetischen Feld nicht mehr exakt angeben, sondern muf iterativ bestimmt werden.
Um eine Vorstellung von der Struktur von S zu erhalten, verwenden wir von
zunéchst nur die ersten beiden Terme und setzen fiir H die formale Darstellung
von ein The transformation for particles in electromagnetic fields has to be
done iteratively. We start be using the first two terms of and use for H the
formal representation given in [4.360

H ~mB+E+0+i[S,m8+E+ O (4.367)

Wir wollen jetzt die ungeraden Terme aus dem Hamilton-Operator eliminieren.
Deshalb legen wir jetzt S so fest, daRk der Kommutator [S,mc?3] zunichst den
ungeraden Operator O in H kompensiert, also We want to eliminate the odd
terms of the Hamiltonian. To begin with, we choose S in such a way that the
commutator [S, mc?3] compensates the odd operator O in H, thus

O +i[S,mc*B] =0 (4.368)

gilt. Da O bezgl. 8 ungerade ist, gilt O = — 0. Dieses Verhalten legt den Ansatz
S = afO mit dem noch freien Parameter a nahe. Setzen wir diese Vermutung oben
ein, erhalten wir eine einfache algebraische Gleichung Since O is odd with respect
to (4, i.e., O = —p0O, we choose the Ansatz S = afO with a as free parameter
and obtain indeed an algebraic equation

= [aBO, mc*f] = amc*(BOP — f20) = —2amc* 20 = —2amc*O  (4.369)

aus der wir sofort a = —i/(2mc?) bestimmen koénnen. Damit ist dann That imme-
diately yields a = —i/(2mc?), thus
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?

S=-

o2 £O (4.370)
Offenbar gibt es im Hamilton-Operator Terme der Ordnung m und der Ord-
nung m°. Nach der Transformation mit dem eben bestimmten S sind zwar in H’
nicht alle ungeraden Terme eliminiert, aber alle verbleibenden ungeraden Gro-
fen sind jetzt mindestens von der Ordnung m~—!. Neben den ungeraden Beitrigen
treten natiirlich auch neue gerade Ausdriicke von der Ordnung m™! auf, die wir
zusammen in einem neuen geraden Operator £’ vereinigen konnen. Wir erhalten
somit einen transformierten Hamilton-Operator H', der wieder die gleiche Struk-
tur wie der urspriingliche Hamilton-Operator H aufweist The Hamiltonian
contains terms of order m and order m?. After the transformation using the S
determined above, not all odd terms in H’ are eliminated, but the remaining odd
terms are of order m~'. In addition new even terms of the order m~! appear,
which can be collected in a new even operator £’. Thus we obtain a transfor-
med Hamiltonian H’ that can be written in the same structure as the original H
operator

Hx~mdlp+E+0. (4.371)

Im Unterschied zu O in H ist jetzt aber @' in H' von der Ordnung m~!. Die
konkrete Struktur von O spielte bei diesem Vorgehen iiberhaupt keine Rolle. Wir
konnen deshalb mit O’ entsprechend einen neuen Operator S bilden @’ in
H' is of the order m™!, in contrast to @ in H. The precise structure of O is not
important for this procedure. Using O in yields a new operator S

BO’ (4.372)

der jetzt von der Ordnung m =2 ist und mit diesem aus H’ einen neuen Hamilton-

Operator H” erzeugen, der jetzt nur noch ungerade Terme der Ordnung m~2 be-
sitzt. Die Fortsetzung dieses Verfahrens liefert uns eine unendliche Folge von uni-
tdaren Transformationen, die zu einer sukzessiven Reduktion der ungeraden Bei-
trage fiihrt. Mit der inversen Masse — oder genauer der zugehorigen inversen Ru-
heenergie 1/(mc?) — haben wir somit auch den kleinen Parameter einer stérungs-
theoretischen Entwicklung gefunden. of the order m~2 that transforms H' into a
new Hamiltonian H”, that only contains odd terms of order m 2. The continua-
tion of this procedure leads to an infinite number of unitary transformations that
successively reduce the odd terms. The inverse mass m~! — or more precisely the
inverse rest energy 1/(mc?) — is the order parameter of this perturbation series.

117



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

Allerdings erfordert eine auch fiir héhere Ordnungen konsistente Transformation
die Berticksichtung der allgemeinen Transformationsformel in die auch zeit-

liche Ableitungen S eingehen. Mit drei Transformationsschritten gelangt man zum
transformierten Hamilton-Operator In order of the transformation to be consistent
for higher orders, one needs to consider the general transformation where al-

so time derivatives S enter. We three transfmormation steps one arrives eventually
at the Hamiltonian

vh .
—10.0]

(4.373)

) +E - —0,0,€] -

N 1
_ 2 2
H" = B(mc*B + @) A

2mc? 8m3ch

Wobei Where £ = e¢ und and O = ca ﬁ— —/D

Auswertung des transformierten Operators Evaluation of the transfor-
med Hamiltonian

Wenn man den transformierten Hamilton-Operators explizit als Funktion der elek-
tromagnetischen Felder darstellt, ergibt sich O’ If the transformed Hamiltonian is
written in dependence on the electromagnetic fields one obtains

~ —, ~

(p—£A)

a" = B{mc*+ _ 7 b+ e — G E}  (4.374)
2m m3c2 8m2c?
ieh = = I A€ e 5o
—2{4m202v XE+ 5B x (p— Eﬁ)} - —pB¥E

Dabei ist & = (f)l, S, 23) der auf vier Dimensionen verallgemeinerte Spinoperator

mit Here & = (f]l, S, 23) is four-dimensional generalization of the spin operator
with

A h(6, 0
X, = B) (O &#> . (4.375)
Unter Auswertung dieses Spinoperators zerfillt die zugehorige quantenmechani-
sche Evolutionsgleichung fiir den Bispinor v jetzt in zwei separate Gleichungen fiir
den oberen und unteren Spinor. Fiir den oberen Spinor erhalten wir eine Gleichung
vom Typ Using the spin operator above the equation for the bispinor ¢ decouples
into two separate equations for the upper and the lower spinor. For the upper
spinor we obtain
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ihZx = Hx (4.376)

mit dem Hamilton-Operator with the Hamiltonian

S, (A2 eh? o o
~ ieh? = -, chE A€ eh

—0d— — p— —A —B
0{8m2c2 % 4m?2c? (p c ﬂ) + 2me

Es handelt sich hierbei wieder um die Pauli-Gleichung, die aber im Gegensatz zu
der Version bzw. noch einige relativistische Korrekturen erhélt. Again,
we arrived at the Pauli equation! In contrast to the versions and [4.318] re-
spectively, however, some additional relativistic corrections show up.

Die Grofenordung der relativistischen Korrekturen wird an der berechneten Band-
struktur einer Bi(111)-Doppellage deutlich. The influence of the relativistic cor-
rections on the electron energies in a Bi(111) bilayer is shown below.

2

== scalar-rel.
— full-rel.
— Z0ra
— Pauli

.

E[eV]

[U. Gerstmann, N.J. Vollmers, A. Liicke, M. Babilon W.G. Schmidt
Phys. Rev. B 89, 165431 (2014)]
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Physikalische Bedeutung Interpretation

Wir wollen jetzt kurz die Bedeutung der einzelnen Terme dieser Wellengleichung
diskutieren. Der erste Klammerausdruck ist bezgl. seiner Wirkung auf einen Spinor
diagonal. Vernachléssigt man die Spineigenschaften des Teilchens und damit den
zweiten, an die Pauli’schen Spinmatrizen koppelnden Term, dann kénnte man
den Hamilton-Operator auch eine gewthnliche Schrodinger-Gleichung mit einer
skalaren Wellenfunktion zuordnen. Die ersten drei Summanden dieses Diagonal-
termes sind als Entwicklung der Potenzen von (mc?)~! zu verstehen. Die hierdurch
prisentierten Oberservablen haben ein klassisches Analogon, so daf ihnen entspre-
chend den Jordan “schen Regeln quantenmechanische Operatoren zugeordnet wer-
den kénnen. Der Ruhemasseterm mc? kann durch einen geeigneten Phasenfaktor
der Wellenfunktion — ndmlich durch ¢ — 1 exp{—imc®t/h} — eliminiert werden,
ohne dafs der physikalische Inhalt der Wellengleichung oder des quantenmechani-
schen Zustands gedndert wird. Zusammen mit dem elektrostatischen Potential e¢
entspricht der zweite Summand des Diagonalterms der Quantisierung der klassi-
schen Hamilton-Funktion eines geladenen Partikels. Wir haben z.B. den norma-
len Zeeman-Effekt, der sich aus der diesen Termen entsprechenden Schrodinger-
Gleichung ableiten 1afst, im Abschnitt [2| der Vorlesung besprochen. Beim dritten
und fiinften Summanden des Diagonaltermes handelt es sich um relativistische
Korrekturen, wobei der letztere auch als Darwin-Term bezeichnet wird. Dieser
Term hangt mit der sogenannten Zitterbewegung des quantenmechanischen Teil-
chens zusammen, die ausfiihrlicher im néchsten Abschnitt besprochen wird. Der
zweite Klammerausdruck im Hamilton-Operator beriicksichtigt die Spineigenschaf-
ten des Partikels. Dabei entspricht der letzte Summand der magnetischen Dipol-
wechselwirkung, alle anderen Beitrége lassen sich zur Spin-Bahn-Wechselwirkung
zusammenfassen. Beide Beitrige ergeben sich direkt aus der Dirac-Gleichung! Die
Struktur der Spin-Bahn-Wechselwirkung hangt natiirlich von dem jeweiligen elek-
tromagnetischen Feld ab. Fiir die Bewegung in einem zentralsymmetrischen elek-
trostatischen Feld haben wir eine besonders einfache Situation vorliegen. Mit A = 0
und ¢ = ¢(r) bekommen wir The first term in curled brackets above is diago-
nal, i.e., can be assigned to a Schrodinger equation that acts on a scalar wave
function. Thereby the first term can be eliminated by a suitable phase factor
(¢ — 1 exp{—imc*t/h}), the second term is derived from the classical Hamilton
function of a charged particle and gives rise, e.g. to the nnormalSZeeman effect as
discussed in chapter 2] The third and fith term are relativistic corrections, there-
by the latter is the so-called Darwin term that is related to the zitterbewegung
which we will discuss in the next section. The second term in curled brackets takes
care of the spin properties. Thereby the last term describes the interaction with
the magnetic field, whereas the other terms describe the spin-orbit interaction. It
depends on the specific electromagnetic field. If we assume the case of a field that
is symmetrical around its centre with A = 0 and ¢ = ¢(r) we obtain
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E=-Vé¢=%"und VxE=0 (4.378)

r

und somit vereinfacht sich die Spin-Bahn-Wechselwirkung and the spin-orbit In-
teraction

f{so =0 83‘22?:26 X E + %E} X p — —1@)} (4379)
zu simplifies to
Hyo = 58z (520 (F % D) (4.380)

Beachtet man noch den Drehimpulsoperator L =Fx ]%’ und den Spinoperator
S = (h/ 2)0 dann erhalten wir dle bereits bekannte Spin-Bahn-Wechselwirkung

Considering that [ =x 7 and S (h/2)& one obtains the well-known expression

1R

Ha = 5521(2)5 (4.381)

2m2c2 r

h

4.10 Der Rashba-Effekt
Rashba effect

Als Rashba-Effekt bezeichnet man die Kopplung des Elektronenspins an die orbita-
le Bewegung des Elektrons fiir den Fall, dafs eine Inversions-Asymmetrie der Struk-
tur des Systems vorliegt, genauer: daf das Potential, welches das Elektronen-Gas
auf zwei Dimensionen (hier x-y-Ebene) einschliefit, asymmetrisch ist. Es handelt
sich dabei um eine Spin-Bahn-Kopplung, deren Beltrag zur Elektronenenergie pro-
portional ist zum Spatprodukt aus dem elektrischen Feld E am Ort des Elektrons,
dessen Impuls p, und dessen Spin &.

The Rashba effect, or Rashba-Dresselhaus effect, is a momentum-dependent split-
ting of spin bands in the two-dimensional electron gas (in the following the x-y
plane) resulting from the combined effect of atomic spin-orbit coupling and asym-
metry of the potential in the direction perpendicular to the two-dimensional plane.

Um uns diesen Effekt zu verdeutlichen starten wir zunédchst mit den Foldy-
Wouthuysen transformierten Dirac-Hamiltonoperator [£.377] Start with the Hamil-
tonian L3717
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H = I{mc c L - —V-E 4.382
{mc + 2m 8m3c? +ed 877120ZV } ( )
~ . ieh? = -, ehE A€ eh =
—0{——VXxE+— Ty ——B
U{8m202 X Bt 4m?2c? x (p c H) + 2me }

den wir abriisten zunéchst durch die Abwesenheit magnetischer Felder, d.h. that
we simplify by considering the case that no magnetic fields are present, i.e.,
B=0,A=0,Vx E=0.

Weiterhin vernachléssigen wir die skalarrelativistischen Korrekturen der kineti-
schen Energie und den Darwinterms. Der Ruhemassenterm lafst sich wegrenorma-
lisieren. Damit erhalten wir folgenden Modell-Hamiltonoperator Furthermore we
neglect scalar-relativistic corrections and obtain the following Hamiltonian

ehE

s X (4.383)

B )
H=I1I{—+¢ep; -7
{Zm + gb}
Im weiteren nehmen wir an, daft das skalare Potential ¢ eine Variation senkrecht
zur Bewegungsrichtung der Elektronen im 2DEG hat. Das ist typischerweise der
Fall fiir Elektronen in Halbleiterheterostrukturen If two different materials in a
heterostructure are combined one observes often a spatial variation of the band
edges that realises a textbook example of a 2D quantum well. The spatial asym-
metry of the band edges mimics electric field along z, i.e., perpendicular to the

electron movement in the x-y plane
Ee
2D
bound state

Ev =

r

InGaAs
+++++++++

InAlAs
InAlAs

|

oder an Oberflichen von Festkorpern entlang der Oberflichennormalen. Dieses
Potential gebe Anlaf zu einem elektrischen Feld £ = (0,0, £,). Damit wird der
Potentialterm e¢ im diagonalen Teil des Hamiltonoperators fiir ein 2DEG in x-
y-Ebene zu einer (im folgenden auf Null gesetzten) Konstanten, so daf sich der
Hamiltonoperator Also the structural inversion asymmetry due to a surface results
in an electric field along the surface normal, i.e, along the z direction. The thus
resulting electric field £ = (0,0, E,) renders the e¢ term in the diagonal part of
the Hamiltonian to be a constant for a two-dimensional electron gas in the x-y
plane. Assuming this constant to be zero results the Hamiltonian
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2
i [_ B ehE, - B
2m 4m202

(€ % P) (4.384)

ergibt. Bei Emfuhrung einer effektiven Spin-Bahn- Kopplungsstarke a und der Sub-
stitution p = —ihV erhilt man Substituting p’ p = —ihV and introducing an effective
spin-orbit coupling strength « leads to

2 92 2
i he 0 6’ 8A8

Py~ i) (4.385)

Unter expliziter Einsetzung der Pauli’schen Spinmatrizen exploiting the explicit
form of the Pauli spin matrices

. 01 . 0 —
Oy = (1 O) , Gy = (z O) (4.386)

erhélt man den 2x2 Hamiltonoperator one obtains the 2x2 Hamiltonian

o 2 (8i2+§y2) ha(i2 — 2) A
o h2 8% 82 . ( 387)
hOé( +3)  —alaez T 52)

Fiir die Ortsabhéngigkeit eines in 2 Dimensionen freien Elektrongases machen
wir folgenden Spinor-Ansatz The following spinor ansatz is made for the spatial
dependence of the electrons free in two dimensions

P(x,y) = e'herthuy) (al) (4.388)

a2

und erhalten die erlaubten Energieeigenwerte aus der Losung der Sékulargleichung
The allowed energies follow from the secular equation

det (H — EI) = 0, (4.389)

d.h.,
P2+k)—E  —ha(k, +ik,)

=0. 4.390
—ha(k, —ik,) (k2 +k2) — E‘ (4.390)

Offensichtlich ist die Energie gegeben durch Obviously one obtains

h2 2 2 / 2 2
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d.h. es kommt zu einer charakteristischen Aufspaltung der parabolischen Dispersi-
on freier Elektronen fiir die beiden Spinkomponenten, dem sogenannten ,Rashba-
Splitting “. i.e., a momentum-dependent spin splitting is observed, the so-called
Rashba splitting

E(k) 1 ky

Kx

Bemerkungen Remarks

(i) Der Rashba-Effekt ist eng verwandt mit dem Zeeman-Effekt. Im Magnetfeld
spalten die Spinzustidnde infolge des Zeeman-Terms The Rashba effect is closely
related to the Zeeman effect. The latter describes the energy splitting between the
two spin states in a magnetic field due to the Zeeman term

H,~é&-B (4.392)

auf. Das im elektrischen Feld mit der Geschwindigkeit v bewegte Elektron nimmt
das E-Feld des Laborsystems als B-Feld im eigenen Ruhesystem war The electric
field, however, affects spin state of moving electrons. This is a relativistic effect:
The electric field in lab frame causes a magnetic field in rest frame of the moving
electron

B= C—lzﬁ X 7. (4.393)
E E B=LExV
e A#
laboratory frame electron rest frame

Damit wird aus dem Zeeman-Term des Hamilton-Operators der oben diskutierte
Rashba-Term! The Rashba effect is thus the "Zeeman effect” of electrons moving
in an electric field!

Hy~G-B— Hp~a-(E xp) (4.394)
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(ii) Der Rashba-Hamilton-Operator The Rasha Hamiltonian

- L .0 0
Hp = ma(%a_y - ayg) (4.395)

fithrt zu einer E—Feld—abhéngigen Rotation des Elektronenspins — wird im spin-
FET ausgenutzt leads to a spin precession that is exploited in the spinFET

i

2D electron system Ferromagnet

Ferromagnet

0 O

V,

IIOFFII

-y

Ferromagnet 2D electron system Ferromagnet

sd
Ve
[ —

0 O

Vad

(iii) An Oberflachen kann es inbesondere dann zu starken Rashba-Aufspaltungen
kommen, wenn elektronische Zusténde von Adsorbatatomen im Bereich des Poten-
tialgradienten beim Ubergang des Volumenpotentials zum Vakuumniveau liegen,
z.B. bei atomaren In-Dréhten einer Si(111)-Oberflache, siche Strong Rashba split-
tings may be observed on surfaces when adsorbate electron states are esposed to
strong electric fields due to the transition from the bulk to the vacuum region, as
observed fior example for In nanowires self-assembled on the Si(111) surface U.
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Gerstmann, N.J. Vollmers, A. Liicke, M. Babilon W.G. Schmidt Rashba splitting
and relativistic energy shifts in In/Si(111) nanowires, Phys. Rev. B 89, 165431
(2014).

4.11 Die Zitterbewegung des Elektrons
Zitterbewegung of electrons

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist der Geschwindigkeitsoperator di-
rekt mit dem Impulsoperator verbunden. Man kann diesen Zusammenhang am ein-
fachsten durch die Bewegungsgleichung im Heisenberg-Bild veranschaulichen, wo
die Zeitableitung des einer Observablen zugeordneten Operators und der Operator
der Zeitableitung einer Observablen iibereinstimmen In nonrelativistic quantum
mechanics the velocity operator is directly related to the momentum operator.
This is particular obvious from the Heisenberg picture where we obtain

A NS ﬁ
=—-|H, 7] =~ 4.396

Fiihren wir die gleichen Rechnungen mit dem Hamilton-Operator des freien
relativistischen Teilchen durch, dann bekommen wir Performing the same calcula-
tion with the free-particle Dirac Hamiltonian results in

SRS
Q>

=c (4.397)
Nach dieser Gleichung hat jede Komponente des Geschwindigkeitsoperators nur
die beiden Eigenwerte +c. (Erinnerung Kap. , dort gezeigt, dak die Eigenwerte
der a-Matrizen 41 sind.) Noch seltsamer ist die Tatsache, daf die Komponen-
ten des Geschwindkeitsoperators im Gegensatz zu den Impulskomponenten nicht
mehr kommutieren. Offenbar gibt es fiir dieses Phdnomen keinen nichtrelativisti-
schen Grenzfall, denn aus kann man keinesfalls ableiten. Das relati-
vistische Teilchen fiihrt eine permanente Zitterbewegung mit den instantanen Ge-
schwindigkeitskomponenten +c¢ aus. Das ist ein paradox erscheinendes Ergebnis,
zumal man experimentell fiir ein Spin-1/2-Teilchen beliebige Geschwindigkeiten

mit ‘f ’ < ¢ messen kann. Man kann sich natiirlich auf den Standpunkt stellen, dafs

eine Geschwindigkeitsmessung nicht zeitlich lokal erfolgt, sondern stets im Sinne
des Grenziibergangs v = |Ax/At|,, ,, liber kurze, aber immer endliche Zeitinter-
valle erstreckt werden mufs. Demnach ist jede Geschwindigkeitsmessung eigentlich
dquivalent zu einer Serie kausal aufeinander folgender Ortsmessungen und kann in
dieser Hinsicht gewissermassen als Mittelwertbildung verstanden werden. Accor-
ding to this equation there are only the two eigenvalues +c¢ for the components
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of the velocity operator. (In Chapter we have shown that 41 are the eigenva-
lues of the & matrices). Moreover, these components don not commute anymore
and we cannot obtain as nonrelativistic limit of [£.397] The relativistic par-
ticle follows a trembling motion with the instantaneous velocity components =+c.

That we can indeed measure any velocity ’f ‘ < ¢ can possibly be explained from

the fact that any velocity measurement is nonlocal as it corresponds to the limit
v = |Az/At|,, ., and involves small, but finite time intervals.

1 4

x=ct

Sre,

Xx=—ct

.....

A

Andererseits wéare es zu erwarten, dak der quantenmechanische Erwartungswert
der Geschwindigkeit eines Partikels wieder dem Ehrenfest schen Theorem ge-
niigt, nach dem fiir die Mittelwerte der Quantenmechanik die klassischen (bzw.
relativistisch-mechanischen) Bewegungsgleichungen gelten. Um diese Aussage zu
piifen, benutzen wir am besten die Darstellung der Operatoren im Heisenberg-Bild.
Uns interessiert die Zeitabhéngigkeit des Ortsoperators z 1, die wiederum von der
Zeitabhangigkeit der &y bestimmt ist: On the other hand, we expect to obtain the
expectation value for the particle velocity from the Ehrenfest theorem. In order to
probe that we most conveniently use the Heisenberg picture. We are interested in
the time dependence of the position operator 7 1, which depends in turn on the
time dependence of the ag:

dZy 1@

diiy dan _ip o
dt h N

Da die Kommutatoren im Schrodinger-Bild und im Heisenberg-Bild die gleiche
mathematische Struktur besitzen ([A, B] = ¢' = [Ay, By] = Cy) folgen aus den
im Schodinger-Bild giiltigen Relationen [Hy, H;] = 0, [ﬁf,ﬁ] = 0 und [Hy, i = %52
sofort die entsprechenden Relationen im Heisenberg-Bild. Damit ergibt sich It
holds [A, B] = C = [Ay, By| = Cy and therefore we immediately write
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B B S S ch -,
[HH>HH] =0, [HijH] =0, [HH@H] = TQH (4-399)

Diese Kommutationsrelationen zeigen uns zunéchst, dafs We see that

dHy i, . o dpy i . -
dt h[ H, Hul C T h[ H, D] ) ( )
woraus wir die zeitliche Invarianz des Impuls- und Hamiltonoperators schliefsen
kénnen. Damit ist aber der Impuls- und Hamiltonoperator im Heisenberg-Bild
identisch zum Impuls- und Hamiltonoperator im Schrédinger-Bild. i.e., the Hamil-
tonian and the momentum operator are time-independent, it holds

~ ~
~ JaN

Pu=7p,Hy = Hy (4.401)

Zunéchst berechnen wir mit dem Hamiltonoperator H ¢ ausd.233|den Kommutator
We start by calculating the commutator for the Hamiltonian Hy from |4.233

[Hy, &, = Hpdy, + &, Hy — 26, Hy (4.402)
Fiir die ersten beiden Terme bekommen wir unter Beachtung der Antikommuta-

torbeziehungen fiir a- und -Matrizen Using the anticommutator relations for «
and [ matrixes we find

¢ (oo, + au) py +me? (Bay + a,fB) = 2¢18,,p, = 2¢lp,
—_— —

(4.403)
216, 0
Damit Hence
[H,a) = 2(cIp— &Hy) also thus [Hy,dy) = 2(clp— dyHy) (4.404)
Aus der Bewegungsgleichung From the equation of motion
G = ilHy dn) = 5 (elp — anH)) (4.405)

bekommen wir unter Beachtung der Anfangsbedingungen a u(0) = & die Losung
we obtain by considering the initial value @y (0) = & the solution
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an(t) = (a— f;l—fi)e*%ﬁft + IH—’; (4.406)

Setzen wir diese Losung in die Bewegungsgleichung fiir den Ortsoperator If one
inserts this into the equation of motion of the position operator

I __—
% - %[Hf,fH] = cy (4.407)
ein, dann erhalten wir nach einer einfachen Integration mit der Anfangsbedingung
Z1(0) = & one obtains by integration and assuming 7' (0) = &

(4.408)

Der quantenmechanische Erwartungswert ist damit durch This results in the ex-
pectation value

T(t) =T+ 1 pH pH T+ 7(52 — Iep ;1) (e_%ﬁft - 1)]31;1 (4.409)

gegeben. Die beiden ersten Terme stimmen mit unseren anfinglich gedufserten
Vermutungen iiberein. Inshesondere bewegt sich hiernach ein freies Teilchen mit
konstanter Geschwindigkeit. Neu - und fiir ein freies Teilchen v6llig unerwartet - ist
dagegen der dritte Term, der Oszillationen mit einer Frequenz der Grofenordnung
2mc? /h beschreibt. The first two terms agree with our expectation that a free
particle moves with a constant velocity. The third term, unexpectedly, describes
however oscillations with a frequency of the order 2mc?/h.

Um die tiefere Ursache fiir dieses Phanomen besser zu verstehen, nehmen wir an,
daf sich das Teilchen im Zustand positiver Energie ¢" befindet. Dieser Zustand
andert sich nicht bei Anwendung des Projektionsoperators ]3+, siehe In or-
der to better understand this phenomenon we assume that the particle is in the
positive-energy state 1. This will not change by applying the projector Py, cf.
4. 524

Yt = Pt (4.410)

Beachtet man noch [4.404] und beriicksichtigt, daf P wegen [4.324] hqrmitesch ist,
kann man schreiben In combination with 4.404 und exploiting that P is hemitian
because of one may write
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%

(6 — IepHFY) (e 7t — 1) HF' = (Hyd — Iep) (e 7T —1)H;? (4411

_ —%[ﬁf, &) (e ¥ 1) i1

A 1= e_%ﬁft
= <¢(+) [Hf’a]Q—]f[J% (0

oA 1 — e*%Hft N
= <¢(+) P+[Hf7a]TP+ ¢(+)>
f

A 1—@*%}}1‘1e
= <¢(+) P+[Hf7a]P+2—I:IJ% ¢(+)>

wobei wir verwendet haben, daf der Projektionsoperator P, und der Hamilton-
Operator Hy miteinander kommutieren. Wegen [4.320| und [4.324] folgt weiter where
is has been exploited that the projector P, commutes with the Hamiltonian H.

From [4.320] and [4.324] it follows

PN 1 ~ =~ 1 PN
P..dl==[Z,d = ——[H;,d 4.412
P = (2.6 = Sl (4412

und somit and thus

amf,&m:z(ﬁf\m[g,&m - z\ﬁf\(pz&p_mpi) (4.413)

- 2Hf (p+§p+—P+&p+):0

Mit anderen Worten, in einem Zustand positiver Energie verschwinden die seltsa-
men Oszillationen. Wird der Zustand des Teilchens auch noch durch einen Eigenzu-
stand des Impulsoperators beschrieben, dann ist die Partikelgeschwindigkeit durch
*p/E(p) gegeben. Man kann mit den gleichen Rechnungen zeigen, daR die Oszilla-
tionen auch fiir jeden Zustand verschwinden, der ausschlieflich aus ebenen Wellen
negativer Energie aufgebaut ist. Allerdings ist dann die Partikelgeschwindigkeit
eines Teilchens im Eigenzustand zum Impulswert p’ gegeben durch —c*p/E(p) .
Wir haben also das paradoxe Resultat, dafs bei negativen Energieeigenwerten die
Partikelgeschwindigkeit und der Partikelimpuls entgegengerichtet sind. In other
words, the oscillations do not show up in a positive-energy state. If in addition
this state is an eigenstate of the momentum operator, the particle velocity is gi-
ven by ¢?p/ E(p). Similarly, the oscillations disappear for any pure negative-energy
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state. However, in this case the particle velocity for an eigenstate of the momen-
tum operator with p'is given by —c*p/ E(p), i.e., velocity and momentum point in
opposite directions!

Mischung von Zustianden positiver und negativer Energie
Mixing positive and negative-energy states

Die Diskussion der Zitterbewegung lafst es wiinschenswert erscheinen, Zustdnde
negativer Energie als unphysikalisch zu erkldren und von allen weiteren Unter-
suchungen auszuschliefen. Auch ein weiteres Problem wére damit aus der Welt
geschafft. In der Dirac-Theorie ist das Spektrum der Energieeigenwerte nach un-
ten offen. Befindet sich ein quantenmechanisches Teilchen also in einem Zustand
mit einer gewissen Energie, so kann es durch Strahlungsprozesse permanent Ener-
gie abgeben und so sukzessive Zustdnde mit immer kleinerer Energie erreichen.
Ein einziges Teilchen konnte deshalb entgegen der experimentellen Erfahrung un-
dendlich viel Strahlungsenergie abgeben. Die willkiirliche Charakterisierung aller
Zusténde negativer Energie als physikalisch unzuléssig und der damit verbundene
Ausschluf aus einer physikalischen Theorie bringt aber neue Probleme mit sich. In
diesem Fall wiirde die notwendige Vollstdndigkeit der Eigenfunktionen beliebiger
Operatoren nicht mehr gewéhrleistet sein, da alle Anteile negativer Energie aus-
projiziert werden miissten. Noch gravierender ist aber, daf ein Teilchen, dessen
Zustand aus ebenen Wellen positiver Energie zusammengesetzt ist, nur im Fall
eines freien Teilchens auch in Zukunft diesen Status behélt. In Gegenwart elek-
tromagnetischer Felder gibt es aber stets Ubergéinge zwischen Zustinden positiver
und negativer Energie. Man sieht diese Aussage sofort ein, wenn man bedenkt,
daf der Ortsoperator und damit auch alle ortsabhéngigen Potentiale keine gera-
den Operatoren sind. Deshalb wird jeder Zustand, der anféanglich nur aus Impuls-
eigenfunktionen mit positiver Energie besteht, im Laufe der Zeit in einen Zustand
umgewandelt, der eine Superposition sowohl aus energetisch positiven wie auch aus
negativen Anteilen ist. From the discussion above one might want to exclude the
negative-energy states as physical solutions. However, this cannot be done since (i)
the eigen value spectrum of any operator would not be complete anymore and (ii)
only free particles remain in pure positive- (or negative-)energy states for all times.
The presence of electromagnetic fields gives rise to transitions between states of
positive and negative energy. This is understood from the fact that the position
operator (and thus all spatially dependent potentials) are no even operators and
will thus change the sign of the energy of the particle as time evolves.

Dirac’s Lochertheorie
Hole theory

Zur Losung der mit den negativen Energiecigenwerten verbundenen Probleme ver-
wendete Dirac die Tatsache, daft Elektronen als Spin-1/2-Teilchen das Pauli’sche
Ausschliefsungsprinzip erfiillen. Er nahm deshalb an, dafs alle Zustinde negati-
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ver Energie vollstdndig besetzt sind und deshalb nach dem Ausschlieffungsprinzip
keinen weiteren Teilchen Platz finden. Dieser vollbesetzte Dirac-See wird als Vaku-
umzustand interpretiert. Eine direkte Beobachtung der Elektronen des Dirac-Sees
ist bei dieser Interpretation nicht moglich. Als Schwierigkeit erweist sich zunéchst,
daf der Dirac-See eine unendlich grofse Masse und eine unendlich grofse Ladung be-
sitzt. Dieses Problem ist aber nicht gravierend, da man die unendliche Masse durch
eine Verschiebung der Energieskala, die unendliche Ladung durch eine Redefinition
des Ladungsbegriffs beseitigen kann. Betrachten wir ausschlieflich freie Teilchen,
dann sind die Energieeigenwerte durch 4++/m?2c* + p?c? gegeben. Damit erstreckt
sich das negative Energiespektrum iiber den Wertebereich —oo < E < —mc?, das
positive dagegen iiber mc®> < E < oo . Im Bereich —mc? < E < mc? gibt es keine
zuléssigen Energiewerte.

Durch Anregung mit einer Mindestenergie von 2mc? kann ein Elektron aus einem
Zustand negativer Energie in den Zustand positiver Energie gehoben werden und
wird damit als reales Elektron mit einer negativen Ladung beobachtbar. Zugleich
hinterlafit es ein effektiv positiv geladenes Loch. Dieses Loch wird Positron ge-
nannt und stellt das Antiteilchen € zum Elektron e dar. Natiirlich gibt es auch den
dieser Paarerzeugung entgegengesetzten Prozelt der Paarvernichtung. Angenom-
men im Dirac-See sei ein durch Impuls- und Spinquantenzahl bestimmter Zustand
nicht besetzt, also ein Loch vorhanden. Ein Elektron der Ladung e kann dieses
Loch auffiillen und damit das Vakuum wieder herstellen. Da der Endzustand das
Vakuum ist, muf das Loch eine positive Ladung + |e| gehabt haben.

Wir wollen die Eigenschaften der bei einer Paarerzeugung entstehenden Teilchen
und Antiteilchen auf einer phianomenologischen Ebene untersuchen. Dazu nehmen
wir an, dafs ein Elektron negativer Energie E_ mit dem Impuls p durch Absorption
eines Photons aus dem Dirac-See in einen Zustand positiver Energie F, mit dem
Impuls p,, angeregt wird. Dann ist die hierfiir benétigte Photonenenergie

m2ct + 22— (= /mPct + 2p?) =B, — E_ (4.414)

Offenbar haben Elektron und Positron die gleiche Masse m. Da fiir das Vakuum
der Gesamtimpuls und die Gesamtenergie verschwinden, fiihrt die Entfernung ei-
nes Elektrons des Impulses p_ zu einem Loch (Positron) des Impulses pj, = —p_
und der Energie £, = —F_ . Deshalb kann die Paarerzeugung auch als Bildung
eines Elektrons der Energie ., = E, und des Impulses p, = p, und eines Positrons
der Energie £, = —F_ und des Impulses p, = —p_ verstanden werden.

Eine analoge Aussage gilt fiir den Spin. Da die z-Komponente des Photonenspins
+1 ist, miissen wegen der Drehimpulsbilanz Elektron und Positron entweder bei-
de den Spin +1/2 oder —1/2 besitzen. Die Entfernung eines Elektrons negativer
Energie im Spinzustand S aus dem insgesamt spinfreien Vakuum hinterldsst ein
Loch vom Spin —S . Deshalb entspricht ein Positron mit Spin S, einem Elektron

negativer Energie mit dem Spin —S5,.
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To cope with this problem, Dirac introduced the hypothesis, known as hole theory,
that the vacuum is the many-body quantum state in which all the negative-energy
electron eigenstates are occupied, see discussion in chapter 4.5
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5 Wegintegralformulierung der Quantenmechanik
The path integral formulation of quantum mechanics

5.1 Zeitentwicklungsoperator
The time evolution operator

Zeitliche Entwicklung eines Systems werde durch Schrodingergleichung beschrie-
ben The Hamiltonian generates the time evolution of quantum states according to
the SE

Anfangszustand initial state |1(t4))

| i) = Hle) 6.)

spéterer Zustand final state |¢(%))

Die entsprechende Abbildung wird durch unitdren Zeitentwicklungsoperator

N

U(t,ta) vermittelt The time evolution in the corresponding vector space is given
by the application of the time evolution operator

(1)) = U(t,ta)l(ta)) (5.2)

Einsetzen in Schrédingergleichung oben ergibt Evolutionsgleichung fiir U From the
SE one obtains the following equation of motion

ih%ﬁ(t,u) = HU(t,ty) (5.3)

fiir autonome, d.h. zeitunabhéngige Hamiltonoperatoren ergibt sich when the Ha-
miltonian does not depend upon time (autonomous) then

U(t, ty) = e nH-ta), (5.4)

Falls H zeitabhéangig ergibt sich for time-dependent Hamiltonians one finds

t

A

Ult,tg) =1— % / dt' HEU (' t4) (5.5)
ta
(mit Anfangsbedingung with initial condition U(t4,t4) = I)

Zur Losung dieser Integralgleichung setzt man U iterativ unter dem Integral ein
Solve the integral equation by iteratively inserting U

) t N t t
Ult,ta) =1 — % / dtH(t') + (%) / dt' H(t') / dt"H("U " ty)  (5.6)

ta ta ta
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weitere Iterationen ergeben schlieklich which finally results in

t/

Ut ty) =I — %/tdt’lfl(t’) + (%)z/tdt’ﬁ(t’)/dt”ﬁ(t”) +... (5.7)

ta ta ta

“~n t t
—1
e — dt’ | dt”
ta ta

betrachten dritten Term etwas genauer consider third term in more detail

t(n—1)
/ dt™ HOYHE") ... Ht™)  (5.8)

t

t t
T; = / dt’ / dt" H(t'YH (") (5.9)
ta ta

AN tll
t

Integrationsgebiet region of integration

ta t ¢
Integrand ist das zeitgeordnete Produkt H()H(t") mit ¢ < ¢ it is integrated
over the time-ordered product H(t')H (t") where t" < ¢’
konnen Integrationsgebiet vergrofern auf may double the region integration
ta <t <t ta <t'<t (5.10)

bei Einfiihrung eines Faktors %, provided we multiply by %
miissen auferdem auf korrekte Zeitordnung achten and are cautious with respect
to the correct order of integration

= Fiihren Zeitordnungsoperator 7' ein, der die Faktoren eines Produkts so an-
ordnet, dals spétere Ereignisse links von friitheren stehen. It is useful to introduce
an operator T' called time-ordering operator, that interchanges the operators if
necessary to achieve the proper time ordering.

Es gilt It holds

t t
1 4 ~ ~
T, = 7 / % / dt" F (¢ B () (5.11)
ta ta
t 2
1 4 ~
= oF / ar () | (5.12)
ta

135



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

Allgemein gilt fiir das (n + 1)—te Glied der Reihenentwicklung Generally it holds
for the (n + 1)th term of the series

L ([ "
T =T (/ dt’H(t’)) : (5.13)
n! ta

Damit erhalten wir Hence

n

Ult,ta) i(_z) —T /tdt’fl(t’) (5.14)

7\

Te i iy W) (5.15)

Damit formale Losung fiir die Evolutionsgleichung Thus we arrive at the formal
solution of the equation of motion

ih ;U(t ta) = HU(t, t,) (5.16)

gewonnen. Im Spezialfall eines autonomen Hamiltonoperators folgt das bekannte
Ergebnis In the special case of an autonomous Hamiltonian one obtains as expected

Ult, ty) = e nHt=ta), (5.17)

5.2 Propagatoren
Propagators

Starten von Schrodingergleichung Consider Schrodinger equation

P .
hoog[9(0) = HIp()) (5.18)
formale Losung durch formal solution given by

[(tp)) = Ultsta)li(ta)) (5.19)

gegeben. Ortsdarstellung erhalten wir durch skalare Multiplikation mit dem Ei-
genzustand (zp| zur Endzeit t5 The position representation is obtained by scalar
multiplikation by the eigenstate (zg| at the final time ¢p

(wpld(te)) = (xp|U(te, ta)¥(ta)) (5.20)

_ / dza (5|0 (tp, ta)|wa) (@l (ta) (5.21)
/

Jdza |zA><mA|:f

136



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

D.h. die Wahrscheinlichkeitsamplitude The probability amplitude
V(g tp) = (zpld(te)) (5.22)

fiir das Auftreten des Teilchens zur Endzeit tp am Ort 2 gegeben durch Integrati-
on iiber alle anfinglichen Teilchenpositionen x4 gewichtet mit der Ortsdarstellung
des Zeitentwicklungsoperators for the appearance of the particle at the position
xg at the final time tg given by integrating over all initial positions x4 weighted
with the position representation of the time evolution operator

(wp|U(te, ta)lza) (5.23)
wird daher auch als Propagator bezeichnet. is called propagator.

Kompaktere Darstellung in der Form Often are more compact notation is used

Wz te) = / doa K (2, tw: 2, ta)0(za, ta) (5.24)

mit dem Integralkern (Propagator) employing the integration kernel (propagator)
K(2p,tp; va,ta) = (wp|U(ts, ta)|za) (5.25)

= (xp|Tendex HEW 5 (5.26)

konnen jetzt einen Zwischenzeitpunkt ¢; einfithren may introduce intermediate
time tl

ta <ty <tg (5.27)
[(tE)) = Ulte, t1)U (b, ta)leo(ta)) (5.28)

in Ortsdarstellung folgt in position representation it follows
(wpld(tn)) = (xp|U(te, 1)Ut ta)[¥(t4)) (5.29)

= /dazl dz g (xp|U(tg, t1)|x ) (21 |U(t, ta)|za)(zaltb(ta))  (5.30)
d.h. ie.,
V(zp, tp) = /d901 dea K(xg,tg; x1,t) K(21,t1; 2a,t4)0(24,t4) (5.31)

offensichtlich gilt obviously

K(zg,tg; xa,ta) = /dxl K(zp,tg; x1,t) K (21, t1; x4, t4) (5.32)

unten siehe graphische Darstellung des Propagators des Teilchens von (x4,%4)
nach (zg,tg) mit verschiedenen Zwischenpunkten (z1,¢;) below see schematic re-
presentation of the propagator of the particle moving from (x4,t4) to (zg,tg) with
intermediate coordinates (z1,;)
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24\
te -
Y _-
X1
th -
| —
Xa Xe /

Beispiel: Doppelspaltexperiment Example: double-slit experiment

Doppelspalt
double-slit

Elektronenquelle
electron source -4

[ ] 1

Schirm
screen

T T T \
X1 X2 X3 4

Ubergangsamplitude von Quelle 1 zum Schirm 3 gegeben durch transition ampli-
tude from the source 1 to the screen 3 given by

K(3;1) = K(3;24) K (243 1) + K(3;25) K (25, 1) (5.33)

Intensitdt am Schirm gegeben durch intensity at screen reads

|K(3;1)]* =(K(3; QA)f((2A71)+‘}((3 23)}((237 1))*x
(K(3;24)K(24;1) + K(3,25)K(2p; 1)) (5.34)
=[K(3;24)K(24; D)]* + |K(3; 25) K (2; 1)|?
+ K7(3;24) K*(24; 1) K (3; 25) K (2; 1)
+ K*(3;2p)K*(2p; 1)K (3;24) K (24; 1) (5.35)

Ist Offnung A verschlossen, verbleibt nur Beitrag |K(3;2p)K(2p;1)[%, analog
verbleibt bei verschlossener Offnung B nur |K(3;24)K(24;1)]> und die In-
terferenzterme verschwinden. Provided slit A is closed only the contribution
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|K(3;25)K (25;1)|* will be present, similarly only |K(3;24)K (24;1)|? survives if
the slit B is closed, and the interference terms disappear.

Zuriick zum Propagator, fiigen weitere Zwischenzeitpunkte ein. Teilen dazu das
Intervall Let us come back to the propagator. We introduce further intermediate
times and divide the interval

[ta, tE] (5.36)
in N dquidistante Intervalle der Lange in N equidistant intervals of length
tp —1ta
= ) 5.37
r=o (537

Damit Thus

K(zg,tp;za,ta) = <90E|U(tE, tN—l)U(tN—la tN_2) ... U(t27 t1)U(t1, ta)|za)
(5.38)

durch Einschieben von Vollstandigkeitsrelationen by employing the completeness
relation

P= [ doy o) (o (5.39)

ergibt sich one obtains

K(zg,tp;va,ta) :/d$N—1 codeiK(zp,tps ey, tvo1) K(en_1, tno1; on—2, tn—2) - ...
...K(Z’Q,tg; I’l,t1>K(l’1,t1; .ITA,tA). (540)
Die letzte Formel ist so zu interpretieren, daft das Teilchen alle denkbaren Wege

zwischen Anfangs— und Endpunkt durchlauft. The last expression suggests that
the particle uses all conceivable paths between initial and final coordinates.

Bei der Durchfiihrung des Grenziibergangs Calculating the limit

lim N7 =tg —tx (5.41)
N—00
T7—0
geht die Zahl der Integrationen gegen unendlich, der Propagator ergibt sich dann
als Funktionalintegral the number of integrations resches infinite. The propagator

is then given as functional integral.

5.3 Propagator fiir zeitunabhangigen Hamiltonoperator
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Propagator for time-independent Hamiltonian

betrachten ein einzelnes Wegelement von consider individual path element
(@, 85) = (@41, j41)

K (x50, tj515 25,t5) = (2501 |U (0, 15)|25) (5.42)
= (wjple i zg) (5.43)
= (wjale”17];) (5.44)
= (z;01|T — %FJT +O()|x;) (5.45)
7 ~
{wjrileg) =g iz Hlzg) + O(7?%) (5.46)

S(zj41—x5)
[

1 B P (@it
27rhfdp]eh FASYE S S

Miissen jetzt noch das Matrixelement des Hamiltonoperators auswerten Need to
evaluate the matrix elements of the Hamiltonians
~9

A p "
H=— A4
o + V() (5.47)

unter Ausnutzung von I = [dp;|p;){(p;| schreiben wir Exploiting that [ =
J dp; |p;)(p;| one obtains

~9 ~2
p p
<37j+1!%!3€j> = /dp’/dpj<xj+1|p'><]/!—2m ;) (pjlz;) (5.48)

Erinnerung QM I Reminder QM I

1
21

(jalp) = erP Tt (5.49)

g

<pj’$j> = \/ﬁe_%pjxj (550)

offensichtlich gilt aufterdem in addition it holds

P p?
/ /
(Wl5 - lps) = 500" = pj) (5.51)
damit thus
~D / 2
P dp"dp; iy —pa) P
@aldotey = [ B e g —p) (552
dp: 2
_ / 271:% cipi(ea—aj) 217;” (5.53)
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ahnlich behandeln wir das Matrixelement des Potentials in a similar manner we
obtain the matrix element of of the potential

(1 |V (2)]x;) = V() (zjs]z)) (5.54)
= V(;)0(xj41 — ;) (5.55)
dpj iy (eiii—w
damit finden wir insgesamt altogether we obtain
N dp; i, (x —x v
(el = [ Eicintee) (Do va) (5.57
dpj iy (1w
— / ﬁienlh( i+ J)H(pj’xj) (5.58)

Dabei ist H(p;, z;) die dem Hamiltonoperator entsprechende klassische Hamilton-
funktion. Here H(p;,z;) denotes the classical Hamiltonian function that corre-
sponds to the Hamiltonian operator

Damit ergibt sich fiir den infinitesimalen Propagator in Gleichung Thus we
obtain the infinitesimal propagator as given by

1 Lpi(@ 01—,
K(.Tj+1,tj+1; .’I}j,tj) :%/dpjehpj( J+1—T;) 4+
i 1 ip'(l‘#l—x') 9
—5 | 55 | dpser T H (pg, 2i) + O(77) - (5.59)
1 G (e s T
:% dpjehpj( J+1—T;) (1 — %H(p],l'j)) (560)
D5 4wy 1)~ Hps )
= — G\ Lj+1—%5) = THP;Z5)) .61
/27rheh (5.61)

Damit jetzt in den Ausdruck fiir den Gesamtpropagator Now we enter the expres-
sion for the total propagator

K(xg,tp; xa,ta) —/de_l coodry K(xg,te; n_1,tn_1) ...

e K(IN_l, tN—l; ITN-2, tN_2> e K(ZL‘h tl; Zo, to) (562)

eingehen fithrt zu and obtain

K(zp,tg; xa,t4) (5.63)
N—-1 N-1 dp N-1 .
_ | j 1oy (=)~ H (py )]
S (Mo ) (L) (L)
7j=1 Jj=0 J=0
A ~~ -
D, Dy ezjv;ol %[Pj(1j+1—zj)—‘fH(Pjvzj)]
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Im Grenziibergang N — oo ist Calculating the limit N — oo one ob-

. 7T—0 7T—0
tains . ;
i(t) = i D) Z o) g T (5.65)
N—o0 tj+1 — t] N—o0 T

und wir erhalten thus

K(xp,tp; xa,ta) = /D:vae“tf pt =t e (5.66)

Bei diesem symbolischen Integral (die praktische Auswertung erfolgt iiber das Viel-
fachintegral oben) wird {iber alle Wege im Phasenraum integriert. Daher der Name
Pfadintegral. Here the symbolic integration involves all possible paths in phase
space. This leads to the term "path integral”.

Zur weiteren Analyse dieses Ausdrucks setzen wir im Vielfachintegral oben jetzt
die Hamiltonfunktion ein For further analysis of this expression we now insert
above the Hamiltonian function

2

H(pj, ;) = 5+ V() (5.67)

und erhalten and obtain

K('TEa tEa TA, tA)

N-1 N-1 dp . )2
| tlpi(zje1—x5)— 57—V ()T
g / H dm]{ H ﬁgh[p]( Jj+1 ]3, om V( J)l}

j=1 7=0 *
(5.68)
_l‘L[Q_Qﬂ(._..ﬁA_.Q]iTmQ‘ N2
x — ¢ ham (P (@it zj)pj+ Ty (xj+1—x5) eh 2m 77 (@i+1=25)° = V(zs)T
jetzt now substitute
m
P;=pj— ;(%’H ) (5.69)
und erhalten and obtain
N*l N*l p/' ) "_p/‘2
K(xp,tp; xa,ta) = / dx; —LeTiom (5.70)
, L1 97h
=1 7=0
1 T m2 2 i
ef2m 77 (@i+1=25)" | o=V (z))T (5.71)
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durch ausnutzen von exploiting that [ e P dp = NZS

pa= |3 () v
/ H o jHl \ 27r7,h7 | (5:72)

- / dej< n )N/Qeézfolf[?(w)szﬂ (5.73)
j=1

2mihT ~~
j{ lim
N—oo
7—0
Zi(t)2 -V (2(t))
[ L(z.3) |

Lagrange—Funktion

4

Damit Thus
K(zp,tp; xa,ta) = N/D et Jey dbL(@) (5.74)

Normlerungsfaktor

Mit der Definition der klassischen Wirkungsfunktion By using the definition of
action

tp
S = / Ldt (5.75)
ta

haben wir somit eine auf der Lagrange-Funktion basierende Formulierung der
Quantenmechanik gefunden: one obtains a formulation of the quantum mechanics
that is based on the Lagrangian mechanics:

K(xp,tp, xa,ts) = N/Dzeés (5.76)

In der klassischen Mechanik folgt das Teilchen der Trajektorie, die die Wirkung
minimiert. In der Quantenmechanik sind viele Trajektorien mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit an der Propagation des Teilchens beteiligt. Der grofite Beitrag
kommt aber dabei auch von den Bahnen, die S minimieren. Die Bahnen mit gro-
feren S tragen wegen der Oszillationen von e#® wenig zum Propagator bei. In
classical mechanics the particle follows one specific path, determined by the prin-
ciple of least action. In quantum mechanics, however, many trajectories contribute
with specific probabilities to the particle motion. The main contribution is there-
by given by the path that minimizes S. Paths with larger S contribute less to the

propagator, due to the oscillations of enS.
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Bem: Note: Fiir den Propagator mit zeitabhidngigem Hamiltonoperator ergibt
sich in Analogie zur obigen Rechnung For time-dependent Hamiltonians one
obtains in a similar manner as above

K(zp,tp; wa,ta) = /D D, eﬁftEdt pi—H(p.w.t)) (5.77)

5.4 Lippmann—Schwinger—Gleichung
Lippmann—-Schwinger equation

betrachten ein Teilchen, das an einem Potential V/(7,t) gestreut wird consider
particle which gets scattered by a potential V (7, t)

()

Starten vom Propagator des Teilchens in 3D (vgl. Kapitel Start from this
particle’s propagator calculated in three dimensions (cf. chapter

K(7g,tg; Tasta) = N/DreﬁfEdtLTF) (5.78)
_N/DreﬁftEdt (T=v) (5.79)

A 1 tE
:N/DfenftA Tdt{]_%/ V(F,t)dt+...} (5.80)

ta
=Ko+ K1+ Ko+ ... (5.81)
berechnen zunéchst K, Calculate first K

Ko = N/Dfe;t Jig (5.82)

m 3 gl i ~N—1_m (P41 2
~ tim () / P ot Sim' w3 () 5.83
N5 \ iy ]1:[1 "€ (5.83)

sN  pN-1 .
= lim (2 ”?h ) 2 / &7, e3 (=1 (-1 —mv-a+ 4 (=) (5. 84)
—o0 \27TihT

—

)

Unter Ausnutzung von Exploit that

> A[(B=7) 24 (Fa—Tn—1) 24+ (F1— a)]d:sﬁ B — i 2 A (b—a)? 5.85
/ e A7, CEEY e (5.85)

o0
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ergibt sich mit A = m/(2h7) fiir den freien Propagator
and obtain by substituting A = m/(2h7) for the free particle propagator

N ] 3(N—1)
m \z [ 2mihT 2 1 imi1s 2
_ . . *;*(TE_"'A)
Ko z\pgéo (27m'hT> ( m ) RECh (5.86)
3
m 2 im 1 (= - \2
—F - 7o N (TE—TA)
o <27m'hTN> e (5:87)
mit from N7 =tg — t4 folgt it follows
R L = 5.88
— tp—ta .
O~ orin(ts —ta)) © (5.88)

wegen Kausalitdt mufs der Propagator fiir tg < t4 verschwinden, d.h. due to
causality the propagator vanishes for tp < t4, i.e.,

m 2 im (FE—7a)?
K, = O(t t 2h  tp—t )
0 ( E A) (QWih(tE—tA>> € o (5 89)

bestimmen jetzt den zweiten Teil des Propagators now determine the propagator’s
second part

95}
K, = N/Dfe%ffé‘”t (—3> /V(F, t) dt (5.90)
h J
:1mi< > /H dr ehZNlm<J+lr)2]§TV(F tr)  (5.91)
N—oo th \ihT J P o Tk ‘

zerlegen die Summe im Exponenten in zwei Teile expand the sum in the exponent
in two terms

=y + (5.92)

damit thus
3N N—1
1 moN\z 3 3 3> 13z 3=
Ky = lim — (mm) 7| By B B PR PRX (5.93)
k=0
N— 1Tm 7175\ 2 i k-1 (P17 )2
F D5 () Y p)er Sim () (5.94)
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spalten das Integral auf und ziehen [ 7 heraus Split the integral and bracket
out f d>7,

1 N-1
K, = lim — ZT/d?’Fkx (5.95)
k=0

N—oo Zh,

m LN;’C) i N1 rm [ Tj+1-75 )2
( , ) / By Prer S B )L (5.96)
2mihT

3k

V(7 t) {(27:;1%) i /d?’ml .. dPrieh iz () } (5.97)

offensichtlich entspricht die erste geschweifte Klammer gerade Ko(7g, tg; 7, t), die
zweite geschweifte Klammer ist Ko (7, tx; 7a,t4) obviously the first curly bracket
corresponds to Ko(7g, tg; Tk, tx), and the second one to Ko(7k, tg; 7a,t4), respec-
tively

mit dem Grenziibergang und dem Ubergang zu kontinuierlichen Variablen Umbe-
nennung calculate limit and change to continues variables

N-1 g
dor— /dt; Py — T (5.98)
k=1 ta

erhalten wir schliefllich and obtain eventually
1 o0
Kt 7asta) = / dt / B Ko (Pt 70V (7 ) Ko7t Farta)  (5.99)
1

(wegen Kausalitét ist causality requires

t>1t d
Ko(7g, tg; r,t) =0 fiir for B Oqerot (5.100)
t <ty

deshalb konnen wir Zeitintegration bis +o00 ausdehnen therefore may integrate to
+00)

Unter Verwendung der gleichen Umformung wie bei K konnen wir K5 bestimmen.
Similarly to the case of K7 we may determine K.

es ergibt sich One obtains

LT - ;
K, =np /dt’ / dt/’/d3r’/d3r”Ko(FE,tE; ") x (5.101)
[

< V(' YKo (r " vl OV (7 4V Ko (1 8 7a, ta). (5.102)
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Analoge Ausdriicke ergeben sich fiir die hheren Terme. Analogous expressions are
obtained for higher-order terms.

Der Gesamtpropagator ist dann The full propagator reads then

K(FEatEv FAatA) - KO(FE7tEa 7?\AatA) (5103)
1 - — — —
+71/KO(FE,tE,r’,t’)V(r’,t’)Ko(r’,t’,FA,tA)d3r’dt’ (5.104)
1
]. - — - —
+ W/Kg(FE,tE; T’”,t”)V(T”,t//)Ko(T”,t”; T/,t/)X (5105)
1
X V(i YKo (r! 1 Fa, ta)d®r dr" dt’ dt” + ... (5.106)

Diese Storungsreihe des Propagators wird als “Born’sche Reihe” bezeichnet und
kann sehr anschaulich durch multiple Wechselwirkungen des Teilchens mit dem
Streupotential veranschaulicht werden: This expression is known as “Born series”.
It can be visualized in an intuitive way as multiple interactions between particle
and scattering potential. The Born series inspired Feynman to formulate relati-
vistic quantum mechanics in terms of vertices connected together into “Feynman
diagrams.”

—

e, te e, te e, te
r ot
rll, tll
rAr tA F,&: tA FA, tA
Ky K K,

T

Propagator des

Teil-

chens ohne Wechselwir-
kung mit dem Storpo-
tential propagator wi-

thout interaction

;

Streuung des
Teilchens

bei  particle
scattering at

(r',t)

T

Streuung bei
Scattering

at (r',t);
(7.1

setzen jetzt die Born’sche Reihe fiir den Propagator in dem Ausdruck fiir die
Wellenfunktion ein insert now the Bern series expression for the propagator in our
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wave function equation
Y(Fp, tp) :/K(FEatE§ Fa ta)U(Fa, ta) d°Fa (5.107)
:/K0<FE>tE§ Fa,ta)y(Fa, ta) d*ra (5.108)
1 - - -
+ E / Ko(FE,tE; T”, t')V(r’, t/)Ko(T/,tl; FA, tA)X
(Fa,ta) dr dt’ dPr
1 — - — —

+ (ZT)Q/KO(FE’ tE, ’T",t,)V(’f‘/,t/)Ko(’l“l, t/, T//,t”)X
V(?”7/,t//)K0(T7/,t//,FA,tA)Q/J(FA,tA) d37“7’ d37j} dt" dt’ d37—,'A
+ ...

Klammern jetzt aus dem zweiten und allen héheren Termen den Ausdruck Bracket
the following expression out of second and higher-order terms

% dPr dt’ Ko(Fg, tg; v, )V (1) (5.109)
aus und erhalten and obtain
(P, i) = / Ko(Fo,te: a ta)(Fa, ta) d°Fs (5.110)
+% Cri dt’ Ko(Fg, tg; v, )V () x
/d3FA{KO(ﬁ,t',fA,tA)+
= | A7t Ko(r', t'; 77 YV (17, )
Ko(r" ¢"; Pa,ta) ... }(Fa,ta)

Vgl. mit Gl. [5.108] zeigt, dak offensichtlich gilt comparison with Eq. shows
that

/ Frd O ta) = (1) (5.111)

Damit erhalten wir eine Integralgleichung zur Bestimmung der Wellenfunktion
(7, t) die als This leads us to an integral equation determining the wave function
(7, t) that is known as
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Lippmann—Schwinger—Gleichung Lippmann—Schwinger Equation
(i, te) = / Ko(Fe, ts 7a, tA)0(Fa, t2) 7 (5.112)

1 — — — —
+ g /d37" dt' Ko(7g, te; v, YV (' (' t)
i

bekannt ist. Dabei handelt es sich um eine exakte Integralgleichung, fiir die Wellen-
funktion ¢ (7, t). Der erste Term entspricht dabei der Entwicklung des Anfangszu-
stands fiir ein freies Teilchen. It is an exact equation for the wave function (7, t).
Its first term corresponds to the evolution for a free particle.
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6 Greenfunktion der Einteilchen—Schrédingergleichung
Green’s Function of the Single-Particle Schrédinger Equation

In the theory of interacting systems the Green’s function, or the propagator, plays
a crucial role. In its basic definition it is a much more complex function than the
"simple” Green’s function, familiar from the theory of partial differential equations,
but many of its properties do bear a very close relationship to the simple function.
It is worthwhile, therefore, to review the theory of Green’s functions within the
framework of the Schréodinger equation and perturbation theory.

6.1 Definition und Darstellung
Definition and Representation

Es gelte Suppose we have a partial differential equation of the general form

{H(r) — E}(r) =0 (6.1)

mit H ... hermitescher Operator. Dann ist die zugehdrige Greenfunktion definiert
durch where H(r) is a general Hermitian operator. The Green’s function is defined
as the solution of the equation

{I:[(r) — E}G(r,r"; E) = =6(r — 1) (6.2)

wobei G(r,7’; E') und v (r) den selben Randbedingungen gentigen. which also sa-
tisfies the same boundary conditions imposed on the original problem. In other
words it satisfies the same equation and boundary conditions as the wave function
Y (r) but with an additional "source” at an arbitrary position 7’. It is this extra
degree of freedom which makes the Green’s function so very useful.

Darstellung mittels EV und EW von H
Green’s function in terms of the eigenvalues E, and eigenfunctions 1, (r) of the
defining operator

{H(r) — B} (r) = 0, H hermitesch hermitian
= {9} bilden VONS form a complete set

= {1} konnen als Basis zur Darstellung von G benutzt werden may be used as
a basis to represent G

Ansatz: ansatz

G(r, r'; E) = Z Gun %(7") Uy (7“/) (6'3)

n,n’
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einsetzen in Definitionsgleichung use in definition

{H(r) - E}G(r,v'; E) (6.4)
=3 Guwd H(r) = EYou(r) g5 (1) (6.5)
=" G (B — By (r)i5 (") (6.6)

=6(r—1")=— 3, Y (r)05 ()

Vollsténdigkeit von completeness of {¢n }

5nn’
=G = L. (6.7)
| Gy 3 ) o

Nutzen der Greenfunktion? Use of Green’s function?

Einfache Vorschrift zur Berechnung der Losung des inhomogenen Problems Ha-
ving obtained the Green’s function, what are its uses? The most common one in
the theory of differential equations is that it tells us about the solution to the
inhomogeneous problem. If we have an equation of the form

{H(r) = Bye(r) = f(r) (6.9)
falls Greenfunktion des homogenen Problems bekannt where f(r) is a known func-
tion. Provided we know the Green’s function of the homogeneous problem

{H(r) - E}G(r,1'; E) = =0(r — 1) (6.10)
dann gilt then ¥(r) is given by

/f Glr,r': E) dr (6.11)

Beweis Proof: Anwendung von {H — E} von links
This is easily verified by operating on both sides with (H(r) — E):

() - Byoe) = - [ (e E}G(rr B) [’ (6.12)
—r’)

/f o(r —r")ydr! (6.13)

(6.14)
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D.h. wenn die Greenfunktion fiir die homogene Gleichung bekannt ist, erhélt man
mit geringer Miihe die Losung einer beliebigen inhomogenen Gleichung. Thus kno-
wing the Green’s function for the homogeneous equation one can calculate, with
the minimum of extra work, the properties of the solution under a whole range of
different conditions.

6.2 Storungsrechnung mit Greenschen Funktionen
Green'’s functions and Perturbation Theory

Kleiner Storterm V (r), suchen Losung von The most common form of inhomoge-
neity in quantum mechanics is the presence of a perturbation. In this case we have,
in addition to the Hamiltonian H(r), which is assumed soluble, an extra, usually
small potential V' (r), so that

A

{H(r) = E+V(r)}(r) =0 (6.15)
D.h. die Inhomogenitét ist jetzt In terms of the chapter above this means that

fr) = =V(r)p(r) (6.16)

Sei 1o(r) die Losung des ungestorten Problems mit Greenfunktion G(r,r’; E)
Suppose ¥y(r) is a solution to the unperturbed equation with Green’s function
G(r,r"; E)

{H(r) — E}ypo(r) =0 (6.17)
dann ist then we have an integral equation so solve for the wave function rather
than a simple integral solution

P(r) = o(r) + /G(r, r's EYV (r')(r') dr’! (*)

Beweis Proof: Anwendung von {H(r) — E} von links
Operating on both sides with (H(r) — E):

~

{H(r) — E}¢(r) (6.19)

= ;{]:I(r) — Eto(r) + /iﬁ(r) — E}G(r, 1", ElV(r’)l/)(r’) dr’ (6.20)
H 57

= =V(r)u(r) (6.21)
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Losung der Integralgleichung @ durch Iteration: Provided the effect of V(r) is
small, we might solve Eq. (ED by successive approximations. This gives

Yo = ho(r (6.22)
/G vty EYV (o () dr (6.23)
e = (1) + / G(r,r"; E)V (r") iy (r") dr’ (6.24)

= 1o(r) +/G(r, s EYV (r")bo(r") dr’

+//G(r,r’;E)V(r')G(r’,r”,E)V(T")@ZJO(T") dr’ dr"” (6.25)

Die so gefundene Losung erinnert offensichtlich an die Born’sche Reihe aus Kapitel
b.4] Eine kompaktere Darstellung ergibt sich durch Diskretisierung. This series is
in fact reminiscent of the Born approximation series (see chapter . In treating
series like these it is very easy to be sidetracked by the presence of various multiple
integrals. There is a simpler way of writing these equations, however. Suppose we
consider V' (r) a continuous function of the variable r. Let us now instead define
V(r) by its value on an array defined by an infinite set of points

r— T, Togl —Tp =0 (6.26)
V(r) —{V(r),V(ra),V(rs),...}... Vektor (6.27)

entsprechend wird G(r,r’; ) zur Matrix Having V' defined as an infinite array of
numbers, the next step would be to write it as a vector in the infinite dimensional
(Hilbert) space whose components are the V' (r,,). The Green’s functions are defined
in terms of two numbers (i.e., 7, ') so G(r,r’, E') will become a matrix function in
Hilbert space

damit Integrals like the one below then revert to being matrix products (where
now, of course, the order is important) so that we have

/G(r, s E)YV(r')ydr' — GV (6.28)

]

Anwendung einer
Matrix auf Vektor

damit kompakte Darstellung der iterativen Losung fiir ) If we now rewrite the
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perturbation series as

=1y + GV + GVGVYy + GVGVGV Yy + .. .. .. (6.29)
M
Y=g+ GV Dyson—Gleichung fiir ¢ (6.31)

Die Dyson-Gleichung ist dhnlich zur Lippmann-Schwinger-Gleichung aus Kapitel
[5.4] This integral equation is the simplest form of what is generally termed a Dyson
equation. It reminds us of the Lippmann-Schwinger equation discussed in chapter
[.4] In many cases we are not interested in the wave function itself. The Green’s
function contains so much of interest that it is usually far better to work with it
alone. Supposing we consider the same problem as before, but in terms of Green’s
functions.

Greenfunktion des gestorten Problems Green’s function of perturbed system

kennen Greenfunktion des ungestorten Problems Suppose we know the solution of
the problem

{E— H(r)}Go(r,r'; E) = 6(r — 1) (6.32)
in Matrixschreibweise or in matrix notation
{E-I—-H}Gy=1... Einheitsmatrix Identity (6.33)

suchen Greenfunktion die erfiillt wish to solve for the Green’s function of the
equation

{E—H(r) = V()G r';E) =d(r—1) (6.34)
in Matrixschreibweise or in matrix notation
{E-1-H-V}G=1 (6.35)

Losung gegeben mittels Solution given as

G =Gy+ GyVG  Dyson-Gleichung fiir G (6.36)

This is again a "Dyson equation”; this time for the Green’s function.

154



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

Beweis Proof: Anwendung von {E - I — H} von links
Operating on both sides with {E -1 — H}:

(E-1—H}G={E-I-HYGy+{E-1—H}G,VG=VG+1I

1 1

(6.37)
= {E-I-H-V}G=1 (6.38)

g

In der Rechnung wird iterative Losung verwandt: In actual calculations again, in
perturbation theory, we make successive approximations such as:

Go = Gy (6.39)
Gy = Go+ GoVGy (6.40)
Gy = Gy + GoVGy (6.41)
= Go+ GoVGo +GoVGoV Gy (6.42)
~—_———

G1

6.3 Zeitabhingige Greenfunktionen
Time-Dependent Green's Functions

zeitabhéngige Schrodingergleichung One must consider, in many cases, the time-
dependent Schrodinger equation. This is written as

{m% — ﬁ(r)} U(r,t) =0 (6.43)

hat die formale Losung and has the formal solution

t

Y(r,t) = P(r)e " (6.44)

Die zugehorige Greenfunktion ist definiert durch The defining equation for this
Green’s function is

{m% — ﬁ(r)} Glr,r's t,8)) = Bé(r — ') o(t —t) (6.45)

falls H = H(r), d.h. zeitunabhingig, dann héingt G nur von ¢ — ¢ = 7 ab. Kann
als Fouriertransformierte dargestellt werden Notice, that in this case, where H is
not a function of time, the Green’s function will only depend upon t —t' = 7. The
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Fourier transform of the energy-dependent Green’s function defined below is the
function we require.

G(r,r'sT) = %/G(T, v B)e”'F dE (6.46)
1 -
= 5 Sl [ (6.47)

Auswertung des Integrals Here we have substituted the eigenfunction expansion
form of the Green’s function. As it stands (for real energies) this integral is unde-
fined.
1 e n’
or | E-E,

— 00

dE (6.48)

wegen Singularitdt nicht moglich, verlegen Polstelle in komplexe Ebene. If we eva-
luate the integral by a contour integral, then we have a number of possibilities,
according to how we move the poles given by the zeros of the denominator.

E (6.49)

integrieren in komplexer Ebene integrate in complex energy plane

[+ [ - =Trew @
N2 \\_{/Residumj Residue

=0 fir for 7 > 0 weil
becguse
e rn” =0
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damit thus

—0o0

/ ori 1 (E—E,+id)e"n7
= 4T 1m
E—Ep—i6 E—FE,+1i

+oo
= 2mie™ T O(T)

;

fir 7 < 0 liegt das Integral in der
oberen Halbebene, dort gibt es keine
Polstelle und entsprechend verschwin-
det das Integral for 7 < 0 the integral
is performed in the upper plane, there
are no poles, and the integral thus va-
nishes

(6.51)

(6.52)

= definieren 2 neue Greenfunktionen according to how we place the poles in the

complex energy plane, we may define two Green’s functions

R
G (r,r"; F) ZEE+25

FT

GR(T, rit—t') = —i Z (1)) (T'/)efiEnT_w(t*t/) fiir for t > ¢

— fiir fort <t

retardierte Greenfunktion retarded Green’s function

GATTE Z _25

FT

GA(ryr'st =) =i S n(MU(r)e  PHEED i fort < ¢
-0 fiir fort >t

avancierte Greenfunktion advanced Green’s function

(6.53)

(6.57)
(6.58)

Warum interessant? Angenommen wir kennen die Eigenfunktion unseres Systems
bei (1, t"), dann erhalten wir die Losung bei (r,t) aus The time-dependent Green’s
function has one very interesting property, which gives rise to the term propagator
(see previous chapter!) Suppose we have a problem in which we know the eigen-
function at some particular space-time point (r,¢), then we can obtain the wave

function at a later time ¢ from the integral

W(r,t) = /iGR(r, r't— ) ) dr!

(6.59)
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Beweis Proof: G* einsetzen insert G

(1) = / S () e B ) d (6.60)

entwickeln (', t') nach stationdren Losungen expanding ¢ (r’,¢’) in terms of
the eigenfunctions gives

P07 ) = 3 b (e (6.61)
einsetzen we find
W(r,t) = / Z%(r)w;(r')e—i*’“{ L) gt ()~ R ! (6.62)
= Z QW (1 R [/dr' x (") (r") dr'] X (6.63)
R (6.:64)
e e Ve

\L n=m \L 6—0
1 1

|

Bem. Note: e Die Eigenschaft die Zeitentwicklung eines Zustands aus der zeit-
abhédngigen Greenfunktion zu erhalten, erinnert an die Propagatoren
Ko(Fg, tp; 7,t) aus Kapitel [5] Tatséchlich ist die Greenfunktion der
Schrodingergleichung des freien Teilchens i.w. der Propagator Obviously
in a very real sense the Green’s function tells us how the wave functi-
on develops in time or how the particle described by the wave function
propagates. Thus the Green’s function corresponds to the propagator
Ko(rg, tg; 7,t) introduced in chapter .

e Greenfunktion hat Pole bei den EW des Systems The Green’s function
has poles at the eigenvalues of the system

G(r,r'sB) =) % (6.65)

e Zusammenhang mit Dichtematrix The density matrix is defined as

p(r, 7', E) an §(E — E,) (6.66)
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gilt it holds

1 1
GA(r,r'; E)=G®(r,7; E) n
(r,'s B)=G(r v E:w NE—E % B-B 1
(6.67)
unter Ausnutzung von exploiting the standard identity
1 1
= P(= Yigo) .

(welche streng genommen nur unter dem Integral [ dz gilt) erhélt man
(which is strictly true only under an integral f dx) one obtains

GA(r,r E) = G™(r,r's E) = 210 Y b (r) 5 (r')6(E — E,)  (6.69)

p(r,r' E) = {GA (r,7; E) — G"(r,”";E)} (6.70)

27TZ

Analogously the diagonal elements of the density function that corre-
spond to the local density of states are obtained from the Green’s func-
tion

p(r,m E) = p(r E) = %% {G(r,r; E)} (6.71)
- _%% {G"(r,r; E)} (6.72)

Zusammenhang mit Erwartungswerten eines Operators The single-
particle Green’s function does not easily give the expectation value of
an operator in a general state.

betrachten O(r) Supposing, however, that we have an operator O(r),
then we can write the following related function

lim Sp[O(r)G(r,r';t — )] (6.73)
t'—t

r/—r

~ lim Sp [ci(r)an(r)w;(r')e”f Ol (674)
= lim Sp Y 47 (r")O(r)¢n(r) (6.75)
=¥ [0y dr (6.76)
= "(n|Oln) (6.77)
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(notice the use of the trace (= Sp) as a generalization of the sum of
the diagonal elements of a matrix), i.e., for the simple single-particle
Green’s function such an expression gives the sum of the expectation
values between the eigenfunctions. This is because all of the properties of
the physical system have not yet been included into the Green’s function.
In particular, the expectation value requires a knowledge of which states
are occupied.

Altogether, we see that in many respects the Green’s functions can replace the
wave functions in a single-particle system. This is not surprising, of course, in
view of the similarity of the wave equations satisfied by the two functions. The
reason for introducing Green’s functions is, however, that even when the concept
of single particle states have lost their meaning the Green’s function can be defined
and calculated in such a way that many of the properties seen in this chapter are
retained.

Beispiel: freies Teilchen Example: free electron

Eigenvektoren und Eigenwerte sind bekannt, es gilt start from the known eigen-
states and eigenfunctions

1 e h2k?
r) = —— ¥ B = —
¢K(7’) € ) k om

E—FE,+1id
B 0 /d3k; ezzz(ﬂm
e ) N EEE
QO 7 o i ) 61]3|F—F’\cos@
= sm@dﬁ/a@/l@ dk
(27r>30/ T E—ZE 45

Dabei wird das Koordinatensystem so gewahlt, daf &,||(7 — ) mit x = |77 — T
,r_.’

ergibt. Diese Substitution ergibt Chose coordinate system such that é.||(7 — 7)
with x = |7 — #|. This substitution results in
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2m

O [ kdk " .
— in 0do ikx cos 0
(2m)2 O/ E— 2 45 /0 s

~~
™
etkx cos 0
ikx

_ ethx _o—tkx

ikx

Ausdehnung des Integrationsgebietes fooo dk — ffooo dk vereinfacht den letzten
Term integrate [~ dk — [ dk to get rid of e~

Q0 7 k- dk - e
- (2m)2ix ) E— h;:f + 10

2m k-dk - et
h2 ( 2m(hEz+i6) _ k;)( 2m(§2+i6) 4 k;)/

I

I hat eine Polstelle 1. Ordnung in der oberen komplexen Ebene. Schliefsen den
Integrationspfad in der oberen Ebene und nutzen den Residuensatz aus. Close the
integration path by an infinite semicircle in the upper half plane, where I has a
pole, and employing the residue theorem.

fszm’ZResaf

mit Residuen fiir Polstellen 1. Ordnung gegeben durch with residue given by
Res,f =1lim, (2 — a) f(z). Damit hier This results in

ikx )
= —imwe'™"

I =2m lim —
k—=x K+ k

W. Dies ergibt insgesamt die retardierte Greenfunktion in

der Form The retarded Green’s function thus reads

mit where K =

Q  2m
GEh=__~— .2~
An2iz  Rh?
die sich mit x = |r — /| wie folgt darstellen 14kt back substitution of = = |r — 7’|
leads to

(=) -e
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QOm ei\ /2m(E+id)|r—r’|

k2 lr — 1|

Gi(r,1" E) =

(6.78)

Wenn man in der obigen Gleichung die Energie durch die kinetischen Energie des
freien Teilchens ersetzt, wird die Beziehung zum friither berechneten freien Progator
(vel. GL deutlich. Replacing the energy E with the kinetic energy of a free
particle shows the relation to the free propagator (Eq. calculated earlier.

Bemerkungen remarks

e Uber die Greenfunktion liRt sich auch die Zustandsdichte bestimmen (vgl.
6.72)) Local density of states obtained from the Green’s function, cf.

1
D(r,E) = — }i_r)rr}llm{GR(r,r’;E)} (6.79)
Qm . sin(Z2Ex)
= e (680
Qm3/2

= ——VE 6.81
V2r2h3 ( )
Zustandsdichte héngt nicht vom Ort ab und ist wurzelférmig, d.h. entspricht
unseren Erwartungen an freies Teilchen. Confirms our expections for a free
particle in three dimension.

e Zusammenhang mit Elektrodynamik? Betrachten den spezielle Fall E=0 For
the particular case E = 0 one obtains

1

GRr,7,E=0) ~ —————
(ryr ) Arlr — 7|

Offensichtlich ist dies die Greenfunktion zur Laplace-Gleichung, das heifst sie

erfiillt As can be seen from definition of the Green’s function 6.2 with E=0

and H ~ V? this is the Green’s function corresponding to Lapace’s equation,

ie.,

AGE(r,r, E=0) = —0(r —1).

Wenn wir die Greensche Funktion des homogenen Problems kennen, kennen

wir aber nach Gl. auch die Losung des inhomogenen Problems, d.h. der
Poissonproblems. According to the Green’s function of the homogenous
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problems provides the solution of the inhomogenous problem, i.e., Poisson’s
equation

AU(r) = —4mp(r) (6.82)

Das heikt U(r) kann iiber die Greensche Funktion als The electrostatic po-
tential U that satisfies Poisson’s equation is obtained as

Ulr) = —/G(T,r';0)47rp(7“’)dr'

T arn|r—r7|

[
=7

dargestellt werden, das heiftt daf wir damit ein elektrostatisches Potential in
quellenméfiger Darstellung erhalten.
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7 Mehrteilchensysteme
Many-particle systems

7.1 ldentische Teilchen
Identical particles

Bisher jeweils immer auf ein Teilchen, in der Regel auf Elektron fokussiert. Typi-
scherweise hat man es jedoch mit vielen Teilchen zu tun (Festkorper N = 10%3).
Until now we studied the properties of single particles, typically electrons. In rea-
lity, however, one typically deals with system that contain many particles. A solid,
e.g., has of the order of N = 10%* particles.

= brauchen Vielteilchenwellenfunktion need many-body wavefunction

[V) — (7, fmT- TN (7.1)

Koordinaten
aller N
Teilchen
N coordinates
Hh2

L0 - L } }
SG: zhaw(xl, c, TN) = {; 22797%’ +Vi(zy, ..., mN)} (@, ..., Zn) (7.2)

Losung beliebig kompliziert, machen die Approximation “unabhéngiger Teilchen”,
d.h. die Elektronen “sehen” sich untereinander nicht, d.h. Coulombabstofsung der
Elektronen klein gegeniiber Bindungsenergie im Zentralpotential. Analytical solu-
tion difficult, assume “independent particles”, i.e., the Elektrons do not interact
with each other, i.e. assume that the Coulomb repulsion of the electrons is small
compared to their binding energy in the external potential.

oL 2 N
=2 yv@E) =Y 4, (7.3)

~ 2m;
K3

zunéchst start with N = 2
machen Ansatz make ansatz (&, @2) = 11(Z1) - Yo(Ts)

Hyp = (Hy + Ha)py (F1)1(12) (7.4)
=1y [:Ilwl +11 ﬁzwz
—_ =~
E1n Ea2
= (E1 + E9)y (7.6)

D.h. fiir N unabhéngige Teilchen gilt For independent particles it holds
Y =1y -y - ... - Yy ist eine spezielle Losung und die zugehorige Energie ist is a
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special solution and the corresponding energy is given by

E = ZN: E; (7.7)

Bsp.: zwei Teilchen im Potentialtopf —a < x < a
Example: two independent particles in a potential well —a < z < a

E

AN

/\ n=2

I
w

N

m2h?

E,=n?-K mitwith K =
2ma?

(7.8)

die Teilchen seien in n; = 1 und n, = 3 assume the particles to occupy the states
ny=1and ny, =3

= Eip=FE + FEy= (n} +n3)K (7.9)
Y12 =1 (1)1a(2) (7.10)

Teilchen 1 in Zustand 1
particle 1 in state 1

=—- cosl)\l 1 -C051A2x2 (7.11)
a 2a I a I

T =1 n2:3

Untersuchen Zustand in dem Teilchen vertauscht sind Consider now state where
the particles are interchanged

(5% :p:ﬂ/h,z = 11(2)12(1) (7.12)

Operator der die
Positionen vertauscht
operator which
interchanges the 2 i

s
ositions = — —_— )\ . —_— )\ 7 13
P . CoS % 12 * COS 5a 2T1 ( )

offensichtlich Ey; = E4 » und obviously it holds Ey; = E 5 and

<¢1,2W2,1> = <¢1W2><¢2W1
——

0 0

) =0 (7.14)

d.h. die beiden Zustdnde sind orthogonal i.e, the two states are orthogonal
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Py5/Py; ... Wahrscheinlichkeit bei Wellenfunktion 2/t ein Teilchen bei z;
und ein weiteres Teilchen bei x5 zu finden probability to find in case of wave
function particle ¢ 5/191 one particle at xy and another particle at x,

4
Py =1 = - 5 COS (g)\ﬂl) - cos” (g)\%@) (7.15)

4 T T
P2,1 = ’wZ,l‘ = ? C082 (a)\y’]ﬁg) . COS2 (E)\Q.ﬁﬂl) (716)

i. allg. generally P o # P», fiir for z; # x5!

Falls die Teilchen ununterscheidbar sind, wie z.B. Elektronen, ist dieses Ergebnis
unphysikalisch! This result is not meaningful in case of identical particles! Identical
particles, also called indistinguishable or indiscernible particles, are particles that
cannot be distinguished from one another, even in principle!

= Losung des Problems: Bilden eine Liko aus den orthogonalen WF 1) o und ) ;
The problem can be solved by forming a linear combination of the two orthogonal
wave functions 1 o and 19

¥s(1,2) = 7(1/)12-1-@/)2 1) (7.17)
7 (¥1(1)92(2) + 1 (2)42(1)) (7.18)
$a(1,2) = (wm — o) (7.19)

%I

(@/)1(1)%(2) — 1(2)¢2(1)) (7.20)

I
Sl

(Ubung: Zeigen, dak (1)) = 1 und {(¢4|tp4) = 1 wenn die Einteilchenwellen-
funktionen ;(¢) normiert sind. Exercise: Show that (¢g|ig) = 1 and (Yaltoa) =1
for normalized single-particle wavefunctions 1;(i))

Offensichtlich Obviously
¥s(2,1) = Paps(1,2) = ¥s(1,2) (7.21)

WF symmetrisch bzgl. Teilchenaustausch Wavefunction symmetric upon particle
exchange

a(2,1) = Pspa(1,2) = —1a(1,2) (7.22)
WEF antisymmetrisch bzgl. Teilchenaustausch Wavefunction antisymmetric upon
particle exchange

= Py = P fiir ¢g/4, d.h. die neuen Liko tragen der Ununterscheidbarkeit von
identischen Teilchen (z.B. Elektron) Rechnung the linear combinations formed
above take the fact into account that the particles are indistinguishable
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Fiir Vertauschungsoperator P; gilt For the interchange operator P; it holds

P?= PPy =1 (7.23)
damit thus R
P2p(1,2) = a®¥(1,2) = ¢(1,2) (7.24)

d.h. EW a==+1, d.h.a€R hence, for the eigenvalues a = £1, i.e. a € R
= Py hermitescher Operator hermitian operator

weiter gilt furthermore [Pf, H | = 0, Beweis: proof:

P:HY(1,2) = Py(By+E)v(1,2) = (Bi+E)Psp(1,2)  (7.25)
N——
N ¥(2,1) J

HP#)(1,2) = Hy(2,1) (7.26)

(Erinnerung QMI reminder QMTI)

a, P oA
—(Y|AlY) = (Y|=[H, A — 2
CUOIA) = WIS, Allg) + (S ) (7.2
wegen because of [Pz, H] = 0 und andaa—]? = 0 sind die EW it holds for the
eigenvalues @ = +1 Erhaltungsgrofen des Systems, d.h. that are preserved upon
time evolution, i.e.,

Der Symmetriecharakter eines Systems unter Vertauschung der Koordinaten
von zwei Teilchen ist eine Erhaltungsgrofe. The symmetry properties of a
physical system upon interchange of two particle positions is conserved.

Allgemein gilt: Generally it holds:

Ein Vielteilchensystem ist in jedem Fall entweder symmetrisch oder antisym-
metrisch bei Teilchenaustausch und behélt diese Eigenschaft bei. A many-
body systems can be classified as either symmetric or antisymmetric upon
particle interchange and will not change its symmetry properties.

Fiir For xy = x5 gilt it holds

[¥s]” = 2[(2)]*[¢2(2) |

) Beweis: Ubung proof: exercise (7.28)
[al” =0
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D.h. bei einem antisymmetrischen System keine Wahrscheinlichkeit identische Teil-
chen bei der gleichen Koordinate zu finden. Two identical particles of an antisym-
metric system cannot occupy the same position (more generally: single-particle
state)

Bei symmetrischen System ist die Wahrscheinlichkeit gleicher Koordinaten doppelt
so groft wie bei unterscheidbaren Teilchen! The probability to find two partiales of a
symmetric system at the same position (more generally: in the same single-particle
state) is twice as large as for not-identical, independent particles!

Symmetrieeigenschaften des Systems hdngen von Natur der Teilchen ab: The choice
of symmetry or antisymmetry is determined by the species of particle:

- Teilchen mit halbzahligem Spin haben antisymmetrische WF Particles that
have half-integer spin have antisymmetric wave functions
(Bsp.: Elektronen, Protonen, examples: electrons, protons, ... )

— werden als Fermionen bezeichnet Particles with wavefunctions anti-
symmetric under exchange are called fermions.

— konnen gleiche Quantenzahlen (oben: gleiche Koordinaten) nicht be-
setzen Fermions cannot occupy the same single-particle states. This is
known as the Pauli exclusion principle, and it is the fundamental reason
behind the chemical properties of atoms and the stability of matter.

= daraus resultiert z.B. der Schalenaufbau der Atome this is causing, e.g.,
the aufbau principle

- Teilchen mit ganzzahligem Spin haben symmetrische WF Particles that have
integer spin have symmetric wave functions
(Bsp.: Photonen, Phononen, examples: photons, phonons, .. .)

— werden als Bosonen bezeichnet Particles with wavefunctions symmetric
under exchange are called bosons.

— besetzen bevorzugt die gleichen Quantenzahlen (oben: gleiche Koordi-
naten) Bosons have a tendency to clump into the same quantum state,
which underlies phenomena such as the laser, Bose-Einstein condensati-
on, and superfluidity.

7.2 Fermionen
Fermions

speziell Elektronen focus on electrons

e~ mit verschiedenen Spin—Orientierungen sind prinzipiell unterscheidbar (z.B.
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durch Anlegen eines B-Felds). Electrons of different spin orientation can be dis-
criminated, e.g., by applying an external magnetic field

= beziehen Spin—Koordinaten mit ein, d.h. need additionally their spin coordinate

P1(1) = (2, s1) (7.29)

um System vollstdndig zu charakterisieren for complete characterization of the
electrons

pf — p:i’,s
pf,s?/)l,z = pf,s [@/)1 (fl, 81)%02(52, 32)]

= [¢1(f2, 82)w2(fl7 Sl)]
= 2,1

Falls keine Wechselwirkung zwischen Orts— und Spinkoordinate bestehen (d.h.
unter Vernachldssigung der Spin—-Bahn—Kopplung) kénnen wir WF in Orts— und
Spin—Anteil faktorisieren: In case there is no interaction between spatial and spin
coordinates (i.e., if spin-orbit interaction is neglected) we can factorize the spatial
and spin dependence of the wave function:

7.30

7.31
7.32

)
)
)
7.33)

(
(
(
(

W@ = @) (e tax) (7.34)
Ortsfunktion spatial function X(S)

Spinfunktion
spin function

jetzt speziell 2 Elektronen consider now two electrons

mufs antisymmetrisch sein needs to be antisymmetric
= 2 Moglichkeiten: two possibilities:

- symmetrisch im Ort, antisymmetrisch im Spin symmetric with respect to
position, antisymmetric with respect to spin

- antisymmetrisch im Ort, symmetrisch im Spin antsymmetric with respect to
position, symmetric with respect to spin

dabei for the spin function it holds

xs(1,2) = c- {x1(1)x2(2) + x1(2)x2(1)} (7.36)
xa(1,2) :%. Da(Mx2(2) — xa(2)x2(1)} (7.37)

Normierung
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damit hence

(A)
¢(A)(1,2) _ {% (172)XS<172> (7.38)

9 (1,2)xa(1,2)

kénnen Spinfunktion explizit angeben, da nur 2 Einstellmoglichkeiten vorhanden:
spin funktion allows only for two values, may be explicitly given

*X+(1) Teilchen 1 hat Spin particle 1 has spin 1

1 .
Xl )\; X (1) Teilchen 1 hat Spin particle 1 has spin | (7.39)
damit folgende Md6glichkeiten thus two possibilities
T+ =xx+(2) =x3
T+ u} 1 .
= = — Dx_(2) + 2)x_(1)] = 7.40
Xs ey \/ibu( )X-(2) + x+(2)x-(D] = x (7.40)

WA =x-x-(2) =x1"

TR B .
i — { e ¢} — sl @ -l = (74

mit der Notation above the following notation has been used

e my ... 2—Komponente des Gesamtspins z component of total spin
Xs s =81+ So... Gesamtspin total spin
(7.42)

haben have S =1

me = {—1,0, 1} (7.43)

it XY xi

= werden als “Triplett”"-Zustédnde bezeichnet are called "triplet” states
X hat S =0, my =0 = Singulett-Zustand is called "singlet” state

(Ubungsaufgabe: Beweisen, daf die Liko’s der y.(i) tatsdchlich zu Triplett/
Singulett—Zustéanden fithren Exercise: Demonstrate that the linear combinations
above are indeed spin triplets or spin singlets)
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graphische Interpretation schematic illustration

J/

)

Xss
Triplett,

“Spin parallel” (7.44)
triplet

“spins parallel”

X1

XA

Singulett
Gesamtspin verschwindet & (7.45)

“Spin antiparallel” singlet
“spins antiparallel”

>OPOOODC
)

Falls die Spins ein Triplett bilden, ist die Ortswellenfunktion antisymmetrisch Spin
triplets have antisymmetric spatial wavefunction

Fiir Singulett—Zusténde ist die Ortswellenfunktion symmetrisch Spin singlets must
have symmetric spatial wavefunction

Bem.: Der Symmetriecharakter der Ortswellenfunktion hat oft grofsen Einflufs auf
die Energie des Zustands und bestimmt damit die Symmetrie der Spinorientierung
Remark: The symmetry character of the spatial wave function often has large
influence on the state energy and thus enforces a specific spin orientation

Verallgemeinerung fiir N Fermionen Generalization to /N fermions

bisher 2 Fermionen, WF' ist antisymmetrisch gegeniiber einer Vertauschung der
Teilchen previously 2 fermions, wave function antisymmetric with respect to par-
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ticle interchange

a(1,2) = %[%(1)%(2) - wz)zf 1) ] (7.46)
(%1, s1)
- 1 coordinates

v(l) p@) ST
/2 [12(1) 1a(2) quantum state (7.47)
Darstellung als

Determinante moglich
suggests representation
as a determinante

(e.g. n, I, m, mg)

Diese Darstellung kann auf N Fermionen verallgemeinert werden The expression
can be generalized to any number of fermions by writing it as a determinant. For
an N-electron system, the "Slater determinant” is defined as
. (1) ... i(N)
Ya(l,2,...N)= —| (7.48)

VN ) o ()

die Vielteilchen—-WF ist dann in der Form einer “Slater—Determinante” gegeben

Falls 2 Teilchen im gleichen QZ
= 2 Spalten der Determinante sind gleich

= ¢ 4 =0
Pauli-Prinzip: 2 Fermionen des gleichen Systems kon-
= nen nicht in allen ihren QZ {iiberein-
stimmen

The use of Slater determinants ensures conformity to the "Pauli principle”. Indeed,
the Slater determinant vanishes when two (or more) spin orbitals are the same.
In chemistry one expresses this fact by stating that no two electrons can occupy
the same spin orbital. The Pauli exclusion principle is the quantum mechanical
principle that no two identical fermions (particles with half-integer spin) may oc-
cupy the same quantum state simultaneously. A more rigorous statement is that
the total wave function for two identical fermions is anti-symmetric with respect
to exchange of the particles. The principle was formulated by Austrian physicist
Wolfgang Pauli in 1925.

7.3 Hartree-Niherung
Hartree approximation

Suchen Néherungsverfahren zur Losung eines Vielelektronensystems im Feld meh-
rerer Atomkerne In search for an approximate solution of the many-electron pro-
blem

172



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

Problemstellung: Hamiltonoperator der e~ Problem defined by the following Ha-
miltonian:

N 2 N N7N 2
N [ B 1 e
b= ——V? Y V) + 5> ——— (7.49)
2m 2 (Tk — T’k/)
k=1 k=1 kk!
—_ ~ Vv - N TV -
kin. Energie der e~ kinetic energy  ext. Potential .- _ .- _ \WW interaction
M
mit where V (7) = E — Lac”
k |Ra_7:k|
a=1

~—

Atome atoms

gilt energy eigenvalue problem ﬁ\IJ(flal; iy Tpoy) = E€U(...) mit Spinvariable o
where o denotes the spin

machen fir Vielteilchen WF U den Ansatz let us assume a trial wave function of
the form

Wy (710155 Tnon) = V(155 70) X (015 0 0)

sinnvoll, da H nicht auf Spinkoordinate wirkt (keine Spin-Bahn oder Spin-Spin-
Kopplung) factorization of spin and spatial coordinates makes sense, because Ha-
miltonian does not act on spin

konnen y weiter faktorisieren since we do not consider spin-spin interaction, we
can further factorize x

X(o1;.;00) = x1(o1)x2(02) - ... - Xn(on) (7.50)

faktorisieren auch W factorize ¥ as well

(7155 7n) = P1(F1)p2(Ta) - oo - @n(Tn) (7.51)

Fiir ¥ ist diese Darstellung nicht exakt, da die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
die Elektronen untereinander koppelt, keine unabhéngigen Teilchen. Aufterdem
ist die so konstruierte Gesamtwellenfunktion ¥y symmetrisch unter Teilchenaus-
tausch, d.h. sie geniigt nicht dem Pauli-Prinzip fiir Fermionen! The factorization
of WU is certainly an approximation, because the elektrons interact with each other
via the Coulomb repulsion. Moreover, the trial wave function is not antisymmetric,
and thus does not take into account the exclusion principle!

Hoffnung: Kommen durch Variation von Wy im Sinne des Ritz’schen Variations-
prinzips dem elektrischen Grundzustand zumindest nahe. One hopes to obtain via
energy minimization techniques like the Ritz method a reasonable wave function
nevertheless.

Damit Hartree-Ansatz der Wellenfunktion: Thus Hartree ansatz for many-electron
wave function

Vg = @1(T1)x1(01)...0n(Tn) Xn(0n) (7.52)
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nach Ritz gilt According to the Ritz principle it holds
Ee < <\1/H|ﬁ1|\1/H>

WF normiert, im einzelnen gilt Assume wave function to be normalized. It holds

Spins

Z ]\PH(FlUl;...;Fnan)|2d3fl..dgfn =1

01..0n
> Ix(on; o) =1

01..0n,

Z X; (0)x;j(0) = ds,5; = 1 fiir parallele Spins, sonst 0 for parallel spins, 0 otherwise

/]\IJ Tiy .oy T, | W dPr. AP, =1

berechnen damit now calculate <\If w|H|U H> =1

Spin-WF — Multiplikation mit 1 Since the Hamiltonian does not contain the spin,
the spin function integration amounts to a multiplication with 1

bleibt Ortsanteil We are left with the spatial wave functions. Because H only
operates on the kth particle (or the kth and the k’th particle), the integrals over
all the other particle coordinates are equal to one. Therefore the integral simplifies
to

=3 [eit) ) {20k v ba(n) ol ',

e
+_ Z /@1 Tl (Tn)f—,spl(fl) Cet gOn(fn)d3T1 S d37”n

k K k£k!

—2 [ i { h2v2+v< D} e

+_ Z /gOk Tk; (,Dk/ |Q0k(’f‘k)90k/(7"k/)d T’kd Tk
k k' k#kK!

Suchen jetzt die Einteilchenorbitale ¢;, die den Ausdruck I minimieren. Neben-
bedingung: ¢; auf 1 normiert, wird mit Methode der Lagrange-Multiplikatoren
beriicksichtigt. The trial wave function does not take into account the exclusion
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principle. The latter plays an important role, since if all the electrons could be
in the same quantum state, the energy would be minimum with all the electrons
in the lowest-energy single-particle orbital. To take the exclusion principle into
account, we add to the ansatz represented the rule: Every electron must be in a
different state. Technically, we do this by minimizing the energy subject to the
constraint that the single-particle orbitals ¢; are normalized to one electron. This
is done by applying Lagrange multipliers.

= Minimierungsproblem fiir Funktional The optimization problem thus reads

Flps] = {1[901, o ®n] = ) e <sok|<,0k>} (7.53)

k=1

notwendige Bedingung fiir Minimum for minimum it holds

OF [p;(T5)]
0p5(75)

nach Rechenvorschrift gilt fiir Funktionalableitung evaluation of functional deri-
vatives

OF [p;(ry)] _ OF o
= = o(r; —r;
sei(r) o)

J

und wir erhalten somit The factor % in front of the interaction term drops out

because there are two equal terms from the derivative, m = k and m = k’. Thus

{ ik L+ V(F) }sog (7}) +Z/90k k) |s0k(7“k)d Prps(75) = €3p3(7))

k#j

mit Teilchendichte with electron density n(r) = Zk 1wy [ PR ()P L0 ()2
und Umbenennung and after relabeling 7, — #; 7“ =T

folgt die Hartree-Gleichung one obtains the Hartree equation

{ B L s /e%(f’)c{?’ﬁ _/ el (P, }%@) = e;0;(7)  (7.54)

201 = 7

d.h. Elektron im Orbital ¢; sieht Electron occupying orbital ¢; is subject to
e externes Potential external potential V(7) (Atomriimpfe e.g., due to ions )
e clektrostat. Potential aller anderen Elektronen Coulomb potential of all elec-

trons ) "o
e“n(r \d°r
/(—>,sz<77)

=71
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e reduziert um die Selbstwechselwirkung reduced by the self-interaction

20, (72 .,
€ |SDJ(T )l B = VSI(T>

=7

Wie kann man die Hartree-Gleichung 16sen, wenn das effektive Potential

Verp(r) = V() + Vu(r) — Vsi(7)

von der (zunéchst unbekannten) Teilchendichte n(7) abhéngt?

= "Selbstkonsistenzverfahren”

The difficulty with solving this problem is that the Hartree potential connects
the solutions of each of the single-particle states. In other words, this poten-
tial for particle m depends on the states of all the other N — 1 particles.
For this reason, it is sometimes referred to as the ”Self-Consistent” potenti-
al. The difficulty in solving for the N —particle state is simply that of finding
a set of single particle states ¢; that together are solutions to the Hartree equation.

Starten von geratener Startladungsdichte e?ng(7) (z.B. aus der Superposition ato-
marer Ladungsdichten) und iterieren die Hartree-Gleichung, bis sich die WF (und
damit das Potential) nicht mehr &ndern.
Blockdiagramm des selbstkonsistenten Verfahrens zur Losung der Hartree-

Gleichung;:
2v\72 n -
no(F) [ Veys (M) — {}127: +V2ff(r)}soj =& | n(® =Y loe (M) | Vi = ‘ez"i/)' Sy
=1 rT=7r
Vi) no VI ) = V2@l < 6 | VI (F) = V(FE) + Ve (F) — Var(7)

|

yes

end

The approach to solving this problem numerically is essentially:

e Guess a set of single particle states, ;.

e Compute the Hartree potential, V, for each of the particles using the states

guessed above.

e Solve the single-particle (Hartree) equations for the states using V.
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o If the states obtained are the same as the states entering Vy, you are done.

e If the states obtained are different than the states entering Vy, use these as
a new guess at the states.

e Repeat until convergence (solutions = guesses).

There are some subtleties in the process. The most important is that after solving
for the single particle states, the new guess at the states is a mixture of the old
guess from and the new solutions. If one uses the new states as the guesses, wild
oscillations in the numerics often occur. Of course, the solution to the Hartree
equation is not exact. The approximation used is that the solution to the problem
can be written as a product of single particle states. This is the usual variational
simplification, where the region of Hilbert space considered is limited by some guess
as to the form of the states. Better solutions to the N—particle problem involve
linear combinations of these Hartree-like basis states. This will be discussed in the
next paragraph.

7.4 Hartree-Fock-Methode
Hartree-Fock Method

Hartree-Verfahren: Hartree Ipethod
Minimieren Minimize ( Vy|H|Wy ) bez. with respect to |¥g)

Problem: Raum der Funktion |¥y), die zur Minimierung benutzt wurde, enthélt
die "wahre” WF gar nicht! However, the region of the Hilbert space that is consi-
dered in the minimization does necessarily not contain the "true” solution!

(Uy|H|y)

|@5) W)

| (7181, ..., "NSn)) ist symmetrisch beziiglich Vertauschung zweier Elektronen
|Wy) is symmetric upon particle interchange

= erfiillt nicht das Pauli-Prinzip fiir Fermionen does not comply with the Pauli
principle

= Idee von Fock: Minimieren <\I/|I:I |\Il> iiber den Raum der antisymmetrischen

WF Focks’s idea: minimize <\Il|ff |\Il> within the Hilbert space of antisymmetric
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wave functions
= Ansatz: Slater-Determinante ansatz: Slater determinant

prxa() - en(xw(1)
|‘IIHF(7’151, ...,T’NSN)> = : . i

%\H

¢1(N)X1(N) . soN(N)xN(Nj (7.55)

\/— > (= (P)x1(P) .- on(P)xn(P)

Summe lduft iiber alle Permutationen sum up over all permutations
WF normiert assume normalized wave function (Vyp|Vpyp) = 1
Einteilchenorbitale orthogonal single-particle orbitals orthogonal

<§0i‘90k> = Oik

jetzt analoges Vorgehen wie bei Hartree-Naherung; berechnen proceed in analogy
to the derivation of the Hartree equations, calculate

<\11HF|ISI|\11HF>

N

- ZZ LG { =T 4 VD) b (P
+_ Z Z XSZ(O-Z)goj<])X:j|(§j)_¢i<|l.)>(5i(O-i)soj(j)XSj( )d3 d3
1,§51#5 04,07 i 7
(0)x3,(00)@7 ()X, (0)0i(0)Xs, (0:) 0 (3)Xs; (07) 5 o
__ z;é Z P d°r;d’r;

der Term —% tritt bei Hartree nicht auf, hier zusétzlich, da ungerade Permutatio-

nen explizit eingeschlossen sind; gilt term starting with —% did not occur in the
derivation of the Hartree equation, it results from the inclusion of odd permutati-
ons in the wave function; exploit

Z Xsl XSJ = 65i3j

= Spinsummen in 1. und 2. Zeile entfallen; 3.Zeile: summation over spins in 1st
and 2nd term leads to multiplication with 1, in the 3rd term it results in:

D x5 (00X (07) X, (01)Xs, (05)

0,04
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= Z <Z ij(ai)xsi(0¢)> X5, (95)xs;(05)

N

-~

)

3iSj

= Z 5Si8jX;(0j)X5j (Uj) = 531'53‘

Tj
=1 (¢; und and e; haben gleichen Spin have same spin)
oder or = 0 (¢; und and e; haben untersch. Spin have different spin)

damit altogether

(s 9} = 3 / { LV bt

Y / )63 ) i) )y

1,517
2 . .
i\l)¥j
1 Z 533/ )%({) sf()%(y)dgﬁdgfj
Y |Tz _Tj|
J#J

Summand 1 + 2: analog Hartree; Summand 3: Austauschtern, neu bei HF first
and second term already known from the Hartree method, the third term is new,
it is the so-called exchange term, characteristic for HF

Bem.: Austauschterm hat neg. Vorzeichen =- verringert die Energie im Ver-
gleich zur Hartree-Naherung = HF bessere Approximation Note: The exchange
term has a negative sign, therefore it lowers the total energy in comparison to
the Hartree method, that means HF is superior to the Hartree method, as expected

Gehen jetzt weiter analog wie bei Hartree vor, minimieren <\I]HF|[:] |\I/HF>

beziiglich der Einteilchenorbitale mit der Nebenbedingung der ; normiert auf 1
Proceed further in analogy to the derivation of the Hartree equation, minimize

<\IJHF|]:I |W HF> with respect to the single-particle orbitals under the constraint

that the latter are normalized to 1

= Minimierungsproblem fiir Funktional Optimization problem for the functional

below
Flps] = {<‘I’HF|1EI|‘I’HF> > e (prlen) } (7.56)

k=1
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oF
5o =0 fiihrt auf Hartree-Fock-Gleichung leads to Hartree-Fock Equation
®j

{5 Vo + [ 2w o

lr—r

J/

analog Hartree-Ndherung same as in Hartree

_ o2 Z S, / G )@j(r_l)ﬂok(r)d:af’ = ¢;5,(7)
k

|r — 7

J/

~
Vz(4)(7)g@;(7) .. orbital-abhéngiges Austauschpot. orbital dependent exchange potential

(7.57)

Bem.: V¥ ist fiir jedes Teilchen unterschiedlich, beschreibt WW vom j-ten
Teilchen mit anderen Elektronen gleicher Spinorientierung s; = s,

Verursacht, dafs sich e~ gleichen Spins nicht beliebig nahe kommen kénnen, d.h.,
daf zwei Elektronen nie in Orts- und Spinkoordinaten {ibereinstimmen.

= stellt Pauli-Prinzip sicher!
= wesentliche Verbesserung gegeniiber Hartree!

Problem: Coulombabstofiung fiir kleine Absténde beliebig groft = auch Elektronen
unterschiedlichen Spins weichen sich aus (sogennante Korrelation der Bewegung)
Diese Korrelationseffekte sind in HF nicht enthalten (und bilden ein wesentliches
Arbeitsgebiet der Quantenchemie sowie meiner Arbeitsgruppe).

Note: V¥ acts differently on different particles, describes interaction of jth
clectron with other electrons of same spin orientation s; = s,

This potential ensures that electrons of the same spin avoid each other, i.e., it
ensures the no two electrons have the same spin and position coordinates.

= enforces Pauli principle!
= substantial improvement over Hartree!

Remaining problem: Coulomb repulsion is strong for short range = also electrons
of different spin tend to avoid each other
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The treatment of these so-called correlation effects is what a large part of quantum
chemistry is about!

7.5 Besetzungszahlformalismus
Occupation number representation

Wesentliche Motivation fiir Einfiihrung der QM war die Quanten— bzw. Teilche-
neigenschaft von Licht, z.B.

— Compton—Effekt
— photoelektrischer Effekt
— schwarzer Strahler

Tatséchlich behandelt wird aber im wesentlichen der Wellencharakter der Teilchen,
d.h. die Schrédingergleichung.

In the introduction to elementary quantum mechanics, much of the experimental
evidence presented concerns the quantum (or particle) nature of light (Compton
effect, photoelectric effect, infrared catastrophe, etc.), yet the wave nature of par-
ticles and the Schrédinger equation dominate most considerations from then on.

Im folgenden entwickeln wir einen Formalismus zur Behandlung des Teilchencha-
rakters der Wellen (sogenannte 2. Quantisierung). In this chapter we will look
at the particle nature of waves and begin the development of a unified approach
to fields and particles suitable for most applications but especially to condensed
matter, where many of the interesting effects concern oscillatory phenomena.

Exp. Beispiele:

Welle Elementaranregung
e Atome im FK Schwingungen Phonon
e ¢ im FK Plasmawellen = Plasmon
e mag. Dipole im FK  Spinwellen Magnon
e Atome in Fliissigkeit Wirbel (‘He)  Roton
e em. Feld em. Welle Photon

The table below shows a range of examples of waves where the quantum of energy
and momentum (or elementary excitation) is known.
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Wave Elementary excitation
e Atoms in solids Vibrations (sound waves) Phonon
e ¢ in solids Plasma waves Plasmon
e Mag. dipoles in a solid Spin waves Magnon
e Atoms in liquids Eddies (*He) Roton
e Electromag. field Electromag. wave Photon

Betrachten System mit Potential U(r) mit Eigenzustdnden ®4(r) und Energien ¢
Consider system characterized by potential U(r) with eigenstates @, (r) and eigen
energies €

fillen System mit N Teilchen auf (betrachten im Moment keine WW zwischen den
Teilchen) fill the system with N particles (assume for the moment no interaction
between the particles)

Bei Fermionen erzwingt das Pauli-Prinzip eine Verteilung im Grundzustand mit
je einem e~ auf einem Niveau: The Pauli principles enforces a ground state distri-
bution with one electron per level in case of Fermions:

—e— £5=¢; % — &
—_— L

—— — &

—e—5, —
Grundzustand angeregter Zustand
ground state excited state

Die Darstellung des Systems kann vereinfacht werden, wenn wir uns auf den Grund-
zustand beschrinken und nur Anderungen des Grundzustands verfolgen, d.h. wir...
The representation of the system can be simplified if we restrict ourselves to pay
attention only to changes to the ground state; remove Fermi sea from the picture
above and...

gehen in Teilchen—Loch-Bild: enter the particle-hole representation
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+
€ — &
——
Grundzustand angeregter Zustand
(dquivalent zu vorhin) (dquivalent zu vorhin)
ground state excited state
(equivalent to earlier) (equivalent to earlier)

Das Loch ist jetzt als Antiteilchen (z.B. Positron) zu verstehen, Teilchen im ei-
gentlichen Sinne sind jetzt nun die Teilchen oberhalb der Fermi-Energie. The hole
is to be understood as an antiparticle (e.g., positron), actual particles are now the
particles that are excited above the Fermi energy.

Loch hat negative Energie The hole has a negative energy
ehole — _epe (7.58)

(Loch will aufsteigen, Teilchen absteigen The hole gains energy by moving up, the
particle releases energy by moving down)

= zeitabhédngige Wellenfunktion des Lochs time-dependent antiparticle wave func-
tion

Elrole — (pKe*i(*ﬁK)t/h € < €p (759)

= pgelert/h (7.60)

D.h. Loch im Teilchen—Loch—Bild kann interpretiert werden als ein Teilchen, das
in der Zeit riickwérts lauft. The hole may be understood as a particle that moves
back in time in the particle-hole representation.

Gesamtwellenfunktion nicht wechselwirkender Teilchen ist das Produkt der Einteil-
chenwellenfunktionen, bei identischen Fermionen muf sie jedoch antisymmetrisch
werden. The many-body wave function of non-interacting particles may be written
as product of the single-particle orbitals. In case of Fermions, however, it needs to
be antisymmetric.

— Slater—Determinante Slater determinant

. Yy (r1) oo PR ()
Py k(11 TN) = —F—= : : (7.61)

vV Yry(r) - Pry(TN)
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Bem: Im Falle von WW der Teilchen untereinander kénnen die korrekten Vielteil-
chenwellenfunktionen als Linearkombination von Slaterdeterminanten darge-
stellt werden. In the case that the particles interact the correct many-body
wave function may be written as linear combination of Slater determinants.

Vereinfachen die Notation, indem wir nur die Besetzung der Einteilchenorbitale
beriicksichtigen Simplify the notation by restricting ourselves to the occupation of
the single-particle orbitals

‘I)Kl,.,.,KN(Tla---aTN) — |n1,n2,n3,...> (7-62)

mit n; = 0 oder 1 (Pauli-Prinzip) where n; = 0 or 1 (Pauli principle). This is called
“occupation number notation” and reminds us of the shell notation for atoms, e.g.,

(1s)%(25)*(2p)".

Damit angeregter Zustand von vorhin The excited state discussed previously is
thus given as
|117127037147157067077187'"> (763)

Gehen jetzt wieder ins Teilchen-Loch-Bild und halten nur Anderungen vom
Grundzustand fest. Now in most cases of interest the systems are weakly exci-
ted, i.e., only a few of the particles change their position from that in the ground
state. Move again to the particle-hole representation, note only the changes to the
ground state.

®y=0) ... Grundzustand, Fermi-Vakuum Ground state, Fermi vacuum
(7.64)
Der angeregte Zustand ist dann The excited state is then given as
o = |15, 13). (7.65)
Loch auf Niveau hole in level 3 Teilchen auf Niveau particle in level 8

In dieser Notation sehen auch die Operatoren anders aus, z.B. Also the operators
are affected by this change in presentation, consider for example
(I)initial == |117 027 037 .. > (766)

\L — Storoperator perturbation V (r,p)
Ppinar = 01,02, 13,04, .. ) (7.67)

D.h. die Wirkung des Storoperators entspricht der Vernichtung eines Teilchens in
1 und der Erzeugung eines Teilchens in (3 The perturbation operator destructs
or annihilates a particle in ¢; and creates a particle in @3

= definieren define ¢; ... vernichtet Teilchen in ¢; annihilates particle in ¢,

¢l .. erzeugt Teilchen in ; creates particle in ¢;
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und konnen durch geeignete Kombinationen der ¢, ¢* alle Operatoren ausdriicken
may express all operators by suitable combinations of these ¢, &

Bem: Note: Im Prinzip nichts neues, bekannt vom harmonischen Oszillator re-
minds us of creation and annihilation operators of the harmonic oscillator

7.6 Feldoperatoren
Field Operators

Um Antisymmetrie der WF bei Vertauschung zweier Fermionen zu gewéhrleisten,
definieren wir In order to enforce antisymmetric wave functions for fermions we

define

éz-|n1, RN (P > = (—1>ZZTLZ|TL1, o,ng— 1,0 > (769)
mit where Z:nl—{—ngjt...—l—ni_l

Beispiele: Examples

Gil...,0;..)=0 (7.70)
el i1, =0 (7.71)
¢3/1111100...)=1]1101100...) (7.72)
¢f]1110100...) =—|1111100...) (7.73)
Gy C3CY C64¢111100...)
=¢5 636 Co¢d]0100...)
=C5 ¢3¢ ¢2(—1)]01100...)
=¢5 ¢3¢ (—=1)001000...)
=c¢5¢3(=1)]1010...)
=¢5|1000...)
=—|1100...) (Teilchenaustausch particle exchange) (7.74)
Bem.: Note: e konnen alle Zustdnde aus dem Vakuumzustand generieren:

may generate all states from the vacuum state

1, na, .. = ()™ (&)™ ... 10,0,...) (7.75)
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e ¢! hermitesch konjugiert zu ¢;, klar nach ¢ hermitian adjoint to ¢;, see

below
~ N 1 ﬁz:()/\nz:l
<,TLZ,|CZ|,7’LZ,>: i
0 sonst otherwise
- R 1 n,=1An; =0
(g, e ng, ) = ’ ‘o
0 sonst otherwise

Z AN

(7.76)

(7.77)

(7.78)

herm. konj. hermitian conjugate

d.h. aber auch, daR ¢; und ¢ nicht selbstadjungiert sind, d.h. keine
Observablen darstellen. this means at the same time, however, that ¢;
and ¢ are not self-adjoint, i.e., they do not correspond to observables

Konnen hermiteschen Operator aus é;, ¢ konstruieren: may, however,

construct hermitian operator from ¢, &'

5

== (et =

n; =¢; ¢ = (G G

Eigenschaften von Properties of n;:

&reilng,ng, . Ly ) = (1)=&, 05,.0)

= (=Xt 1)

=|ny,ng, ..., 1;...)
éjéi|n1,n2,...,0i,...> = 0|TL177’LQ,...,0¢,...>
:>él+él|n1,,nz,> :ni|n1,...,ni,...)

legt die Bezeichnungen suggests the following notation

n, =C ¢... Anzahloperator

number operator

N = Z e Gesamtanzahloperator

total number operator

nahe.

(7.79)

(7.86)
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¢, ¢; geniigen satisfy

Fermionischen Vertauschungsrelationen
Fermion commutation relations

o 6,y =ach +¢fé =0

o [¢, ¢ =0

¢ [@ﬁéﬁh =0

Beweis: Proof: folgt aus Definition clear from definition

(7.87)
(7.88)
(7.89)

Bem.: Note: Definition ist so gewéhlt, dafs Symmetrieeigenschaften der Vielteil-
chenwellenfunktion fiir Fermionen korrekt sind, d.h. antisymmetrisch bez.
Teilchenaustausch. Kénnen auch Bosonische Vertauschungsrelationen (Kom-
mutator statt Antikommutator) durch geeignete Def. erhalten, Formalismus
dann z.B. fiir Phononen anwendbar. Definition above is chosen in such a way
as to assert the correct symmetry for the Fermionic many-body wave func-
tion. May start as well from Bosonic commutation relations and apply the

formalism, e.g., to photons.
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Darstellung eines allg. Operators O(r, p) representation of a general operator O(r, p)

Matrixelemente miissen in beiden Bildern gleich sein, d.h. fordern Matrix elements
do not depend on the specific representation, i.e., may require

Oy = /drgof(r)@¢j(r) =(0,0,...,1;,...]0°°C .. .1,...) (7.90)

]

Operator in

| pocc _ Onété Besetzungs- 791
%: HER T zahldarstellung ( )

operator in occ.

number repr.

Beweis: Proof:

0,0,...,1;...10°¢C|0,0,...,1;,...) (7.92)

= 0r(0,0,... . 1;,...[¢£&]0,0,...,1;,..) (7.93)
kl

= Onbiiou = Oy (7.94)
kl

Bem.: Note: In analoger Weise lassen sich Ausdriicke fiir Vielteilchenoperatoren
finden, z.B. In a similar manner expressions for many-body operators maybe

found, e.g.,
| N
O = 3 l; O(ri, pi; 74, Dj) (7.95)
| %
1 Aboata A
00CC _ 5 klz: Okimn€; ¢ Cmn (7.96)

mit where Oy = / dr / dr'oi(r)e; (rO(r,r's p, p')om (r)en(r’)  (7.97)
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Bsp: Examples: Hamiltonoperator der Form Hamiltonian operator

2
. P 1
i = o Ur) + 3 Zj: V(g —rj)+ Z V(ri,pi) (7.98)
2
~ P L
focc — Z(SOM% +U()|gn)éga (7.99)
k7l . ~ s
€10k falls ¢; EV von Hp
A 1
HYPOC = 23 Vitmn€ & e (7.100)
klmn
mit where Vi, = /dr/dr’ e(M)er (MV (r — ") om(r)pn(r’) (7.101)
HYOO = " Vaela (7.102)
kl
mit where Vj,;, = /dr or(r)V (r,p)ei(r) (7.103)

a1 [T o
= H = E ekc;:ck#—é E Vidmn €y ¢ CnCn + E Ve, (7.104)
k klmn kl

Zeitabhangigkeit: Time dependence

Besetzungszahlformalismus kann sowohl im Schrédinger— als auch im Heisenberg-
bild verwendet werden. Konzeptuell einfacher ist oft das Heisenbergbild. Dann
haben wir ein Maximum an Information aus den Zusténden entfernt und in die
Operatoren gesteckt. Diese konnen dann die gesamte Physik vor dem Hintergrund
des zeitlich konstanten Vakuumzustands beschreiben. Occupation number forma-
lism may be applied both within the Schrédinger as well as the Heisenberg picture.
Conceptually, the latter is often more helpful. Then a maximum of information has
been extracted from the states and put into the operators. These describe then the
evolution of physics in front of the background consisting of the time-independent
vacuum states.

Im Heisenbergbild gilt In the Heisenber picture it holds
oy = [0

——Cm = |H, e 7.105
o ‘ (7.105)
mit where H = >4 k¢ ¢, (Einteilchen-Hamilton-Operatoren von vorhin Single-
particle Hamiltonian from above)

189



Prof. Dr. Wolf Gero Schmidt
Universitdat Paderborn, Lehrstuhl fiir Theoretische Materialphysik

folgt it follows

hd
— ol = ; er(éf a,fé,? — et er) (7.106)
—CmCk
== (& em b + el cr) (7.107)
k 5 ot
Okm—Em&,
hd
Salm =~ ; €10kmCh = —EmCm (7.108)
em(t) = ém(0)etemt/h (7.109)
&b (t) = &k (0)eremt/n (7.110)

(fiir Einteilchenhamiltonoperator

for single-particle Hamiltonian)

Damit Zeitabhéngigkeit allgemeiner Operatoren Time dependance of general ope-
rators thus given as

= Oy (0)&(0)etx et/ (7.111)
usw. and so forth

Problem: Durch die Einfilhrung von Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren
ist die rdumliche Interpretation der QM etwas verloren gegangen. Although
creation and annihilation operators are, in some ways, excellent reformulati-
ons of quantum mechanics, they do suffer from the drawback of being defined
in terms of eigenstates and so do not have a spatial interpretation. What is
required is a form of creation and annihilation operators which will conserve
the features of the occupation number representation yet allow the spatial
development of the system to shown explicitly. The solution to this problem
is the definition of a new operator, the field operator.
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Definieren Define

Feldoperatoren field operators

G(rt) =Y om(r)én(t) (7.112)
() =k (r)eh (1) (7.113)

&*(r, t) erzeugt Teilchen bei creates particle at r, 1&(7“, t) vernichtet Teilchen
bei annihilates particle at, r jeweils mit Wahrscheinlichkeit gewichtet durch die
ortsabhingingen ¢,, with probability where the position dependent ¢,, weight
the various creation and annihilation operators ,

Eigenschaften properties

[, 0), 07 01y =D or(r) i () [enel + & éx
Kl —

= or(r)e (r)ow
= eu(r)er(r)

=0d(r—1") (7.114)
/
Vollstandigkeit completeness
analog similarly
[W(r,t), (7 £)]4 =0 (7.115)
[F(r 1), T (7 )] =0 (7.116)

Operatoren in Feldoperatoren ausdriicken Express operators in terms of field ope-
rators

O(t) = / dr 7 (r, ) O (1) (1, ) (7.117)
AN

Schrédingerbild
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Beweis: Proof:

[ 00500000 = X ([ 10010 (0) ) (060

Ilm
(7.118)
= Ounéf (1)én(t)
lm
Bem: Note: Insbesondere gilt In particular it holds
) = / dr (s ) FE ()0 (1) (7.119)

Bewegungsgleichung der Feldoperatoren Equation of motion

= Heisenberg’sche Bewegungsgleichung Like any other operator, the field operator
must satisfy the Heisenberg equation of motion

ROU(rt) [ -
e R LRG0
— ()b (r,t)
R R — .
/ A [ (VL) D £, 0) ()5 () B (i 1)
/ ar' [ () EE Y, 0 £) + (s 00 () LG YD (0, )

- [ 0 ) + D 0 D)
S(r—r7)
— H(r)d(r,t) (7.120)

~

L0 AN
= zhad)(r,t):H(T)Q/J(r,t) (7.121)

D.h. Feldoperator geniigt der Schrédingergleichung, erinnert damit an Schrodin-
gerwellenfunktion, aber ist ein Operator, der im Bild des Besetzungszahlenforma-
lismus wirkt. Grofer Vorteil im Vergleich zur “gewchnlichen” Wellenfunktionen ist,
dak die Statistik des Systems iiber die Kommutatorbeziehungen bereits im Feld-
operator korrekt enthalten ist. Hier Fermionenstatistik, aber fiir Bosonen lafst sich
der Formalismus dhnlich darstellen. Thus, the field operator satisfies Schrodinger’s
equation but acts upon the occupation number representation. This is obviously
an important development. Let us consider the implications further. Since the va-
cuum state is an arbitrary framework and is not used explicitly, it means that all
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of the spatial and time dependence of the system now resides in the field opera-
tor whose equation of motion is the Schrodinger equation. In fact, we have come
full circle, in a sense, because the field operator in many respects appears to be
the Schrodinger wave function interpreted as an operator. The fact that it is an
operator which acts in the occupation number representation is, however, of vi-
tal importance. The Schrodinger wave functions do not, for instance, include the
statistics of the system inherent in the cummutator relations. Furthermore, from
the form of the field operator, its action upon a system is to add or to subtract a
particle to it. In case of interacting systems this is important because by studying
how the system reacts to that extra particle a great deal may be learned about it.

Bemerkungen: remarks:

e Feldoperatoren lassen sich auch axiomatisch aus Lagrangedichte des jeweili-
gen Feldes + Vertauschungsrelationen der quantisierten Normalkoordinaten
und kanonisch konjugierten Impulse ableiten. Field operators may be axioma-
tic introduced based on the Lagrange density and the commutator relations
of the quantized normal coordinates and conjugate momentum variables.

e Implikationen der Fermionischen Vertauschungrelationen Implications of Fer-
mion commutation relations

[él,éﬂ+ = O
e, = [&ef], =0

fiir Anzahloperator? for number operator?

betrachten consider

N~
176;%1 =0 =0
D.h. That is
ol )y=ming| ) =nil )
Il
g | )=mni| )

= n? =n;=n; €{0,1}

Pauli-Prinzip Pauli exclusion principle: Two or more identical fermions can-
not occupy the same quantum state within a quantum system simultaneously.
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e Physikalische Bedeutung der Feldoperatoren? Physical meaning of field ope-

rators?
Y(r,t) = Z Pm(r)C
m
OH(rt) =Y ok (r)é

m
mit with 1), () Einteilchenwellenfunktion single-particle state
Cm, vernichtet Teilchen im 1), annihilates particle in 1),
et erzeugt Teilchen im 1), creates particle in 1),

In der Quantenmechanik hat v (r) keine unmittelbare physikalische Bedeu-
tung, sondern nur | ¢ |?. Hier #hnlich, w w sind nicht hermitesch, d.h.
keine Observablen. No immediate physmal meaning of ¢(r), in contrast to

| 1 |?. Here similar, Y+, 1) are no observables.

[ dt i)

= interpretieren ¢ (r)p(r)

- > (1)t

m,mn

dr ¢, (r)on(r) &,

-~

5m,n

m,n n

N...Gesamt-
anzahloperator

=: p(r) als Teilchendichteoperator Interprete

¢t (r)o(r) =: p(r) as total number operator.

o Wirkung eines Feldoperators? What does the field operator do?

Lassen Feldoperator auf Vakuum | 0) =| 0,0, ...,
on vacuum state | 0) =| 0,0, ...,

OH(r) | 0)

0) wirken Consider action

0)
= Z¢ (r)é, 1 0)
= Z¢ )10,0,...,1,,,,0,...)

und gehen in Ortsdarstellung iiber Change to position representation | (r' |
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(' | ¢F(r) | 0) = > ) (10,0, 10,0, )

¢mTTI)

= Z ¢;kn(r)¢m<r,)
= o(r—r')

Vollst. von {¢, }

completeness relation

= D.h. ¢t (r) erzeugt ein Teilchen, das bei r lokalisiert ist. ¢*(r) creates
particle at r.
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7.7 Quasiteilchen und Feynman-Diagramme
Quasiparticles and Feynman diagrams

Oft ist es zielfithrend ein System stark wechselwirkender Teilchen in ein Sys-
tem schwach wechselwirkender oder entkoppelter fiktiver Teilchen zu iiberfiihren.
Many-body systems often behave as if the bodies of which they are composed
hardly interact at all.

Einfaches Beispiel: Simple example: Zwei Massen mit Feder verbunden Two
masses held together by spring

)

Die Massen vollfithren im Gravitationsfeld beliebig komplizierte Bewegungen. Die-
se konnen aufgespalten werden in Schwerpunktsbewegung + Bewegung um den
Schwerpunkt. D.h. wir haben die reale Bewegung realer Kérper m; und ms trans-
formiert in eine fiktive Bewegung eines “Schwerpunktskorpers” mit m; + mo und
eines “Korpers mit reduzierter Masse” my - ma/(mq + mo)

If this contraption is tossed up in a gravitational field, the motion of each body
considered separately is very complicated because of the interaction (sping force)
between the bodies. However, we can break up the complicated motion into two
independent simple motions: motion of the centre of mass and motion about the
centre of mass. The centre of mass moves exactly as if it were an independent body
of mass my + ms. So it is one of the non-interacting fictitious bodies here. The
other fictitious body is a body of mass my - mg/(my + ms) — the co-called reduced
mass — which moves independently relative to the centre of mass. Thus the system
acts as if it were composed of two non-interacting fictious bodies.

In der Vielteilchenphysik spricht man in diesem Zusammenhang von Quasiteilchen.
Reale Teilchen in wechselwirkenden Vielteilchensystemen sind von einer Wolke
von “gestorten” Nachbarteilchen umgeben. Zusammen bilden sie das sogenannte
Quasiteilchen. Die Eigenschaften des Quasiteilchens kénnen von denen des realen
Teilchens abweichen. Quasiteilchen kénnen endliche Lebensdauer haben.

In many-body physics one speaks in this context of quasiparticles. These arise from
the fact that when a real particle moves through the system, it pushes or pulls
on its neighbours and thus becomes surrounded by a ’cloud’ of agitated particles.
The real particle plus its cloud is the quasiparticle. It should be remarked that the
quasi particle is in an excited energy level of the many-body system. Hence it is
referred to as an ’elementary excitation’ of the system.

Beispiel: Example Elektrolyt aus positiven und negativen Ionen An electrolyte
solution composed of an equal number of positive and negative ions moving about.
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Jedes reales Teilchen bildet: Any real particle forms simultaneously
(a) den 'Kern’ eines Quasiteilchens und ist the ’core’ of a quasiparticle and

(b) 'Mitglied” einer Abschirmwolke a transient 'member’ of the cloud of several
other quasiparticles

= Quasiteilchenkonzept macht nur Sinn, wenn man sich auf wenige Quasiteilchen
beschréankt Obviously the quasiparticle concept is a useful one if the number
of quasiparticles remain small — there is no purpose in reducing one many-
body problem to another one.

= Definieren Quasiteilchen im Rahmen eines Experiments, bei dem ein Extrateil-
chen zum System hinzugefiigt wird und man dann die Bewegung dieses Ex-
trateilchens im System betrachtet. In order to concentrate attention on just
a single quasiparticle at a time, it is convenient to define quasiparticles in
terms of an experiment in which one adds an extra particle to the system,
and observes the behaviour of this extra particle as it moves through the

system.
extra (+) particle (+) particle acquires quasiparticle
enters system cloud of (-) particles, moves through
becomes quasiparticle  system

O,
OXQ)
| S0 ©0)

&

Irgendwann wird das Quasiteilchen durch Streuprozesse seinen Impuls &n-
dern. If the quasi-ion shown above has a certain momentum it will propagate
undisturbed an average time before undergoing a collision with another quasi-
ion which scatters it out of its momentum state. = endliche Lebensdauer
Hence quasiparticles have a finite lifetime.
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= Infolge der Abschirmwolke hat das Quasiteilchen im Vergleich zum realen Teil-
chen eine ‘effektive’ oder ‘renormierte’” Masse. Because of the average coat of
particles on its back, the quasiparticle may have an ’effective’ or 'renormali-
zed” mass which is different from that of the bare particle.

= Das Quasiteilchen hat auch eine andere Energie. This implies that free quasi-

particles (i.e., not in an externally applied field) have a new energy.
B -2 B _p
q om*» Hbare om

Die Energiedifferenz The energy difference Eg, — Epgpe = Eserp wird als "Selbstener-
gie’ des Quasiteilchens bezeichnet. is called the 'self-energy’ of the quasiparticle.

The term ’self-energy’ comes from the interpretation that the bare particle interacts
with the many-body system, creating the cloud, and the cloud in turn reacts back
on the particle, disturbing its motion. Thus the particle is, in a sense, interacting
with itself via the many-body system, and changing its own energy.

Bemerkungen: remarks:

e Effektive Massen von Elektronen in Festkorpern. Hier ibernehmen die orts-
festen Ionen die Rolle der Abschirmwolke. In a solid the positive ions form a
regular periodic lattice so that electrons move in a periodic force field due to
the attractive Coulomb interaction between the ions and the electron. Since
the lattice is assumed fixed, there is no 'moving cloud’ of lattice ions following
the electron. Nevertheless, it turns out that even these stationary lattice ions
are capable of ’clothing’ the electron , and we find that for a perfect lattice,
there is an effective mass.

e Austausch- und Korrelationslocher um Elektronen im Metall, das heifst im
Elektronengas. Because of the repulsive Coulomb interaction an electron in a
uniform electron gas repels other electrons away from it, so we get an ’empty
space’ near the electron and repelled electrons further away. The empty space
has positive charge charge, since the positive charge background is exposed
in this region. If we now consider two electrons that are fare enough apart
so that their clouds do not overlap much, then we see that because of the
shielding the two quasi-electrons will interact only weakly. This is why metals
generally behave as if their electrons were independent: It is not real electrons
but rather quasi-electrons one is looking at.

¢ Quasiteilcheneigenschaften sind oft von grofserem Interesse als die Eigenschaf-
ten des tatséchlichen Teilchens. Very often quasiparticle properties are far
more interesting that the properties of the bare particles.

Einfiihrung in Feynman-Diagramme
Introduction to Feyman diagrams
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We have seen that many-body systems consisting of strongly interactin real partic-
les can often be described as if they were composed of weakly interacting fictitious
particle: quasiparticles. The question now is, how can we calculate the properties of
these fictitious particles, e.g., their effective mass and lifetime? Very often Green’s
function or propagators —introduced earlier for the single-particle systems — are
the method of choice. Propagators can be calculated by solving the chain of diffe-
rential equations they satisfy. Another general, systematic and in fact picturesque
way to calculate propagators is with the aid of Feynman diagrams. Just to get an
idea of what these diagrams are, consider the following simple example given in
the textbook by Richard Mattuck: A man who has had too much to drink (see
below) , leaves a party at point 1 and on the way to his home at point (2), he can
stop off at one ore more bars — Alice’s Bar (A), Bardot Bar (B), Club Six Bar (C),
.. ,etc. He can wind up either at his own home (2), or at any one of his friend’s
apartments, (3), (4), etc. We ask for the probability P(2,1) that he gets home.

“The drunken man” (siehe Abb. unten) verlafst eine Party am Punkt (1) und will
nach Hause (2). Unterwegs besteht die Moglichkeit der Einkehr in: Alice’s Bar
(A), Bardot Bar (B), Club Six (C). Alternative Endpunkte sind die Apartments
seiner Freunde (3), (4), usw. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(2,1), daf er

nach Hause findet.
. {Eﬂ =

=A<

®

FRIEND'S
APARTMENT

The probability P(2,1) is given by the sum of the propabilities for all the different
ways he can propagate from (1) to (2) interacting with various bars.

R.D. MATTuck

= Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir alle méglichen Wege von (1) nach (2) unter
Einschluft aller moglichen Wahrscheinlichkeiten mit diversen Bars.
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P(2,1) = PFy(2,1)... direkter Heimweg, freie Propagation free propagation
+ Py(A,1)P(A)Py(2,1)... einfache Einkehr in (A) stop off at bar (A)
+ Py(B,1)P(B)FPy(2, B)... einfache Einkehr in (B) stop off at bar (B)
+ Fo(A 1) P(A)R(B, A)P(B) (2, B)
.. Einkehr in (A) und (B) stop off at bar (A) and (B)
+

Wir iibersetzen die Reihe in eine graphische Darstellung, entsprechend der
Notation unten. The expression above is an example of a ’perturbation series’,
since each interaction with a bar 'perturbs’ the free propagation of the drunken
man. To make it easier to read we use the 'picture dictionary’ below and translate
the series into picture form.

" - )
Wahrscheinlichkeit der probability of propagati-

Propagation von (1)
P(2,1) Jﬁ\/‘ nach (2) on from (1) to (2)

freien Propagation von probability of free propa-

{ Wahrscheinlichkeit der
Py(s, 1) p (r) nach (s) gation from (r) to (s)

é? Wahrscheinlichkeit —der probability of interacti-

P(X) Wechselwirkung mit (X) on with (X)

damit ergibt sich: using this dictionary the series can be drawn thus:

z

MRS 32
N v
}

Die Reihe kann approximiert werden, indem man die wichtigsten Typen von Wech-
selwirkungen aufsummiert. Das bezeichnet man als partielle Summation. Annah-
me: Unser Klient hat eine besondere Affinitdat zu Alive’s Bar, dann:
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The series maybe evaluated approximately by selecting the most important types
of terms in it and summing them to infinity. This is called partial summation.
Suppose the man is in love with Alice, so that P(A) is large, and all other P(X)’s
are small. Then the series may be approximated by a sum over just repeated
interactions with Alice’s Bar:

)
©

Das entspricht: Using the above dictionary, this can be translated into functions:

P(2,1) Py(2,1) + Py(A, 1) P(A)Py(2, A)

By(A, 1) P(A)Ry(A, A)P(A)Po(2, A)

+ + &

sei: assume: Py(2,1) = PFy(2,A) = Fy(A,1) = Fy(A A)

C

damit: then P(2,1) = c+ AP(A)+*P*(A)+ -
= c{l+cP(A)+P*(A)+--}.

Wir wollen nun die geometrische Reihe in ¢P(A) ausnutzen: The series in brackets
is geometric and can be summed exactly

1 1
P@.1) Zc{m} = o= P(A)

Analog dazu in der diagrammatischen Darstellung: Note that since each diagram
elements stands for a factor, we could have done the calculation completely dia-
grammatically:
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Bemerkung: remark

Partielle Summation ist besonders hilfreich bei starken Wechselwirkungen. The
partial summation method is extremely useful in dealing with the strong interac-
tion between particles in the many-body system.

Beispiel Elektronengas illustration for electron gas

Elektron tritt in System ein
,/ extra electron enters the system

Elekton “verschiebt” ein Systemelektron,
erzeugt somit ein "Loch’
% extra particle interacts with an electron
o in the system, lifting it out of its place,
thus creating a ’hole’

Alle drei Teilchen (einschliefslich Loch)

./ C{ J bewegen sich durch das System

all three particles travel through the sys-
tem

t=1t,>1,

t=1.>1

Wechselwirkung der zwei Elektronen
.@ “verschiebt” Elektron wieder
t =ty >t. extra electron interacts with lifted-out

electron, knocking it back into the hole

/./ Extraelektron verldft das System
t=t.>t, extra electron moves out of the system

Diagrammatische Ubersetzung To represent this sequence of events diagrammati-
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cally, let us imagine that time increases in the upward-going direction and use the
following diagram elements

Nt

TIME

r, ty

freier Elektronenpropa-
gator propagator for free
propagation

(7’1, t1> — (7”2, t2)

r2' t2

r, ty

Loch ~ Teilchen, das
sich riickwérts in der
Zeit bewegt propagator
for hole (electron moving
backwards)

(7”1, tl) — (7’2, t2)

Teilchen bei r; wechsel-
wirkt mit Teilchen bei 9
zur Zeit t probability for
a particle at r; interac-
ting with a particle ro at
time ¢

Zusammengenommen liefern die Ereignisse oben die Wahrscheinlichkeitsamplitude
The probability amplitude for the above sequence of events can be represented by
the diagram

t;

t o particle-hole 'pair bubble": \<>\
/%
t
N

/]

AN

t

Das Teilstiick EX} wird als Selbstenergieterm bezeichnet, es zeigt das Teilchen
mit sich selbst wechselwirken vermittels eines Elekton-Loch-Paares, welches es im
Vielteilchensystem erzeugt hat.

The piece of diagram % is called a ’self-energy part’ because it shows the par-
ticle interacting with itself via the particle-hole pair it created in the many-body
medium.

Eine andere Moglichkeit der Wechselwirkung ist ein Impulsiibertrag analog zum
Billardball-Experiment. Another sequence of events which can occur involves only
one interaction in which the incoming electron at r interacts with another particle
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at r’ and changes place with it. This is analogous to billiard ball 1 striking billiard
ball 2 and transferring all its momentum to 2.

O—0 OO O O

/‘ Elektron tritt in das Sys-

tem ein. Extra particle
enters at time ¢,

Elektron bei r wechsel-
wirkt mit Elektron bei

r /

&} r’, tauschen Zustéande.

At time ¢, the particle is
at r and interacts with
particle at ' and chan-
ges place with it.

' Extrateilchen  verlafst
das System. Extra par-
ticle leaves the system

at time t..

t=1t,>t,

t=1.>1

In der diagrammatischen Darstellung sieht es wie folgt aus: The sequence may be
drawn diagrammatically as a so-called 'open oyster’ diagram:

te

ta
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Insgesamt sind viele weitere Prozesse moglich. Zum einem Zeitpunkt ¢ = t; konnen
daher zuséatzlich zum eigentlichen Extrateilchen noch beliebig viele durch dieses
Teilchen angeregte Teilchen und Locher existieren. The total single-particle propa-
gator is the sum of all amplitudes for all possible ways the particle can propagate
through the system. This will include the above processes, repetitions of them,
plus an infinite number of others. Thus, at a time ¢ = ¢, there may be in addition
to the bare particle many more particles and holes created by it.

EL oyt

A~ A+ + + + + N+

That is, the diagram shows all the configurations of particles and holes which may
be kicked up by the bare particle as it churns through the many-body system. If
we now compare with the picture of the quasiparticle introduced above, we see
that the diagrams reveal the content of the ever-changing cloud of particles and
holes surrounding the bare particle and converting it into a quasiparticle.

Der Gesamtpropagator kann approximiert werden durch eine partielle Summation
iiber besonders relevante Prozesse, z.B. offene Austerdiagramme. Just as in the
drunken man case, the propagator here my be calculated approximately by doing
a partial sum. For example, we can sum over all diagrams containing repeated

open oyster parts.
] +KJ+%€KJ+

2 3
= A X [1+ + + + ..

-1

= 1- = -
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Fiir das Elektronengas entspricht dies gerade der Hartree-Fock-Approximation.
For the electron gas, this is the Hartree-Fock approximation.

Quasiteilchenpropagator Quasiparticle propagator

Betrachten zunéchst ein klassisches Vielteilchensystem. Consider the propagator
for classical quasiparticle

Bewegung eines Teilchens unter
Einwirkung einer konstanten

‘\‘F .\ /. externen Kraft F' vom
o

Startpunkt 1. Motion of one
\. /. ./ Q particle subject to constant

external force F' starting at ry
in a many-body system.

Ohne Kollision erfolgt die freie Propagation durch: If there are no collisions with
other particles, the movement or propagation of the particle to the point 75 at time
t5 is described by:

1F
o —T1 = QE(tQ — t1)2

Infolge der Wechselwirkungen mit dem anderen Teilchen sind nur Wahrschein-
lichkeitsaussagen moglich, daher definieren wir den klassischen Propagator als
P(rg,r1;ty, t1) Wahrscheinlichkeitsdichte (im Ortsraum), dafs ein urspriinglich im
Ruhezustand bei r; zur Zeit t; zum System hinzugefiigtes Teilchen zum Zeitpunkt
ts bei ry ist.

In the interacting case, collisions take place, and the particle will follow a highly
irregular path. The best one can do in this situation is talk about the probability
of the particle going from one point to another. Define the classical propagator
P(rg,r1;ta,t1) as probability density that if a particle at rest is put into the system
at (ry,t,) then will be found at ry at a later time ¢5.

Fiir t5 < t; definieren wir For t5 < t; we define

P(ro,ri;ta,t1) =0 fiur for ¢y < ty.

Fiir freie Propagation ergibt sich der freie Propagator: In the absence of interacti-
ons, the free propagator P will be a surface which is equal zero everywhere except

on the line ry — r; = %%(tg —t1)?. i.e., the Dirac d-function:

1F
Po(ra,riyta, t1) = 0{(ro — 1) — 55(752 —t1)%}.
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Das ist entsprechend einer Flache der Newton’ schen Bewegung eines Teilchens
unter Krafteinflufl. Infolge der Wechselwirkung mit dem anderen Teilchen wird
die Bewegung verzogert sein: If interactions between particles are now allowed to
occur, the motion will be delayed:

m—m*>m
m*... Quasiteilchenmasse quasiparticle mass

und es sind zuséatzlich nur Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber Aufenthalt im Orts-
raum moglich: Moreover, the surface will be spread out with the maximum proba-
bility given by:

1 F
2m*

<To—T1>= (tg — t1)2.

Mit < ro —rp >als Quasiteilchenkoordinate, dort ist P maximal. Here < ro —r; >
is the coordinate of a quasiparticle with effective mass m*.

P(ra,ta,ry,t1)

o0

non-interacting (free)

interacting

T

r

(r1,t1)

ta

1/ F
<Tro9—r] >= 5 (m*) (tQ — t1)2

= Bewegung verzogert, Wahrscheinlichkeit lduft breit.

Oft féllt die Wahrscheinlichkeit exponentiell, d.h. Because of the 'spreading out’
of the particle position, P, will first fall infinitely rapidly from its value oo at
ty = t1, then more slowly. Often this decay is exponential,

Pmaz(TZ, r1; o, tl) ~ 6*(t27t1)/7,
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dann entspricht 7 der Quasiteilchenlebensdauer. and 7 may be identified as the
quasiparticle liftime.

Die Berechnung von P geschieht durch die Einfithrung von Streuwahrscheinlichkei-
ten mit den anderen Teilchen im System. The calculation of P requires to consider
the scattering efficiencies with the other particles in the system.

P { (ri—ra), (Streuung an scattering with A) , (rs — r2)}
= Po(’f‘A,’I"l) P(A) P()(’I“Q,TA).

Wir miissen iiber alle Pfade summieren und erhalten dann den Ausdruck The total
probability, P(ry, 71;ta—t1) is just the sum of the probabilities for the various paths.
Thus we find

P(ra,r5te — t1) = Po(re, i3t — t1) +

to

+/thP0(7’A,7”1;tA —tl)P(A)P[)(T’Q,T'A;tQ —tA) +

fans fav [foos ]

Streuzentren Mehrfachsteuung

In diagramatischer Darstellung wire dies dann The diagrammatic expansion be-
comes

I-2’1:2 I’2’t2 r2’t2 r2’1:2 *r t
rlA’t'A
A rot, + rB,t + + ...
roty ot r.t, ?

Die Auswertung der Faltungsintegrale wird durch die Fouriertransformation in die
Frequenzdoméne erleichtert. Hierfiir schreiben wir The unpleasant integrals may
be removed by noticing that they all have the form of folded products. This means
they can be converted into simple products by a Fourier transformation.

[e.9]

/ dwe‘iw(tﬂ'_ti)Po(rj, Tiw),

—00

Po(’l“j,’l“i;tj — tl) = %
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dann gilt Thus

o0

/ dtaPo(ra,ri5ta — 1) P(A)Py(ra, maste — t1)
1 ! —iw(ta—t1) /
- th{_ dw'e 4 1P0<7"A,7”1;0J)}><"'
2T
1 —iw(ta—ta) /
- X P(A) x {2— dwe™ 27 ) Py (g, 1 a5 w )} X
s
_ ! /dw/dw’P (ra,r;w)P(A) x
(27_[_)2 o\" Ay 11,
XPO(TQ,TA;W)ei(w/tI_WtQ) / theitA(w/_w)
27r5(::’—w)
1 A
= 7 de—zw(tz—tl)PO(rA7Tl;w)P(A)P()(TQ’TA;w)

Durch die Fouriertransformation in den Frequenzraum werden aus den Faltungs-
integralen Produkte. Dadurch vereinfacht sich der Ausdruck zu This simplifies the
expression for the total probability

P(?“zﬂ'l;w) = PO(T2,7”1;W) + PO(TA,H;W)P(A)POO"%TA;W) e

Betrachten jetzt quantenmechanische Quasiteilchen Now consider quantum me-
chanics

Wir fiihren einen Quantenpropagator G ein, er entspricht einer Wahrschein-
lichkeitsdichte. Dadurch ist die Wahrscheinlichkeit durch Consider now the
quantum propagator G. It is a probability amplitude with the corresponding pro-
bability given by

G2 = G*G

gegeben. Fiir den klassischen Fall konnen wir die Wahrscheinlichkeiten (d.h. Pfade)
summieren In the classical case we could add the probabilities

P(2,1)ctass, = P(A) + P(B) + P(C) + -+ .
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Jetzt kommt es zu Interferenzeffekten In the quantum case, the total probability
amplitude is the sum of the probability amplitudes for each process taken separa-
tely

G(2,1) = G(A)+G(B)+--
P2 1)y = G'G
G(A)] +|G(B)[?
P(A) P(B)
+ G(A)'G(B) + G(B)'G(A)+ -+

Inter ferenzterme

Because of the interference terms the quantum probability is not just the sum of
the probabilities for the individual processes, in contrast to the classical case.

Beispiel: Abregung eines Atoms durch Photonemission. Moglich ist ein direkter
Ubergang i — f oder ein Ubergang in einen Zwischenzustand m : i — m — f
. A familiar example of this is the decay of an atom from a state ¢ — f either
directly, or via the intermediate state m : 1 —m — f .

Es gilt dabei Thus we obtain using P(i — f) = A*A

|A(T — f)+A@i —m — f)?
= |AG = AP +]AGC—m = )
+ A'(i— JAG—m — )+
+ A*(i—>m— fAG — f)

mit A als Wahrscheinlichkeitsamplitude. where A is the probability density

Definieren den Quanten-Propagator durch Define quantum propagator by

iG(ro, 13ty — 1)iyst, = iGT (1o, 715ty — 1)

= Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dafs sich ein zum Zeitpunkt ¢; bei rq,
wahrend sich das System im Grundzustand befand, hinzugefiigtes Teilchen
bei ty am Ort ry befindet.
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= probability amplitude that if at time ¢; we add a particle at point r; to the
interacting system in its ground state, then at time ¢, the system will be in
its ground state with an added particle at rs.

Bemerkungen: remarks

e bei Systemen identischer Teilchen wird es sich nicht notwendigerweise um
dasselbe Teilchen handeln It is not necessary the ’same’ particle which is
observed at ts, since this has no meaning in the system of identical particles

e anstelle von Ortseigenzustinden konnen wir mit beliebigen Einteilchenzu-
stdnden ®y(r) operieren may work with arbitrary single-particle states
iGR(ky, k1;ty — ;) = Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das Teilchen wel-
ches bei t; in @, (r) hinzufiigt wird, zur Zeit ty in Oy, (1) ist. iGT (kg ky;ty —
t1) = probability amplitude that if at time ¢; we add a particle in @, (r) then
at time t5 the system will be in its ground state with an added particle in

(I)kQ (T)
e Fiir t5 <ty gelte For t, < t; we define

iGR<k2, kl;tg - tl) =0

Beispiel: Freies Teilchen Example: Free particle

hZ 2
B = H=- QZ
1 h2k?
Pp(r) = —\/ﬁem ;o & = om

Gesucht ist der freie Propagator G Let us determine the free propagator GF
bei t =ty gilt ¥ (r,t1) = Py, (r). At t = t1 it holds (1, t1) = D, (7).

Nach zeitabhangiger Schrédingergleichung gilt fiir ¢ = ¢5 By the time-dependent
Schrodinger equation, we find that

i€p
L (ta—t1)

W(r, ty) = Py, (r)e” )

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafs das Teilchen in ®y, ist, ist durch die Projektion
gegeben The probability amplitude for the particle being in state ®;, given by
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N
Oky ey

/dr¢(r, ty) @y, (r) = e_ze:l(m_tl)/drCI),:Q(T)q)kl(r)

Damit Thus
Gi(ka kit — t1) = —i O(ty — ty) e_l%(b_tl)&czm
Stufen funktion

Mit der Definition By means of the definition
GOR(k7t2 - tl) = _Z@(tz _ tl)efiefk(tQ*tl)

folgt we see that
Gé%(/{fg, k‘l; tg — tl) = (SkQ le(})%(k‘l; t2 — tl).

Dieses Ergebnis wird Fouriertransformiert Convenient to work with the Fourier

transform
GE(k,w) = —i/dT@(T)e_iegTem (7.122)
i(w_%)T o)
- (7.123)
w—g 0
i(w—e—’f)oo
E— (7.124)

1
o _

T o_ @
W= W3
———
nicht definiert,

Ausdruck oszillliert

Modifizieren deshalb G*¥ The last term is not well defined. In order to get around
this difficulty, we slightly modify the expression by multiplying the propagator

_i(_)(,]_)e—i(ek.—id)f/h

with the factor e ®(2=11) = ¢=97 and obtain
GOR(ka 7_) -

mit infinitesimalem ¢, es folgt This results in
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1 ei(W*%+’L’%)OO

G(})%(k:7w) = €L 5 €L - §

e N R

—0
d.h. i.e.
R 1
Gy (k,w) = Ty (7.125)
w—FE+ 2

Erinnern wir uns an Abschn. 6.3l Dort wurde die retardierte Greensche Funktion
definiert Remember definition of retarded Green’s function inparagraph

TTE ZE E—|—26

D.h. der Propagator des freien Teilchens scheint ein Spezialfall der frither einge-
fiihrten Greenfunktion zu sein. It seems as if the free propagator is a special case
of the Green’s function introduced earlier.

Beweis: Proof: Schrédinger Gleichung fiir freies Teilchen definiert Gy: G deter-
mined by Schrodinger equation for free particle:

272
«{}12V + il }Gorr t—t) = ho(r —r)o(t—1t)
_,_/
1 , /
Go(r —r'st—1t) = (zﬂ)s/dke’k("_r)Go(k:;t—t')
= 2 ik(r—r) Y,
(%)3/(1/{;{ — —i—zhat}e Golkst — 1)
=ho(r—1r")o(t—1t)
—_————
1 ik(r—r')
<2ﬂ)3/dke
h2v?
it —t =ho(t —t'
= { 5 +Zh(‘9t} Gkt —t) ( )

Go(k;t—t")=i©(t—t')e =ik (t=t")/h

Im letzten Schritt haben wir den oben berechneten Propagator eingesetzt. Nach
Produktregel folgt In the last step we used the propagator from above and obtain
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h2V? 0 A ,
hl— (Ot — t/ . e (t—t') /R
(o +in e 1) -
0 _. ,
+ihO(t — t’)iae_“’“(t_t )“L} = ho(t —t')
ekG0=%Z2 Go
damit verbleibt it remains
—ie(t—t") /i 0 / /
ein h=0O(t—t)=hi(t—t)
ot
S(t—t')
S(t—t/)

(es gilt it holds f(z)d(z) = f(0)d(z))

O

D.h. der intuitiv eingefiihrte Propagator ist tatséchlich die hier zustdndige Green-
funktion! The propagator introduced here empirically is indeed the Green’s func-
tion for the free particle. Note that the above espression is equivalent to Eq.
in k-space.

Now consider the propagator in the case of interactions. Quasiparticles act like
free particles except that they have a new energy €, instead of ¢, and a lifetime
7. Therefore we expect that if the added particle behaves like quasiparticle, the
single particle propagator will have the same form as the free propagator except
for the replacement of ¢, by €, and the inclusion of an exponential decay factor
with time constant 75. In a Fermi system, because of the Pauli principle, each state
can hold at most one particle. Therefore, if state k is already partially (or fully)
occupied, the probability amplitude that we can add an extra particle in state k
will be less than 1. Hence we have to multiply by a factor Z, < 1. This gives us

GE (k. ty —t)) = —iZpe iklt2—t1) o= (t2=t1)/ 7k

quast

This has the Fourier transform

7Z
GE i(kw) = ——" (7.126)
w— 34T,

1
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For these expressions to be sensible it is evident that the lifetime of the quasipar-
ticles must be long, so that the width of the energy levels, 7, U'is muss less than
the values of the energies themselves, i.e.,

-1 /
T << €.

Bedeutung des § 7 ¢ zunéchst eingefithrt um die Unbestimmtheit des Integrals
7.124| zu reparieren. Vergleich von Gl. |7.125| und |7.126| zeigt, dafs g = Lebensdauer
des Quasiteilchens. Mit limd — 0 betrachten wir den Grenzfall der unendlichen
Lebensdauer

Comparison of Egs. [7.125] and [7.126] also provides a physical interpretation of ¢§
introduced ad hoc to get around the problem of the oscillations in the integral
It is the inverse of the quasiparticle lifetime.

7.8 Vielteilchen-Greenfunktion
Many-body Green's function

Definition definition

Im Sinne der anschaulichen Interpretation der Propagatoren im Abschn[7.7 fragen
wir jetzt nach der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Teilchen mit Spin a welches
bei (r,t) zu einem N-Teilchensystem hinzugefiigt wird, mit dem Spin /3 bei (r/,t')
wieder erscheint. Now we ask about the probability that a particle of spin « that
has been added to a N-particle system at (r,t) appears with spin 5 at (1, )

D.h. betrachten Sequenz That is, we envisage the following train of events

(1)
(i)

(iii)

(iv)

| V)

OE(rt) | N)
GF (0 (rt) | N)

(N | s )05 (r,8) | N)

N-Teilchensystem im Grundzustand ground
state of system

Teilchen bei (r,t) mit Spin « hinzugefiigt
ground state of system with particle added
at (r,t) with spin «

Teilchen mit Spin £ bei (r’,t") von N+1 -
Teilchensystem entfernt particle removed at
(r’,t") with spin 8 from N+1 state

Uberlapp mit dem urspriinglich System,
d.h. Wahrscheinlichkeit fiir diesen Prozefs
overlap of system after perturbation with the
original ground state

Ahnlich kénnte man auch die Propagation eines Loches betrachten Similarly the
system in the absence of one of its particles (or the presence of a "hole") could be
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described by

(N[5 ) alr,t) | N). (7.127)

Wir fithren den Zeitordnungsoperator T ein Both of the above expressions have
little physical meaning unless the time ¢’ is later than ¢, otherwise they become
noncausal. It is convenient to define a time-ordering operator T’

~

Tlpa(r, t)5 (', )]

S bar gty fiw e >t
B _772;(76/’ tl),&a(ra t) fir t <.
Damit wird die Vielteilchen-Greenfunktion It allows incorporate the two ex-

pressions for an added and subtracted particle into one expression for the
many-body Green’s function

Gas(r,t;r't) = —i(N | T[¢bu(r, )5 (', )] | N) (7.128)

definiert. Fiir ¢t > ¢ beschreibt (7.128) die Bewegung eines Teilchens von
(r' 1) = (r,t). For t >t Gog(r, t;7't'") = —i(N | [ba(r,t)by (',t")] | N) describes
the motion of an added particle from (', ") — (r,t).

Gop(r, t;7't") = —i(N | [bg(r',t") T1ha(r, t)] | N) beschreibt fiir ¢ < ¢’ die Propagati-
on eines Lochs von (r,t) — (r',t'). Gag(r, t;r't") = —i(N | [s(r', 1) e (r, )] | N)
describes for ¢ < t' the motion of an added hole from (r,t) — (1, ).

Im folgenden kombinieren wir Spin und Ortskoordinate. As a matter of conveni-
ence, we include in the following the spin index as one of the variables.

ra —
.8 — 2

Z/dr — /dx

Spin
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Und schreiben kompakt This leads to

Gla, t; 2't') = —i(N | T[tp(z, )™ (2, )] | N) (7.129)

Beziehung zur Einteilchen-Greenfunktion? The definition looks at first view
very litttle like the Green’s function we met in chapter [0

Betrachten nichtwechselwirkende Fermionen, die alle Zustédnde bis zur Fermi-
Energie besetzen. Consider, however, fermions occupying states up to some
maximum level mp

Grundzustand ground state | N) = H et 0)

m
m<mpg

Feldoperator field operator i (z,t) = Z O O L

Mit diesem Ansatz gehen wir in die Greenfunktion hinein Substituting in Eq.[7.128
we have

Glatia t) = =iy Gula)g(a/)e ent=at)/n
Im

(N | enéf | N)O(t — 1) = (N | & 6 | NYO(H' 1)
#0 n?lrr fir #0 HE fir
m=l und m>mp m=l und m<mp

d.h. so that

Glatiat) = =i Y on(@)d),(@)e O ot — 1)

+i Y om(@)e), (@)e I O — 1)
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damit entsteht eine Summe von 2 Einteilchen-Greenfunktionen, die jeweils zwi-
schen besetzten und unbesetzten Zusténden unterscheiden. Ein Vergleich mit Ab-
schn. liefert The many-body Greens’s function reverts to a form of the single-
particle Green’s function, which diffentiates between the occupied and unoccupied
states. There is a simple relationship between the time-ordered, advanced and
retarded Green’s functions

Gz, t;2 t)) = GMNa, t; 2/ V) + GR(x, t; 27, 1)), (7.130)

Polstellen der Greenfunktion energy structure

Miissen Zeitabhangigkeit in Energieabhédngigkeit transformieren. One of the main
attributes of the Green’s function of Chap. [f]is that it poles are the eigenvalues of
the governing equation. Let us see how this property carries over to the Green’s
function [7.128] First we must transform our time-dependent Green’s function into
an energy-dependent one.

Die Schrodingergleichung in der Eigenwertdarstellung lautet If H is the Hamilto-
nian of the system we have

H|N)=E}|N)

mit EY% als Grundzustandsenergie des N-Teilchensystems. where EY is the
ground-state energy.

Fiir stationires H folgt assuming that H is not an explicit function of time

~

@/)(ZL‘, t) _ eth/hlﬁ(:L‘)e_th/h.
und damit in Greenfunktion und Hermitezitdt von H ausnutzen Substituting into
Eq.
iG(I,t;I/,t,) _ eiEg(t—t/)/WN | I/S(l‘)e_iﬁt/heiﬁt//hl/;—’-(x/) | N>@(t i t/>
_e—iEQL(t—t’)/h<N | ¢+(x/)e—if]t’/h€z‘f{t/h¢<x) | NYO(t — t)
Fiihren eine vollstdndige Basis von M - Teilchenzustanden {| M, j) ein Introduce

the complete set of states with M particles with | M, j), where j is a general label
to describe the possible excited states

H | M,j) = By | M,j).
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Nun nutzten wir die Vollstandigkeit aus Exploit the completeness

e—iﬁt/heiﬁt’/h _ Ze—iﬁt/h | M,j><], M | ezflt’/h
J
= > e MO MG M
—— —

J 1

Hiermit wird die Greenfunktion zu and obtain

G = =S EPEICOMN [ yle) | M), M |9 | V) O )
J

- ISR EICINN | ) | M) M | ) | N) O 1)

d.h. die Greenfunktion héngt nur von der Zeitdifferenz 7 =t — ¢’ ab The Green’s
function is now explicitly only a function of the time difference 7 =¢ — ¢

Gz, t; 2, ') = Gz, 2"; 7).
kénnen das Ergebnis fouriertransformieren an energy transform follows as

/ dr e“m/h G(z,2';7)

[e.9]

1
oy
G(z,2';w) = 57

miissen dabei wieder ein infinitesimales 70 einfiihren und erhalten

Gz, 7" w) = Z{W%(f)(gg’?gé%;ﬂ%|N> (7.131)

J

(N | (') | M, 5)(j, M | () | N>}
w4 (Et, — E%)/h—id/h ‘

where the infinitesimals £ reflect the time ordering, cf. Chapt.

Betrachten beide Terme einzeln Let us consider the two terms seperately
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e Betrachten nun 1. Term 1st term

N ) M,j )
Eij I &ib((afi | |]\]]§}7é0nurfur0nlyf0rM:N+1

= Ef\/[ ist eine Energie des N + 1 -Teilchen-Systems = Efw is an energy
level of the (N4-1)-particle state

Wenn wir die Grundsustandsenergie als E? bezeichnen, erhalten wir If we
write the ground-state energy as EY, then we have

ng - Eg - Egv+1 - E?V-s—l + E?\H—l - ERI

wobei EY,; — E}, die minimale Energie ist, um ein Teilchen zum System
hinzuzufiigen, d.h. das chem. Potential ;. Here, the expression E ; — E},
is the minimum possible energy to add one particle to the N-particle state,
and so is the chemical potential or Fermy energy .

Die j-te Anregungsenergie des (N-1)-Zustands ist gegeben durch The jth
excitation energy of the (N+1)-particle state is given by
ng_l - ER/-H = ent1(J)
e betrachten den 2. Term von G 2nd term
e ,
< ,N | ¥ A(x) |M"]>}#OnurfﬁronlyforM:N—l
(4, M | @) |N)

Die analoge Energieumformung geschieht wie oben write similarly as above

J 0 _ rJ 0 0 0
Ex  —Ey=FEy —Ey+Ey = Ey,
N ~~ J/ N ~~ J/

en-1(J) K

damit wird insgesamt ([7.131) zu can now write our energy-dependent Green’s
function as
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w— (en41(j) + p)/h+id/h

(N () | N = LN = 1,4, d(x) | N)
w+ (en-1(j) —p)/h—id/h '

Clo. i) = Z{wmas)|N+1,j><j,N+1w+<x’>|N>

J

D.h. die N-Teilchen- Greenfunktion hat Polstellen bei den angeregten Zustédnden
des (N % 1)- Teilchensystems. Damit kénnen die Polstellen von G z.B. als Elektro-
nenaffinitdt bzw. Ionisierungsenergien von Festkorpern interpretiert werden. Thus,
the N-particle Green’s function has poles at the excited states of the (N+1)-particle
system, i.e., iw = p+ en11(j) — i and hw = p — ey 1(J) + 16

Energiestruktur der Greenfunktion in komplexer Ebene The resulting energy struc-
ture is indicated below. We see that the chemical potential provides a clear sepa-
ration point for the system, above which the poles are below the real axis and
correspond to the (N-+1)-particle system, while below this energy only the (N-1)-
particle excitation energy poles appear and these are above the real axis.

w — plane

en—1(4) K
X X X X X[X X X X
|xxxxxxx

en+1(4)

Lehman-Darstellung Lehman representation

Wechselwirkungs- und Streuprozesse mit anderen Teilchen im System = kontinu-
ierliche Energieverteilung anstatt diskrete Niveaus, d.h. ey41(j) — «'. Once we
have introduced interactions there will be many ways of dividing a momentum k
among the particles. The interactions will ensure that the momentum is spread
among the other particles. Thus, the state label j will be more of a continuous
variable than a discrete set of states, i.e., ex41(j) — '

mit Fouriertransformation in den k-Raum perform the momentum transformation

G(k,w) = /G(a: — 2’ w) exp —ik(x — 2')d(z — 2) (7.132)

erhalten wir end obtain
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[ Awe)  Bhw)
G(k,w)o/dw{ww/(qui(S)/h w+w’—(ﬂ+i5)/h}

A(k,w), B(k,w)... Spektralfunktion spectral weight functions

die Lehman-Darstellung der Greenfunktion. the Lehman representation of the
Green’s function.

Fir nichtwechselwirkende Teilchen ergeben sich die Spektralfunktionen
A(k,w), B(k,w) als For the non-interacting system we have

Ak, w) = 6(w’ = (E(k) 4+ p)/h)
B(k,w) = 0(w' + (E(k) — p)/h)

(vergleiche mit Abschn. [7.7] cf., Chap.

+

Die scharfe Energien freier Teilchen werden durch Wechselwirkung spektral ver-
breitert. Interactions lead to a broadening as shown below.

Ak, w) L
quasiparticle peak

Die visuelle Inspektion der Lehman-Darstellung der Greenfunktion erlaubt die
Identifikation von eventuell vorhandenen Quasiteilchen. If we evaluate the Green’s
function in the Lehman representation and find something which resembles a delta
function, i.e., an isolated peak, then we have identified a quasiparticle.

Bewegungsgleichung Equation of motion (EOM) for the Greeen’s func-
tion

G, th; T, ) = %(N | T[h (1, )0 (22, 2)] | N) (7.133)
0 1 o . - .
8_th = 5<N | (6_t1T>[ (21, t1)" (22, 82)]) | N) (7.134)
FEON | L b, )i (a2, 12)] | N
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Zeitableitung des Zeitordnungsoperators 7 derivative of the time ordering operator?

Einschub: Ableitung der Sprungfunktion insertion derivative of the step
function

t
1 firt>+t
F(t):= [ é(x —t)dx = =0@t—1t
(t) / (@ Jd {0 firt <t ( )
D.h. i.e.
0 d
—O(t—-t)=—F(t = ot —t
501 —t)=—Ft) =  ot-1)
Hauptsatz der
Integralrechnung

Damit kehren wir zuriick in Gleichung ([7.134)) Use this in Eq. ([7.134))

an L (@1, t1) & (2, 12)])

a n n A~ ~
= e (@(tl — tg) (@, )Y (T, ta) — Oty — ty) ¢+(I2,t2)¢(x17t1)>
= 0ty — ta) (w1, 0) T (w2, 1) — O(ty — o) 81/}(5)1;117 tl)lﬁ (29, t2)

+O(ty — to) Y1 (@, t2) (1, t1) — O(ta — 1) @@+($2>t2)§t1%@($1»t1)

= (t1 —ta) <1/A1(561,t1) U (22, 12) + 1/3+(172>t2)1;(f€1>t1))

s

~
&(xz1—x2)...Kommutator fiir Feldoperatoren

J - .
[8—¢($1at1) U (29, 15)]

= §(t; — t2)0(xy — 1) + T[a%z/}(xl, t1) T (@2, 12)]

Die Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator im Heisenbergbild lautet EOM of
field operator in Heisenberg representation

h 0

—a—tlw(xl, t) = [H, ()] (7.135)
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Wir nehmen jetzt den speziellen Fall eines Fermigases mit Coulombwechselwir-
kungen an, d.h. Assume now the particular case of a Fermi gas with Coulomb
interaction, i.e.,

Ein-Elektr.-
Hamiltonop.
H(Sﬁ'htl) = I’AIO +I/(SC1,$2) 6(t2—t1)
02
dmeglri—ral

und driicken H durch den Feldoperator aus express and express H in terms of the
field operator, cf. Eq. (7.119)

/w+:ﬂtw+(x ) vz, )6t — ') (2, t)(x, t) do do'.

Mit diesem H gehen wir nun in die Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator
(7.135]) unter Verwendung der Kommutatorrelationen Enter now the EOM ([7.135))

= Zh% (x1,t1) = [f[o(:vl) + /V(:Bl,xg) ot (atg,tl)@@(:rg,tl) d:vg]@/;(xl,tl)

Mit dieser Zeitableitung gehen wir in die Bewegungsgleichung fiir G This time
derivative is substituted in the EOM of G

= [Zhai — H0($1):| G(.Tl t1,To tQ) (7136)
1

b / v 23 (N | 0 (o, 12) (w5, 01 )0 (1, 820+ (2, 12) | N dizs
= hé(l’l — 5(12)5(t1 — tg)

Unter dem Integral taucht eine Bildung von 2 Erzeugern und 2 Vernichtern auf,
d.h. die Propagation von zwei Teilchen wird beschrieben, spezielle Form einer 2-
Teilchen-Greenfunktion. The presence of two creation and two annihilation field
operators means that it must describe the propagation of two particles. It is in
fact a special case of the two-particle Green’s function defined as
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Go(@1ty, Tata, wsts, wats) = () (N | T[b(z1, t1) ¥ (@3, t3)b (24, ta)0F (22, 82)] | N)

Approximative Losung in Hartree-Naherung Hartree approximation
untersuchen investigate
(N | T (s, ta) b (s, 1 )b (1, )0 (2, 12)] | N)

given the ordering of the field operators it is required that ¢ =t; + 4

e falls in case t; > tq :

(21 t1)
Teilchen particle (z3 t3) — { oder or
(3 t7)
(21 t1)
Loch hole  oder or — (x3 t1).
(3 t7)
Graphisch schematic
X,ut, Xt
p
h
Xt Xt

Xt X,t,
e
h
h
e —
Xyt Xyt

Wir machen die Approximation, daf die Locher/Teilchen unabhéngig von ein-
ander propagieren, d.h. wir machen einen Produktansatz fiir die 2-Teilchen-
Greenfunktion. We do not know how the particles and holes propagate. The first
obvious choice is to allow each particle to propagate independently according to
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the single-particle Green’s function. Since there are two particles involved, we are
making the separation

G2—>G1XG1

und erlauben alle oben dargestellten Prozesse. Damit ergibt sich and allow for all
the processes shown schematically above. This leads to

—<N | T.. | N> == G(Il tl,l’g tg) G(QL’3 t1,$3 t;r) +\G<I1 tl,l‘g tf) G(l’g tl,l’g tz)J

~
Austausch-Term, wird vernachlassigt
exchange term, will be neglected

Damit gehen wir nun in die Bewegungsgleichung fiir G
Substitute this in the EOM for G [Z.136]

0 N
{Zha_t — Ho(ail)—l- 1 /V(%l,x3> G($3,t1,$3,t1+)d$3 }G(ZEl tl,IQ tg) = h(S(.’Ifl - x2>(5<t1 - tg)
1

-~

- /z/(xl,xg)p(xg t1) dxs

N

~
Vi (z1 t1)...Hartreepotential,
d.h. Wechselwirkung mit elektrostat.
Feld aller Elektronen
Hartree potential

und erhalten damit die Bewegungsgleichung fiir die Greenfunktion des Fermi-Gases
in der Hartree-Approximation

and thus obtain the Hartree approximation as one-half of the lowest order of
approximation to the equation of motion

0 ~
{zhg — Ho(1) — VH(xl,tl)}G(xhtl;@vt?) = o (1 — 22)0(tr — 1)
1

(7.137)

Bemerkung: Die Mitnahme des Austausterms fithrt zu einem nichtlokalen Ope-
rator, der sogenannten Hartree-Fock-Naherung, vgl. Kap. [7.4] Diese ist oft Start-
punkt fiir Molekiilberechnungen aber fiir Festkorper ist diese Naherung im allge-
meinen aber eher schlechter als Hartree.

Comment: The next step would be to take both terms for the two-particle Green’s
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function. The exchange term then gives rise to a nonlocal operator. It is, in fact, the
Green’s function variation of the exchange interaction appearing in the Hartree-
Fock equation, cf. Chapter [7.4] Thus, we have two approximations to the solution
of Eq. at the same level. The Hartree approximation is apparently mathema-
tically less justified than the Hartree-Fock approximation. Still, at least for solids,
the Hartree approximation gives a much better description of many properties.

Wir suchen einen systematischen Zugang zur Greenfunktion mit kontrollierbarem
Konvergenzverhalten. Das ist bei der Hierarchie von Greenfunktionen eher nicht
gegeben, z.B. ist die Hartree-Fock-Naherung manchmal schlechter als Hartree,
obwohl zumindest mathematisch viel besser gerechtfertigt.

Having dealt with the two-particle Green’s function in this way, the obvious next
stage could be to carry on up the hierarchy, but this becomes rapidly far too com-
plicated. Keeping track of all the possible terms is very difficult and not necessarily
justfied, as we have just seen comparing Hartree and Hartree-Fock approximations

= Betrachten im folgenden die Selbstenergie Consider the self-energy

Ansatz: Erweitern ([7.137)) um ein externes Potential Suppose we have solved the
infinite series of equations and look for a solution in the form

0
{ zhg — Ho(x1) — ¢(x1,t1) — Vi(z1,t1) }G@btl;@’tz)
1 N N
=V (z1,t1)

- /Z(ﬂfl,tl;wg,ts)G(%,ts;xz,tz)d% dts
= h(S(Jfl - l‘g) 5(t1 - tQ)

Der Selbstenergieoperator » (x1,t1;x3,t3) enthalte jetzt alle Wechselwirkungsef-
fekte.

The operator Y (x1,t1;23,t3) is called the self-energy operator and includes all of
the interaction effects within itself.

Was ist die formale Begriindung fiir die Bezeichnung der Selbstenergie? Wir fourier-
transformieren unseren Ansatz in den Frequenzraum Why is it called ‘self energy "7
We transform to the energy-dependent form

[ we Hy(m) — Viay,w)] Gz, 2,w) — /Z(ml,xg,w)G(xg,xQ,w)dxg
= 0(zq — x9).
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In Matrix-Notation sieht dies wie folgt aus If we write this in matrix form, cf.

Chapt. [6.2], we have

(Wl — Hy— V)G —%G =1
=G l=(wl-Hy-V-Y).

Fiir nichtwechselwirkende Fermi-Gase gilt The noninteracting Fermi gas (i.e., wi-
thout ¥) equation has a solution

Gyl =(wl —Hy—V)
=G l=Gt -2 (7.138)

D.h. die Pole der Greenfunktion (Anregungsenergien) werden durch die Selbstener-
gie verschoben, durch die Einbeziehung der Wechselwirkung zwischen den Teilchen.
Sind damit im Einklag mit der Begriffsbildung aus aus dem Kapitel [7.7]

The poles of the Green’s function G (or zeros of the inverse G™') are moved in
energy by X from those of the noninteracting Green’s function Gj. Thus, the self-
energy may be considered as a contribution to the energy of the excitations of the
system from the interaction effects.

Bemerkung: Die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen sind gemittelt auch
schon im Hartree-Potential enthalten, deshalb wird dieses von manchen Autoren
zur Selbstenergie geschlagen.

Comment: Some authors define the self-energy to include the Hartree potential.
We do not do this here because in most respects the Hartree potential is a one-
electron effective potential and in almost all practical calculations is, approximately
at least, contained in the one-electron part of the Hamiltonian.

7.9 Fundamentales Gleichungssystem
Hedin fundamental equations

Wir vereinfachen die Notation We simplify the notation
(z1,t1) — (1), (@1, t]) —> (17), (22, t2) — (2)

Damit wird eine kompakte Darstellung der Bewegungsgleichung (7.137)) zu This
transform Eq. ([7.137)) to

{ma% — Hylz) — V(l)}G(l, 9) — /2(1, 3)G(3,2) d3 = ho(1—2)  (HO)
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wobel where

V()= (1) + V() (7.139)
externes Hartree-

Potential  Potential

Andererseits gilt die Bewegungsgleichung On the other hand, with an external
potential ¢ the basic equation of motion is

{ m@% — Hy(xy) — ¢(1)}G(1, 2)

+ i/u(l,B) Go(1,2,3,3%)d3 = ho(1 — 2).

Es gilt It holds

§G(1,2)

I 5e3)

= G5(1,2,3,3%) — G(1,2)G(3,3").

Beweisidee: Abhiingigkeit des Grundzustand | N) und des Feldoperators 1) vom
externen Potential explizit ausdriicken, in Definition der Greenfunktion einsetzen,
Funktionalableitung ausrechnen. R

Proof idea: Both the ground state | N) and the field operator 1 contain
implicitly the effect of the external potential ¢. Extract the dependence and
make it explicit. Substitute it into the Green’s function definition. Evaluate the
functional derivative.

Einsetzen fiir G, liefert die Bewegungsgleichung Substituting for G5 leads
to

. . 5G(1,2)
{ma—tl — Hylay) - ¢<1>}G<1» 2)—in [ v(1.9 56(3)

+i/y(1,3)G(3,3+)d3 G(1,2) = ho(1 —2)

N J/
-~

Vi (1)

d3

Vergleich mit (HO) unter Beachtung von ([7.139) liefert Comparison with (HO) in
conjunction with (|7.139) shows that
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5G(1,2)
6(3)

Die inverse Greenfunktion erfiillt The inverse of the Green’s function is defined by
the identity

/2(1,3) G(3,2) d3 = ih/u(1,3) d3. (7.140)

/0—1(1, 3)G(3,2) d3 = 6(1 — 2) & GG = I

Then we can write

ol Glag G-t G 5G sa-1
%:0: 5o :WG“LGI(%#?:—G 5¢G
d.h. i.e.
L 6G1(4,5)
5o(3) /G(1’4) 56(3) G(5,2) d4 db, (7.141)

dies in ([7.140)) eingesetzt ergibt Substituting this into [7.140| leads to

5G1(4,5)
0p(3)

Diese Gleichung erfordert, daf gilt Obviously we have

/2(1,3) G(3,2)d3 = —z’h/y(l,B)G(l,4) G(5,2) d3 d4 db.

5G1(3,2)

5o(4) d3 d4

(1,2) = _m/y<1,4)e<1,3>

Wir haben hiermit einen Ausdruck fiir die Selbstenergie gewonnen, der sich nach
Potenzen des nackten Coulombpotentials v entwickeln lakt. Es zeigt sich jedoch,
dak diese Reihenentwicklung sehr langsam konvergiert, da die Elektronen im Fest-
koérper durch die Abschirmung eine deutlich schwéchere Wechselwirkung spiiren.
This constitutes a formal solution of the problem when taken with Eq. .
The self-energy can be expanded in terms of v. However, since this interaction is
very strong and long range, one has to go to very high order in the series.

Das Gesamtpotential setzt sich aus externem Potential ¢ und dem Response der
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Elektronen, d.h. dem Hartreepotential zusammen The potential function V' is com-
posed of the external potential and the Hartree potential

V(ent) = dlar, t) + / o1, 22) plaa, 1) dos.

Die Verdnderung im externen Potential d¢ &ndert auch die Elektronendichte. Es
ergibt sich A change in the external potential d¢ changes the charge density by dp
and will result in

(5V(ZL’1, 372) = 5¢($1,t1) + /V(l’l,.TQ)(;p(.T27t1)d$2

eine durch Abschirmung modifizierte Anderung des Gesamtpotentials. i.e., a mo-
dified total potential that accounts for screening effects.

Wir definieren nun die inverse dielektrische Funktion e~ durch We now define the
inverse of the dielectric response as

4 _ V(1)
e (1,2) = 590)"

Mit oV von oben folgt Substituting 0V we obtain

dp(xs,t1)

——d
5§Z§($2, t2) s

e 1(1,2) =6(1—2) —I—/I/(xl,xg)

S € = 1+v—

Se=1—v— (7.142)

Uber die inverse dielektrische Funktion 1ift sich das abgeschirmte Coloumbpoten-
tial Next we introduce the the screened Coulomb interaction via
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W(l,2) = /61(1,3)y(3,2) d3

sW = ¢l

einfithren. Wir definieren eine Polarisationsfunktion mittels and define a polarisa-
tion propagator as

e(1,2) = 5(1,2) — /y(1,3) P(3,2) d3
d.h. or, in matrix notation

e=1—-vP.

Der Vergleich mit ((7.142) zeigt, dak P = g—"; bzw. ausgeschrieben
Comparison with Eq. (7.142)) shows that P = 55—";, ie.,
L) G, 1)

P2 =5 = v

P entspricht unserer Vorstellung einer Polarisationsfunktion in der Tat. Unter Aus-

nutzung von (vgl. Gl. (7.141))) Exploiting (cf. Eq. [7.141))

5G(1,2) 5G-1(4,5)
o /0(1,4)—5¢(3) G(5.2) d4 d5

ergibt sich one obtains

P(1,2) = i/G(l,?;)%g’)@G(él, 1+) d3 da.

Wir fithren als “Abkiirzung” die Vertexfunktion I' ein

The functional derivative % appears so often that it is given a special name -
the vertex function I'
0G1(1,2)
'1,2,3) = —h———>
( ) oV (3)
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und schreiben damit thus we write

Y

P(1,2) = —%/0(1,3) I(3,4,2) G(4,1%) d3 d4. (H1)

Die Selbstenergie sieht dann wie folgt aus With these definitions we return to the
self-energy

5G1(3,2)
0p(4)
- _m/y(1,4)0(1,3) 5(’;‘/22’)2) ?;((j)) d3 d4 ds

——— ——
_%F(37275) 6_1(574)

%(1,2) = —m/u(1,4)G(1,3) d3 d4

= i/y(1,4)e_1(5,4) G(1,3)[(3,2,5) d3 d465,
N e’
W(1,5)

d.h. ie.,

%(1,2) :i/W(l,él) G(1,3) ['(3,2,4) d3 d4. (H2)

Invertierung der Bewegungsgleichung (HO)) liefert Inverting the EOM leads to

Glzih%—Ho—V—E

d.h. resulting in

5%(1,2)
SV (3)

5G1(1,2)

r(1,2,3) = — )

=§(1—2)0(2—3) +

Ausnutzen von Exploit
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g
- O ©
-T
—+ar o
fithrt auf and write
0%(1,2)

I(1,2,3) =6(1 —2)6(2 —3) +

3G (@5 0L OG(T,5)0(6,7,3) didsdedr.

(H3)

Aus € = 1 — vP und eW = v folgt (1 — vP)W = v, dh. W = v + vPW,
ausgeschrieben

From e =1 —vP and eW = v it follows that (1 —vP)W =wv, i.e., W =v+0vPW,
or

W(1,2) = v(1,2) + /V(l,S)P(3,4)W(4, 2) d3 dA. (H4)

bis (H4) bilden zusammen mit der Bewegungsgleichung der Greenschen
Funktion das sogenannte fundamentale Gleichungssystem oder die Hedin-
schen Gleichungen, die formal eine exakte Losung des Vielteilchenproblems sind.
The formal solution to the interaction problem consists now of the set of five

equations (HO|) to (H4).

Diagrammatische Ubersetzung Diagrammatic interpretation

1 2
G(172) - ———— G()(LQ) — ]5 -------- S e g
1.2 1 2 1 2
v(1,2) — L . w(,2) — S ANV N

1
P1,2,3) =  Pes P12 — < (12 i’
2
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mit der Regel iiber interne Vertizes zu integrieren wird aus der Dyson-Gleichung
der Greenfunktion If we have the general rule that all internal vertices are inte-
grated over, the Hedin equations read

D)+ - o ——

2 1 2 1 2 3 4

weiters gilt and
3
(HI) — e, - 1<4>'2
(D) — - :5%4
2

T s el et T ./VVV\-"
_>IWVWVW\§ 1 AR

Selbstenergie in GW-Approximation GW approximation to the self-energy

Das Fundamentale Gleichungssystem kann iterativ gelost werden. Dazu startet
man bei der Vertexfunktion Start from (H3|)

>(1,2
(1,2,3) = §(1 — 2)6(2 — 3) + / 022 (4 6)G(T, 5)T(6, 7, 3) dAd5d6dT,
0G(4,5)
und vereinfacht diese zu and simplify it to
['(1,2,3) = §(1 — 2)6(2 — 3).

Mit dieser Néherung geht man in den Ausdruck fiir die Selbstenergie (H2)) ein,
welcher sich vereinfacht zu With this approximation we enter (H2)) which simplifies
to

$(1,2) = iG(1,2) W(1,2).

or graphically
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Das ist die sogenannte GWW-Néaherung der Selbstenergie. This is the so-called GW
approximation to the self-energy.

Quasiparticle effects calculated within the GW approximation typically lead to a
pronounced opening of the fundamental gap of semiconductors or the molecular
HOMO-LUMO gap with respect to calculations assuming independent particles.
This is the result of the self-energy shift, see Eq. Shown below are corre-
sponding calculations for lithium niobate, a frequently used optical material.

ferroelectric phase paraelectric phase 10

10 ===l | _---CT P S <\ Pk L

[

I

'

7

HINE
s
\
A N

i

L]

il l“ Ll

Energy [eV]
Energy [eV]

Band structures of ferro- (left) and paraelectric lithium niobate (right) calculated
within the independent-particle approzimation (blue dashed lines) and using self-
energy corrections calculated within the GW approxzimation (black solid lines).
From W.G. Schmidt et al. Phys. Rev. B 77, 035106 (2008).
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