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0. Einfiihrung

L

-

Leitwert G= O’% (Ohm), o = Leitfdhigkeit

Voraussetzungen an Grofse von W& L7 — Experimente seit 80er Jahren

Ohmsches Verhalten fiir

W,L > \:de-Broglie-Wellenléinge
> L, : mittlere freie Wegléange
(mittlere Weglénge bis Impulsénderung)
> L, : Phasenrelaxationslange
(mittlere Weglénge bis Phasendnderung)

stark material- und temperaturabhingig

Grofsenordnungen
0.1 - 1mm L,, im Quantum-Hall-Regime
10 - 100 pm L,/L,in HL fir T' < 4K
0.01 - 1 um HL-BE
10 nm - 100 nm Ain HL
L,, in polykristallinen Metallen
1A - 1 nm A in Metallen, atomare Absténde

Mesoskopischer Leiter?
e grof bez. der Gitterkonstante ~ A
e zu klein fiir Ohmsches Verhalten

= mesoskopischer Transport im Bereich nm ... 100um
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1. Grundbegriffe

1.1. 2-DEG
n-AlGaAs GaAs
el Ec
————————— ©
Er
EV __________
E {1/ 2-DEG
+
+
+

Warum GaAs? Sehr hohe Beweglichkeit!

Bsp. fiir technische

Realisierung

Ausgleich der Fermi-Energien
durch LT

= Bandverbiegung

= Peak der e -Dichte nahe
Grenzflache

betrachten e~ unter Einfluk eines externen Feldes E
= zusétzlich zur zufélligen Bewegung gibt es eine Driftgeschwindigkeit vy

dp

Im GG: (_) - (d_p)
dt Streuung dt Feld
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mug — ) ) )
= — =ekF T - - - Stofszeit (Impulsrelaxationszeit)
Tm
. . Va e|T,
Beweglichkeit p = ’—‘ = [el7m
E m

1.2. Effektive-Massen-Approximation (EMA)

betrachten e~ im Leitungsband (E¢),
beschrieben durch

: 12
{ o+ T 4 v ) = Buto
m
U(r): Potential durch Raumladungen etc.
A: Vektorpotential
m: effektive Masse
Banddiskontinuitiaten in Ec — E¢ = Eo(T)

Wellenfunktionen aus der EMA-Gleichung sind nicht die wahren Wellenfunk-
tionen, sondern "gegléttete” Versionen ohne die rapiden Oszillationen im ato-
maren Bereich

Beispiele:

(i) homogener HL mit

U(r)=0, A=0, E¢=const.
= (r) =

(anstelle von Blochwellen ) (7) = uy(7)et)

(ii) 2-DEG
e~ frei in z-y—Ebene, beschrinkt in z-Richtung durch Potential U(z),
sei A=0

S () = dale)eereitn
h2 2 2
E:EC‘I'gn“—%(kx‘l'ky)

n: Subbandindex fiir ¢, €,,
i. all. e9 > kT = betrachten nur &,
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= koénnen z-Dimension vollig ignorieren

ihV + eA)?
= neue EMA-GL. 2m
mit ES = Ec + e

+ U(z,y)v(2,y) = EY(z,y)

Speziell wieder U =0, A=0

L ke ik
=  Y(x,y) = —=e"" e
(@) VS
mit Eigenenergien
ﬁ2
E=Eg+ —(k2+k2).
S 2m( T y)
Banddiagramm im
Impulsraum Ortsraum
\ E \ F)
— EF
ki T
k Y

Wieviel Zustinde mit Energie < E? (E > FEg)

B2 k?
NT(E) = #]{Jm, ]{Zy mit Es + % < E
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A Ky Annahme:
X X | X X Leiter mit Dimensionen
X X | X X L,,L,, period. RB
X X X | X X X
= E — Eq)2m
X X X X X i k| = ( s)
B2
X/ X | X X
XA\X | X X Mgy 270
% = k‘x Jy = 7
. z/y
k| mit n,,, € Z.

= "Grofe” eines Zustands im k, — &,

—Raum

S : Flache des Leiters

2 2w 472
L, L, S
S

Spin erlaubter ~~~

k-Raum Dichte im

k-Raum

]{72

Np(E)=S5—

r(B) 2w

- mS

- 7h?

(E — Es)

Dichte der Zustéande pro Fliache, pro Energieeinheit

—Np(E) =

L

Th? (E = Es)

mit Fr : Fermi-Energie
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= nicht entarteter
Grenzfall;

| _(E—
1 Y HE) ~ e

fir £ > Eqg

f(E)

5
e
o |

f(E) = entarteter Grenz-
! fall;

| 1 f(E') = 6(Ey — E)
' fiir £ > Fg

&
5
-

Elektronendichte

ns = [ N(E)f(E)E
im entarteten Grenzfall

ns = Ns-(Ep — E,) mit N,=_=

Th?
fir kT < E Stromleitung durch e~ dicht an der Fermi-Kante, dort Fermi-
Wellenvektor

(2D-Zustandsdichte)

k2,
Er— Eg= 5 :>hk’F: Qm(EF—Es)
m
h2
= 2m-7T— ng
= k‘F = +/2mng
hk g

Fermi-Geschwindigkeit vy =

1.3. Charakteristische Langen

Ohmsches Verhalten fir W, L > A, L,,, L,

e Wellenlénge, Strom getragen durch e~ an Fermi-Kante

2m 21
)\ = — = JE—
f /{?F ng
ng =s-10Mem™2 — X\; &~ 35 nm (typ. fiir HL)

7
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e mittlere freie Wegléange L,,

Zusammenstofe mit Gitterdefekten, Phononen, anderen e~
— Streuung des e~ im anderen Zustand
Stofizeit: 7,

Impulsrelaxationszeit: 7,

1 1 oy, Effektivitdat der Streuung,
—_— = —
T Te 0<am,<1

Lm = VUrTm

ng =5-10"em=2

— Ly, = 30 um

e Phasenrelaxationslange L,

Gedankenexperiment, Strahlaufspaltung

Interferenz?

~

— In jeden Arm statische Streuer (Defekte)
— zerstoren nicht die Phasenbeziehung (nur Verschiebung
um konstanten Betrag)

— dynamische Streuer (Phononen)
—— zerstoren stationare Interferenz

Insbesondere fiir polykristalline Materialien 7, > 7, fiir ¢ > 7, zufillige
Geschwindigkeitsverteilung

(Brownsche Bewegung)

U%Tm

2

Li = D7, mit D = (spéter in 1.6)
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1.4. Magnetfelder

(5 =) ()=

mit Stromdichte I = etigng folgt

= =B\ (25 _ (E:
B ei—ys_Ey

Vgl. mit Definition des Widerstandstensors

E, Oyz  Oyy I,

zeigt,
m
Orx = Oyy = m
B
Oz = —Ozy = %

Hall-Widerstand steigt mit B

Vl‘L ;Vz
1 l ]

T w

— ]
[
BT
1%

Exp.
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Ve =V1 =V,
Vi =Va = Vs
I,=0 =
E, ~ VW
E, 2 Vy
Ey :nyc]z = Oyz = — = % = 5
L LT
E. Cﬁ&\}gl R.F. D?fuk«x? B.F Fuld
[EEE Toams. Tnshum. Heasr. 3% 304 (1905)
250 T T T T T T T 10 L=1mm
n 3]
‘ 038 min ‘ : W =0.4mm
200F & 4 o Js T=12K
1mm L -
e S : I =25uA
g\ 150- .
5 B Vj ]
H
E.mo— 8
" 10/
_ 1
. 50_ ' . B
e - 0
0 1 ¥ 4576 7T 8
Magetic field (T)

= Drude-Modell funktioniert nur fiir hohe Temperatur, kleine B-Felder

Warum? (volkstiimlich)
e B-Feld zwingt e~ auf Kreisbahn

e Umfang der Kreisbahn mufs kommensurabel sein mit A
—— nicht alle A, d.h. kinetische Energien erlaubt — diskrete
Niveaus

10
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e wahrnehmbarer Effekte falls e~ mehrere Orbits durchlaufen kann be-
vor es gestreut wird

1
Tm > — w, : Zyklotronfrequenz

—— hohe B- Felder, geringe Streuung

1.5. Quermoden

Y

x | | ‘ > U(U)
L \

ihV + eA)?
EMA-GL : {Es + % + U(y)} Y(z,y) = EY(z,y)
—By 0
B=rotd, A= 0 = B=|0
0 B
damit ( )2 )
pe +eBy ry _
{Bor LB By} o) = Bblay
mit 5 9
Pz = —zh%, Py = —zha—y
1 .
A ty: : — = ikx
nsatz: ¥ (x,y) \/fe X(y)
(hk +eB,)> P2 B
{Es L T B Uly) ¢ x(y) = Ex(y)

i. allg. keine analytische Losung
— untersuchen Spezialfille

11
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Xn,k(y) = un(Q) mit q=

wobel u,(q) = e 2 H,(q): Hermitesches Polynom

1
H p—
O(q) %
V2
Hl(Q) == d
\/7_1-
2¢°> — 1
H
2( ) \/5%
21.2 1
E(n,k) = Es + +<n+§) huwy n=0,1,2,

n=123 Gruppengeschwindigkeit

19E(n, k)
ok

%

m

v(n, k) =

Typisch: Confinement in z-Richtung ~ 5...10nm
— diskrete Niveaus ~ 100 meV auseinander
— nur unterstes Band besetzt

aber schwaches Confinement in y

— mehrere transversale oder Quermoden besetzt

12
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e U=0, B#0

2 2m
hk
mltyk:ﬁ und wcz%f].t
2
1
{Es + 2—y + §mw3(y + yk)Q} x(y) = Ex(y)

analog zu vorigem Fall, aber jetzt verschobene Parabel

— Xnk(Y) = un(q + qr)
mit
mw,
q= 3 Yy
mw,
i = 3 Yk
1
E(n,l{:):E5+(n+§)hwc n=0,1,2,...
A E(k)
n=4
________________________ EF
3
) Landauniveaus
1 e
Tk
Gruppengeschwindigkeit:
~ 10E(n, k)

v(n, k) = = 0! grofser Unterschied zum Fall

B=0,U#0

h Ok

Ursache: e~ "bewegen” sich auf Kreisbahn
Wellenfunktionen verschieben sich entlang y mit wachsenden k:

13
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O k=t
W ;
D k=n
L

Wieviel e~ auf einem Landau-Niveau?

27 hAAk 27h
I 7 ST URB T B L
%% le|B-L-W |e|B-S
N = 2 . = =
?(" Ay, mh Th
pin

2 2m 2
B
mit w2 = w? + Wy, We = K
m
_ hk

2 2 .2 2 2
P 1 wiw 1 w
Y - 0%ec 2 - 2 c
{Es + —2m + 2m wfo Yi T 277%%0 y+ wioy’“ X(y) = EX(?/)

— wieder 1D-SG mit parabolischem Potential

we
= Xn,k(iU) = Up |q+ 2 dk

c0
. mweo mweo
mit ¢ = ) = 5 Uk

1 R2k? W2
E =F - ——
(n, k) s + (n—l— 2) hweo + om 2

1B k) Rk w
Ch Ok muw?

v(n, k)

14
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2
:>Vgl.mitB:O:m—>m(1—l—w—;)
wo

B-Feld vergrofert effektive Masse
— Dispersion wird flacher

-~ B,
k
Wellenfunktionen zentriert um y = —y;
mit
_ hk
Yr = | B
2 2 2
w m wy +w
O S R
wi lelB Wew§
I\ e
Yk

\J
e

Transversale Position der WF proportional zur jeweiligen Geschwindig-
keit
— Zusténde die Strom in +x tragen separiert von Zusténden die
Strom in —z-Richtung tragen
— drastische Reduktion der e~ — e™-Streuung
— drastische Reduktion des Widerstands im QH-Regime!

15
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1.6. Stromdichte

_ - Uq : Driftgeschwindigkeit
I =en v, .
ne : € -Dichte

einfaches Bild tauscht,
energieabhingige Messungen zeigen, daf nur e~ um die Fermi-Energie zum

Nettostromflufs beitragen

Ay
eE
4hY
,kz

> ‘kd
f(k): Wahrscheinlichkeit, dak k besetzt ist
T=0 = k) = _
E-Feld verschiebt die Verteilung so dafs

fE) = f(k— k)
E#0 E=0
mit
k riiher,1. E m = E *Tm
@:@d(f her,11) BT, N kd:e T,
m h

fithren Quasi-Fermi-Niveaus F'~ & F * ein;
F* fire 11eE
F~fire 1| eFE

Pt hQ(k;F + kd)2
- 2m

16
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A E Nettostrom

k
2
= Ft —F~ zLi krka = 2eE T, - Up
2m SN——
L’UL
=2eFL,,

= Separation der Quasi-Fermi-Niveaus proportional zum Energiegewinn
eines e~ entlang der mittleren freien Wegléange

Kontakt " |Kontakt
1 2

Banddiagramm unter Spannung

E L _ Ft4r-
M1 F, =2

17
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e ¢~ mit Energien < ps tragen nicht zum Stromflufs bei

Ns(p1 — po)  in Kontakt 1

~~— 0 in Kontakt 2

(eigentlich Dichte!)

° He~ mit,u1<E<,u2:{
m .
(NS = ——, 2D-Zustandsdichte, vgl. 1.2)
wh?

= Konzentrationsgradient stromrelevanter e~ von Kontakt 1 zu Kontakt 2
= Diffusionsstromdichte

I =eDVn =eD ™ Z "2 Ny — 2DNGE

—
Fe

Vgl. mit Definition der Leitfahigkeit

I=0FE = |o0=¢NgD Einstein-Beziehung fiir entartete Leiter

frither (1.4) im Drude-Bild

62 TmMs E€ETm

I = E =ensu- EF mit Beweglichkeit = —
m

= 0 =engi

Konsistenz erfordert

engt =e*N,D = D= Rt
6NS

mit ng = Ng - (Er — Es): Elektronendichte
~————

m o
Pl

folgt

v - g (jetzt p von oben)
e

18
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2. Landauer-Buttiker Formalismus

2.1. Widerstand eines ballistischen Leiters

A
Y

contact contact
w
|1 ! 2 |

}

ballistischer Leiter
(keine Streuung)

Ohmsches Verhalten: G = a%

reduzieren L = G —G.=G(L<K L)

Woher kommt G.7

Kontaktwiderstand G ' infolge der Umverteilung des Stroms, in den Kon-
takten oo viele Moden, im Leiter nur wenige Moden

Kontaktwiderstand beseitigen durch Kontakte welche identisch zum Lei-
ter sind?

Ja! Aber dann macht Messung keinen Sinn! Wollen das Spannung iiber
Leiter abféllt, deshalb miissen die Kontakte "leitfdhiger” sein als der Leiter

Annahme: ’reflexionsfreie” Kontakte, d.h. e~ gehen vom Leiter in den Kon-
takt ohne Reflexionen (gilt nicht umgekehrt!)

numerische Rechnungen rechtfertigen diese Annahme
(Szater & Stone, Phys. Rev. Lett. 62, 300 (1989))
= einfache Situation:

+k-Zustande besetzt mit e~ aus linkem Kontakt
—k-Zustande besetzt mit e~ aus rechtem Kontakt

= Quasi-Ferminiveau



'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

LAN DAUER- B UTTI KER FO RMALISMUS Die Universitit der Informationsgesellschaft

(keine kausale Beziehung zwischen rechtem Kontakt und +A-Zustdnden bzw.
linkem Kontakt und —k-Zustanden)

N= 1234
K1

2

\j
e

= Fir T" = 0 wird der Strom von +k-Zustdnde zwischen p; und ps
getragen

Jede Mode hat Dispersionsrelaxation F(N, k) mit minimaler Energie ey =
(N, k = 0) unterhalb der sie sich nicht ausbreiten kann

# Moden mit Energie E
Z 9 — & N

Strom getragen von einer Mode?

betrachten einzelne Mode, +k-Zustédnde besetzt entsprechend Verteilungs-
funktion f*(FE)

Strom [ =env n : #e~ /Léngeneinheit

einzelner Zustand im Leiter der Lange L

—sn= %, summieren iiber k-Zustiande
10F
*( +
1 Z”f L non! (E)

L
;Hz.%/dk

20
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e aL 10
h Ok
:_/fwmm
h Je
Strom pro Mode pro Energieeinheit
- ist 2 ~ 80nA/meV
i

Verallgemeinerung auf viele Moden

= / FHE)M(E)E; M(E) =Y 0(E —x)

N

Annahme: M(E) = M fir pus < E < 1y

—— ——
Ge 1%
Kontaktwiderstand

e- I 222M M

Gt

M(E) héngt von ey, d.h. U(y) ab

1
breiter Leiter, d.h. W > T Details unwichtig
F

2
— Annahme: periodischer RB = Ak, = WW, jedes k, entspricht
erlaubter Mode

Stromtragende k, gilt: —kp < k, < kp

B %p \ (W ke
() (V)

W -2
=]
nt( N )

Bsp.: (FET)

Ar & 30 nm (typ. fir HL)

= M ~ 1000, G;'~12.5Q
W ~ 15um

21
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Exp.: Vgl. Wees et al., PRL 60, 848 (1988)

: : = Kontinuierliche Verengung

Leiter des Leiters durch Vg,
L'A v = diskrete Abnahme der Leitfa-
ate
1’ higkeit
T
SR -
f,-‘ ‘
R — |
f "J
J I
" //
=) 1
e ,. i |
S !
oy |
S &30 ]
I [ =8 -1 a6 14 12

GATE VOLTAGE  [v]

Abbildung: Phys. Rev. Lett. 60, 848 (1988)

Bem.: 2 wesentliche Unterschiede zu Ohm

e lingenunabhangiger Widerstand

e diskrete Abhéngigkeit von Breite

Wo fillt die Spannung ab?

Kontaktwiderstand ist Eigenschaft des Leiters, trotzdem fillt die Spannung
an der Grenzfliche zum Kontakt ab:

22
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contact h - contact
1 ballistischer Leiter 2

2

w

/

grofse Zustandsdichte
+k und —k-Zustande haben
gleichen Quasi-Fermi-Niveau

mitteln chemisches Potential von +%& und —k-Zustande

H1 —I """""""""""""""""""""""" : +k
LR (S 12
\ /
Spannungsabfall
2.2. Landauer-Gleichung
Y
|
M1 M2
Leiter
contact contact
1 Leitung 1 T — | Leitung 2 9

Leitung 1/2: ballistische Leiter, M transversale Moden
T: Transmissionskoeffizient: Wahrscheinlichkeit das ein e~ aus Leitung 1

nach Leitung 2 transmittiert

23
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reflexionsfreie Kontakte = +k-Zustdnde in Leitung 1 kommen von Kon-
takt 1, haben chem Pot. p;
—k-Zustande in Leitung 2 kommen von Kon-
takt 2, haben chem Potential po

lE E
H1 N

If ?" L )

I

k k

2
T=0 = I= ({) M (py — p2) ((2.1) Strom durch ballistischen
Leiter)

Zustrom von e~ von Leitung 1 in Leiter

Abflufs durch Leitung 2

2e
Iy = (ﬁ) My — p2) - T

Rest wird reflektiert in Kontakt 1

Nettostrom )
_ e

I=I -1 =1y = <f) MT (g1 — po)

damit
1 2¢? .
G = = —MT Landauer-Gleichung

(b1 —po)/e b

Bemerkung:

e T'=1 — Widerstand eines ballistischen Leiters
e frither (1.6) Einstein-Bezichung fiir entartete Leiter

0 = 62NSD

24
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DOS N, — M

] = -G
Diff. Konst. D — T}

e Ohmsches Verhalten im Grenzwert?
2 Leiter in Reihe:

—_— —_—
Tl T2
L —
- Ry - R,
Gesamttransmission? Ty =T, - 157 (naiv)

multiple Reflexionen (vernachldssigen Phase)

T1 TZ
~ T,
Ry - Ry
" Rl R2 Tl T2
.- (R1Ry)* T\ T

= T12 — T1T2 —'— T1T2R1R2 + T1T2R%R§ + e
T,

1—RiRy

mit 7= 1 — R folgt

T12 Tl T2

ist additiv

N (1;T)

= fiir N Streuer in Reihe gilt:

1-T(N) 1-T
TNy T
T

N1-T)+T

T(N) =

25
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N =v[L mit v: lin. Dichte der Streuer
L : Léange des Leiters

= T(L)=
mit T

b= a7

L,, : mittlere freie Weglénge bevor e~ gestreut wird }

1 — T : Streuwahrscheinlichkeit an einem Streuer

1

1-T)v L, =1 L,~——=~L
— (=T - si—1) "
effektive Dichte T
der Streuer
T=1
Jetzt Landauer-GI.
G-t
h
2k kp-W 2
fir breiten Leiter M = #k = == = ~— (Ak: - WW frither (1.2))
2 .
damit G = 2ikF WT
h m m
wit hkp =mup, Ny = — (friher (1.2)), b= 2h
T
-T
folgt G = 2N, (“F )
s
L
mit 7= — +0Lo (gerade abgeleitet, Lo ~ Ly,)
L
= G:L 7 e? N, vro
+ Lo \7;_/
D
—_———
o
. . o 1 2 ~ UFLO
(frither, (1.6)) Diffusionskonst. D = SUFTm A —
Einstein-Bez. o = e?N,D
G- oW
L+ Ly
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L+Le L L

G = +
oW oW oW
ohmscher Kontakt-

. . Widerstand widerstand
allgemein gilt:

o h 1 h 1—T+ h
22MT  2e2M T 2e2M

2.3. Ursprung des Widerstands

2¢?
G=|— | MT
()
Streuer geben Anlaf zu Widerstand durch Reduzierung der Transmission
Betrachten Leiter mit M Moden, 1 Streuer mit T’

H2

_h N h 1-T
2e2M 2e2M T
—_—————

Streuwiderstand G '

G—l

e Wo fillt die Spannung am Streuwiderstand ab?
e Energiedissipation I?/G, (falls Streuer elastisch)?

= Untersuchen Energieverteilung der e~ (vernachlissigen Phaseneffekte,
reflexionsfreie Kontakte)

+k-Zustande, links von Streuer

fHE) =0(m — E)

—k-Zustande, rechts von Streuer
f(E) =0(p2 — E)
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+k-Zustande, direkt rechts von Streuer

frEB)=T 0(u—E) +(1-T)0(—E) *
l |
von links von rechts
durchgelassen reflektiert

—k-Zustande, direkt links von Streuer

fE)=0-T)0(m—E)+T 0(us— E) i
! !
von links von rechts
reflektiert durchgelassen

Nichtgleichgewichtsverteilungsfunktionen, nur giiltig direkt am Streuer, im
Abstand mehrerer Energierelaxationslédngen stellt sich GG-Verteilung ein:

+k, weit rechts: fT(E) =6(F" — E)
—k, weit rechts: f~(E) =0(F' — E)
mit elektrochem. Pot. F" und F” bestimmt durch die Teilchenzahlerhaltung;:
F'"=Tpy + (1= T)ps
F'=(1=T)m + Tps

(Annahme: nur Energierelaxation zwischen +k und —k-Zusténden, keine
e -Transfer zwischen +k und —k, sonst zusétzlicher Wider-

stand!)
- direkt vor Streuer - direkt nach Streuer
- Energierelaxationsléange - Energierelaxationsldnge
vor Streuer nach Streuer
A f fll
P 1 1 P
IR o e
E Fo E E ' E

"
Ha Ha M1 H2 He2 F H1
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normieren elektrochem. Potential

pr— 1, gz —0

+k-Zustande

) M vor — 1
| F"=Tm+ (1 —T)uz nach Streuer — T
—k-Zustande
_ Fr=01-T)m+Tpy vor — 1-T
=
142 nach Strever — 0
Kontaktwiderstand elektrochem. Potential

/ AF
1

+k \
1-T
o

T q
0o |
contact contact
1 Streuer \ 2

Elektrochemisches Potential
im Sinn der Normerhaltung,
in Wirklichkeit NGV

Potentialabfall am Streuer (normiert)
1-T
— tatséchlicher Abfall eVg = (1 — T)(u1 — p2)
Rest (T'(p1 — o)) féllt an Kontakten ab
= Strom ] = % MT (py—po) fliekt durch Reihenschaltung von Streu-

und Kontaktwiderstand:
L h 1-T
S 22M T
Wo fillt Joulsche Wérme 1?/G ab?

h
2e2 M

Gl =

SIS
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Falls Streuer elastisch — Energiedissipation durch inelastische Prozesse
(Phononenemission) auf Langenskala der Energierelaxationslange

Energiedissipation Pp = d—]U mit
x
. 1 . .
Energiestrom Iy = — / Ei(E)dE  mit
e

Stromverteilungsfunktion i(E) des elektrischen Stroms

. . 2e M 3
1= [iEaE: i(E) =2 E) - £(B) ®)
mittlere Energie des Stroms i(E)R wet links
f EZ(E)dE el ___L— direkt vor Streuer
_ _ U
~ [i(E)dE I -
o F' o E
I andert sich nicht entlang x weit rechts
i(E)A e
direkt nach Streuer
[dU e
Pp=——
e dx
e F" o B

um U zu bestimmen, miissen wir iiber +k- und —k-Zustdnde mitteln

(F" 4+ p1)/2  weit links
= U= (u+pz)/2 am Streuer
(F" 4 p2)/2  weit rechts

elektrochem. Pot. gemittelt (+k + —k)

- mittlere Energie des Stroms (+k + —k)

Sl

Y

Streuer

A
Y

Energierelaxationsldnge
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= lokalisierter Abfall des elektrochemischen Potentials, aber Joulsche
Waérme iiber weiten Bereich

Ursache: Aufheizen des e -Stroms hinter dem Streuer, bevor Energie ans
Gitter iibertragen wird

Elektronendichte

Scharfer Abfall der Quasi-Ferminiveaus am Streuer

Leitungsbandminimun folgt mit kontinuierlicher Abfall (weil Feldstérke end-
lich bleiben mu#)

= Variation der Elektronendichte
ng = Ng(F—FE;) — 0, = NsJF —JE)
|
(frither, 1.2)
Elektronenstau vor, -defizit hinter Streuer

= mesoskopischer Dipol
= zusétzliches E-Feld

VB
M
2
F,
~ E,,
. - ed
Abschirmlénge A e2Ng

‘ e: DK
pa s d : z-Dimension des 2DEG
+
/ typ. ~ 5Snm

. GaAs

FE-Feld
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2.4. Spannungsmessung

HpP1 Hp2
X N

M1 1-TZ

2

Streuer

(Vel. 2.3)

Normierte elektochem. Potential

—k-Zusténde
T + k-Zustande

0

Mefproben P1 & P2 messen lokales elektrochem. Potential von +k, —k-
Zustanden oder feste Kombination beider (Idealfall!)

= pip1 — pp2 = (1 =T)Ap mit  Ap = — pio
. 2e
frither (2.3) I = (I) MTAp

(pr — pp2)/e b 1-T

= = 7 T %M T

gemessener Widerstand
Probleme:

e Proben sind invasiv, streuen selbst
— Streben nach minimaler Kopplung

e nicht identische Proben koppeln unterschiedlich an +k und —k-Zusténde
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Bsp:

P1 P2

P2 koppelt besser an +k-Zustdnde
—  ppy = TAp (Potential der +k Zustand)

P1 koppelt an —k-Zusténde
—  pup =~ (1=T)Au

(/~LP1 — ,up2)e . h 1-=-2T

- = i T %M T

gemessener Widerstand

R < 0 fur T > 0.5! (fiir grofer Transmission ist pps > fip1)

anderes Extrem:

P2 koppelt an —k = pupy =0

P1 koppelt an +k = up; ~ Apu

Lo b1
C2e2M T

:>1—2T h - <1 h
T 2e2M T 2e2M

Kein Problem fiir makroskopische Leiter:

L,
frither (2.2) T' = T L. < 1fir L> L,

= R konvergiert fiir L > L,,, aber schlecht mefbar fir L ~ L,,!

e Interferenzeffekte! bisher vernachlassigt

sei T' < 1, starke Streuung
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norm. elektrochem. Pot.

+k
1
—k
—k
e ——
z +k

p (vor Streuer) &y

(Interferenz = jeder Wert zwischen 0...1 moglich, abhéngig
stehende Wellen) von Abstand zum Streuer!

= Widerstandsmessung nur moglich fiir
— kurze Phasenrelaxationslinge L, < L
oder

— Mittelwertbildung iiber A
oder

— direktionale Koppler (koppeln an +k, —k separat)
Biittiker (1988)

verallgemeinert 2-Terminal-Beziehung (2.3)

% _ _
I= {T(,ul — o) mit 7 =TM : Transmissionsfunktion

fiir viele Terminale (indiziert bei p, q)

2e _ _
I, = 7 Z {Tm—p:uP - Tp<—q:uq}
q

Annahme: V, =V, Vp,q — =0
N Summenregel Z Gy = Z Gpq

q q
damit
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Ip = Zqu(Vp —Va)
q

Ohne Beweis: (Gpq)+5 = (Ggp)-B

mit B : mag. Feld (Beweis fiir Spezialfall spater in (3.1))
(exp. bisher immer bestétigt, kein allgemein giiltiger Grund)

Bemerkungen:
o [,=0
; ez
: > Gy
a#p

gewichteter Durchschnitt aller Terminale
e B=0 = G,=G0G,
d.h. Biittiker £ Kirchhoff

3-Terminal-Messung:

2]

1 Leiter 3

starten von [, = Z GV, = V3)
q
I =G (Vi — Vo) + Gi3(Vi — V3)
Iy =G (Vo — Vi) + Gos (Vo — V3)
I3 =G5 (Vs — V1) + G (Vs — V2)
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L Gz + Gis -G —Gh3 Vi
L =1-Ga+Gizs G+ Ga —Ga3 Vo
I3 —Gs1 + G —Gi3 Ga1 + G Vs

Nur Spannungsdifferenzen relevant — o0.B.d.A. V3 =0
— (Il) _ <G12 + Gi3 —G1y ) <V1)
Iy —Gy Ga1 + Gos Va
Vi Ry R\ (6L
— =
()= (s 72) (2)

(R] = Gz + Gis -G -
-Gy Go1 + Gas

mit

damit

_ G2
Gi13Go1 + G12Ga3 + G13Gas

4-Terminal-Messung

-

2| B
1] Leiter 4] Ry = K?
I
I
=t

0.B.dA. V, =

oL Gia+ Gz +Guy -G -G Vi

I | = —Go + Ghs Go1 + Gz + G —Gla Vs

I3 —Gg1 + Gis —Glgy Ga1 + Gsa+ Gy Vs

invertieren

36



'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

LANDAUER— B UTTIKER FORMALISMUS Die Universitit der Informationsgesellschaft
‘/1 Rll RlZ Rl3 Il
‘/2 - R21 R22 R23 IZ
‘/3 R31 R32 R33 I 3
mit
-1
[R] = [G]
damit v
27— V3
R4t = ( Ji ) = R21 - R31
1 I,=I3=0

andere Mefanordnung

1 Leiter 4

®

aTA
R, = — = —_— — R - R
= ( 2 ) P 12 13

jetzt mit B — Feld:
frither (Ggp)+n = (Gpg)-5
= [R'ip=[R7I,

mit [R~1T = [RT]~! folgt

= R12 - R13
+B

= R4t(+B) = R21 — R31

= Rilt(_B>

—-B

exp. bestétigt von Benoit el. al. PRL 57, 1765 (1986); siche auch Webb &
Washburn, Physics Today, 41, 52 (1988)
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2.5. Endliche Temperaturen und Spannungen

bisher 7" = 0, Strom getragen von einem einzelnen Energickanal am Fermi-
Niveau
2e -

= I'= —T(uy — pe2) mit

h
T M - T = const. fiir us < E < g

Il
|

Leitung Leleer Leitung

I 1 - 2 H2
T/

//l/ =
' v A i

— ‘ — 2

!

1 fi ein Energiekanal 1 fy

realistischer: Transport durch viele Kanéle:

M

1 2
- 2 I

Ein- und Ausflufs in Leiter durch Zuleitungen;
i(E) : Stromverteilungsfunktion (vgl. (2.3))

il (F) = —Mf(E) M :# Moden in 1

ok
2e
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Nettostrom i(E) =i] —i] = i3 — iy
=Tij —T'iy
s 2€

= S (M(E)T(E)Ai(E) M'(E)T'(E) f2(E)]

mit Transmissionsfunktion T(E) = M (E)T(FE) folgt
2e _
i(8) = (1B () - T o(B)
Gesamtstrom:
I = /z(E)dE

Annahme: T(E) = T'(E) (sinnvoll damit i(E) = 0 fiir fi(F) = fo(E))

:I:f T(E)i(E) — fo(E)dE

Variation
2
61 =5 [ T(B)[f — foJdE
fiir kleinere Spannungen
of - dfo
Ofv = fol = 5~ u:EF(Ml —p2) = 3 1~ He)
AN
1
fo=—=—
e kT + 1 p=Er
ol 262 — 8f0
= Gziz—/TE( )dE const.
G- n ) P\ aE
linearer Response fiir kleine Spannungen
T—0 = fo(E)—0(Ep—E)
dfo
I e 2%T(EF)
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Voraussetzung fiir linearen Response fiir T' # 0:

e T(E) = const. fiir transportrelevanten Energiebereich
pn +kT 2 E 2 pig — kT

gilt i.allg. fiir gy — po < kKT
(hinreichend, aber nicht notwendig, weil sonst kein lin. Response fiir

T =0)
Sei T(F) = T(Er)
=~ 1=21(E) [I6(E) - MENE
I= 2—;T(EF)[M1 — 2]

d.h. T'= 0 Response fir 7" > 0

Verallgemeinerung auf viele Terminale

I, = / ip(E)dE mit

Fermifunktion von Terminal ¢

T
W(E) = 2 ST BV (B)~ Ty (B)f(E))

l

Gesamttransmission von Terminal g zu
Terminal p bei Energie

ip = 0 fiir fo(E) = fo(E) = Zqu(E) = Zqu(E)

(gilt nur falls keine inelast. Streuung zwischen Energiekanélen erfolgt)

= () = S Ty (£(B) - f(B))

22 dfo 70 2€2 -

I, = Z GV — Vi

q
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2.6. Pauli-Prinzip

Problem: Was ist richtig

WE) = S {TulB)(E) ~ To(E) 1, (E)
oderq

ip(E> = 2_h€ Z {qu<E)fp<1 - fq) - qu(E)fq(l - fp)}

- 2_h€ [qufp - qufq] - [qu o qu]fpfq ?
N—————

q

Extraterm berticksichtigt
Pauli-Prinzip

2-Terminalmessung, keine inelastische Streuung
= Tip,=1Ty = Extraterm fallt weg

Annahmen, die Pauli-Extraterm rechtfertigen wiirden:

e Strom entsteht durch Uberginge von einem elektr. Zustand in Zulei-
tung p in elektr. Zustand in Zuleitung ¢

p, k >—|q, k' >

e Uberginge blockiert, wenn finaler Zustand bereits besetzt ist

Bild nur korrekt fiir schwache Kopplung zwischen Zuleitungen und Leiter!

Starke Kopplung gibt Anlaf zu Streuzustédnden, bestehend aus einfallender
Welle in Zuleitung ¢ und gestreuten Welle in allen anderen Zuleitungen p:

1,k > 12,k > 13,k >
R g e g
| 3 Koord. system 13 2 31
Ty T2 T

T3

0.B.d.A. nur eine transversale Mode pro Zuleitung
Streuzustand |q, k > gibt Anlaf zu
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— Wellenfunktion in Zuleitung p

Vp(q) = 5qu;—(yp)eik+wp+ S;)qX; (y:n)eikiwp
l

i
einfallende gestreute
Welle Welle
kein B-Feld: x;7 = x,, k™ = —k*

Wenn Wellenfunktion besetzt ist, gibt sie Anlaf zur Stromverteilungsfunktion

. 2e
ip(q) = %(5:0(1 - Tpq) *
| |
einfallende gestreute
Welle Welle

|, k > ist besetzt entsprechend der Fermiverteilung in Kontakt ¢

= = / S fu(B)in(a)dE
q L%

2e
I, = N [fp_Zqufq dE
q
fiir kohédrenten Transport gilt
Z Tpg = Zqu =1
a q
(Beweis: spéter, 3.1)
2 [
= I, = A Zqu(fp — fo) | dE
L g
2e
= h Z Topfp — Tpofq | dE
L ¢
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Verallgemeinerung auf mehrere Moden in jeder Zuleitung: Summieren
iiber Ubergangswahrscheinlichkeiten
Mode m inp — T,,, —— Mode n in ¢,

dh. Ty =Y T

mep neq

= L= 15’5 Ty (EE) ~ Tl DB}

= Fiir kohdrenten Transport kein Extraterm fiir Pauli-Prinzip!

Nichtkohérenter Transport

bauen Phasenbrecher ein:

Phasenbrecher
¥ T (I » = 0)
] inkoharent
) ‘Leiter :
1
kohéarent
Strom besteht aus koharenten und inkoharenten Anteil
2 ! 2 !
) e _ e -
ip(E) = ZZqu(E)[fp(E) — fo(E)]  + FTpso(E)[fp(E) — fo(E)]
q
!
Im Zweiterminalausdruck
fallt Extraterm weg
Strom am Phasenbrecher
) 2e _
iy(E) = 7 Z Tog(E)|fo(E) — fo(E)]

Q

q

1 . =
= fo = ST, {Zso‘l'Zwaq}

43



'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

LAN DAUER- B UTTI KER FO RMALISMUS Die Universitit der Informationsgesellschaft

iso + Z Tsoqfq
q

> Teq
q

% B = T Z T@q
iy =— Z Ty + =220 f, mit  — erweitert
q

2¢ T,, .

R T -1

h3Te *
q

ip = 2_}fzfm[ﬁv — fo —

d.h. fir i,(F) =0 = kein Extra-Pauliterm

Problem:
I, = /%(E)dE =0 2 iw(e) =0

Streuung fithrt i.a. zur Umverteilung von Elektronen zwischen Energie-
kanélen, d.h. "vertikalen Fluf”

i,(E) bestimmt durch mikroskopische Theorie (spéter), einfaches Einset-
zen von Fermi-Blockierungsfaktoren sowieso nicht ausreichend

— Im folgenden vernachléssigen wir vertikale Strome, d.h. i,(E) =0

—— Nichtkoharenter, elastischer Transport

typischer Transport durch Leiter mit L > L,
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E E
1 I ]
T : M2
1 h(E) L folE)

= zahlreiche Fermi-Blockierungsfaktoren spielen eine Rolle, keine einfa-
che Berechnung méglich

= vereinfachende Annahme: keine Netto-Beitrag zum vertikalen Strom,
Ve~ : By — Eyde™ : By — E)
"nichtkohéarenter, elastischer Transport”

E E
f —fto—eo—9o—90o >
%)
® Phasenbrecher
L fa(E)

1 fi(E)

oft sehr gute Approximation, frither (2.3): konnen Widerstand mittels elast.
Streuung verstehen

*Wiex gut ist die Approximation? Beispiele.

e Annahme: T(E) = const. fiir transportrelevanten Bereich, d.h. fiir p; +
]{?BT>E>ILL2—/€BT
= alle Kanéle leiten gleich gut
= vertikale Strome haben keinen Einfluff auf Nettostrom:

% Mw( E)dE Extra-Pauliterm
h ) 22 Tee(E)
q

!
-
Zezpf /%(E)dE:o
- ©q ,

=0
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Achtung =+ / FEi, (E)dE =0, d.h. Einfluf auf Energiedissipation

durch vertikale Strome

e Annahme: zwei energetisch und rédumlich getrennte Energiekanéle im
Leiter

251 : EB

H2

1 A(E) 1 f(E)

= Stromfluf nur unter Hinzunahme inelast. Streuung (z.B. Phononen)!

e letzteres Beispiel ist nicht akademisch, siehe Glithemission, dort ist der
gemessen Strom grofer als man von der Austrittsbarriere erwarten soll-
te (Lake, Datta PRB 46 4757 (1992))

e Abkiihlung der linken Seite des Leiters
— analog zum makroskop. Peltier-Effekt

= vertikale Strome oft aber nicht immer vernachléssigbar

Zusammenfassung Landauer-Biittiker-Formalismus

I, = / ip(E)dE mit Stromverteilungsfunktion (Strom zu Terminal p)

(B) = 2 S T (B)f,(B) ~ fy(B)] mit

—pp -1
= (e St 1) : Fermifunktion fiir Terminal p
darin steckt B )
Summenregel Z Ty(E) = Z Thy(E)
q q
(Beweis in (3.1)) (aus Kirchoffschen Regel)
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fiir kleine Spannungen, d.h.
py — o = Ap L g, + kT mit ¢.: Energiebereich konst. Transmission
gilt I, = Z GV — Vi

q

Hp

mit V, = — und
e

flir kT < g,

giiltig fiir
e kohérenten Transport
e nichtkohérenten, elast. Transport

approximativ fiir vertikale Strome (inelast. Transport)
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3. Berechnung der Transmissionsfunktion
3.1. S-Matrix (fiir kohdrenten Transport)

Landauer-Biittiker: Strom zu Terminal p (2.5)
. . , 2e _
L= [WEME wit i(E) =3 Tu(EHE) - Hi(E)
q

betrachten kohéarenten Leiter

—>
contact - kohiirenter b3_> contact
1 a; b1 ~ 2
Leiter -
- as
b2 T T
Zuleitung mit 2 Moden Zuleitung mit einer Mode

a, b: ein-, auslaufende Wellenamplituden

Streumatrix definiert durch

by S Sz Sis aq
by | = [ Sa1 Sz S a2
bs S31 Sz Ss3 as
Gesamtzahl der propagierenden Mrp(E) =) M,(E)

Moden mit Energie E
mit M,: Anzahl von Moden mit £ in Terminal p
rang(S) = My (E)
S berechnet aus EMA-Gleichung (1.2)

{Es N (ihV + eA)?
2m

LU, y>} blary) = Evla,y)

(Beispiele spéter), damit Transmission zwischen zwei Moden

Tnen = |Smenl? dann Summation {iber alle Moden in Terminals ¢, p
I
meq nep
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Stromerhaltung fordert (d.h. kann nicht mehr Strom raus als rein)

D lanl> =D bl d.h.

m m
<ala>= <blb> mit |b >= S|a >
<ala>= < alSTS|la> (ST : konjugiert transponiert)

= StS=17 = St=g9"1

S unitare Matrix
My My
= ) Smal? =D Sl =1
m=1 m=1

(klar, e~ was in n eingeht, muf nirgendwo wieder rauskommen)

daraus Summenregeln fiir Transmission

M~ Mt
> Tw= 22 Twm= D D ISl =2 1=M,
q

nep m=1 nep m=1 nep
T AN T
(Transmission V einfallende V insgesamt Moden in p
von p in alle Amplituden ausfallenden
q in Terminal p Amplituden

(p einschliefslich)

(Umsortieren der Summe)
— fiir kohérenten Transport: Z Ty = Z T,, (frither, in (2.5) benutzt)

- Zqu(E) = Zqu(E) = M,(E)

Bsp.:

e 3-Terminal-Anordnung:

Ty (E) — 3 x 3 — Matrix

T, (E) : g=1 2 3
p=1 =z x x>, = M
2 T T x M,
3 T T T M
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M; : # Moden in Terminal 1

e 2-Terminale: B B B B
Tyw+Te=M=TH+1Txn

= le = T21

d.h. fiir 2-Terminal-Anordnung symmetrische Transmission, unabhén-
gig von B-Feld

2
frither (2.5) Gy, = 2% /qu(E) (—%) dE
1 T—0

2e? _

Tqu(Ef)

= damit Summenregel fiir Leitwertmatrix

2e?
ZGPQ = Zqu = TMP(Ef)
q q

Einflufl des B-Feldes auf S-Matrix?

Sei EMA-GI.:

hV + eA)?
{ESer
2m

+ Uz, y)} U(x,y) = Ep(z,y)
gelost, betrachten konj. komplexe Gleichung

_ 2
{Es—l-( ihV + eA)
2m

U, y>} ¥ (ey) = B (2,y)

invertieren B-Feld: B — —-B = A— —A

: 2
{Es N (ihV + €eA)
2m

+ U(x, y)} Vi (z,y) = EY*(x,y)
= (2, y)|-s =V(z,y)|B
betrachten Streumatrix S:

|b >= S(B)|a > |b" >= S*(B)|a" >

90



'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

BERECHNUNG DER TRANSMISSIONSFUNKTION Die Universitit der Informationsgesellschaft

B — —B: |a>,|b>—|a* >,|b* > Konjugation bedeutet fiir Wellen-
funktion, daf die Ausbreitungsrich-
tung sich umkehrt, aus einlaufenden
Wellen werden auslaufende

la* >= S(=B)|p* ><= |b* >= S (—B)|a* >

Vgl. liefert: S*(B) = S~'(—B)
i1 (S unitér, frither)
5*(~B)
= S*(B)=S"(-B) = S(B)=ST(-B)
l l

konj. transp. transp.

Z |Smn|3-B: Z |Snm|2—B

mep,neq mep,neq
E Tmn‘—l—B = E ‘Tnm‘—B
mep,neq mep,neq

qu|+B = qu|—B
2¢? —
mit Gy = % / T,o(E) (—%) dE folgt

[GPQ]-i-B = [qu] -B

Bemerkung: "Beweis” gilt nur fiir kleine Feldstéarken, fiir starke Felder oder
Spannungen dndert sich U(x,y) bei Feldumkehr wegen Hall-
Spannung

komplexe Strukturen — Kombination von S-Matrizen

Bsp.: 4-Terminal-Anordnung — 2 x 3 Terminale

3 4

iz — — .
Zuleitung 1 SM bs g s@) |2 ™
= s S

51



'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

BERECHNUNG DER TRANSMISSIONSFUNKTION Die Universitit der Informationsgesellschaft

SM bestimmt durch

bis\ r@  p@ a13

b5 N t(l) 7”/(1) as
mit aj3/b13 Vektoren mit ein-/auslaufenden Wellenamplituden aller Moden
in der Terminals 1 und 3

r,r": Reflexionsamplituden
t,t: Transmissionsamplituden

2 @
Qs (T t b5 . (2)
(i) = (o ) 2) s

(Rolle von as, bs vertauscht bez. S™)

analog:

eliminieren as,b; = S-Matrix fiir 4-Terminals
b13 (T t, 13
baa)  \t ') \amu

t =[] — p/Op@)-140)
r=r® 4 ¢0p) 7 - T/(l)T(Z)]—lt(l)
¢ =W e r(2)r/(1)]_1t’(2)

mit

P = /@) @[] — 0L )

1
Interpretation? Reihenentwicklung (1— =1+z+a®+.. )

t = O[] — p/Op@)-140)
=t O[O @R @@

(Erinnerung: 2.2 Landauer-Gleichung)
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B 4(2)4(1)

o

7,/(1) |
| (2,0 (2)4(1)

Y

Multiple Reflexionen

obige Betrachtung korrekt fiir kohdrenten Transport
wenn einzelne Sektionen deutlich grofer als Phasenrelaxationslinge (L >
Ly)

— inkohérenter Transport

= kombinieren ein-und ausfallende Wahrscheinlichkeiten anstelle der
Amplituden

= betrachten Wahrscheinlichkeiten anstelle von S-Matrizen

Smn = | Smn ‘ 2
/! AN
Wahrscheinlich- Strommatrix
keitsmatrix

Beispiel: 2 Streuer in einmodigem Leiter
si=(" ) s
1 tl Ti 2

Sl S2 2

- |— as <—a2

by (" 1 a1 . /
(bs) = (tl 7’3 as = bg = tlal + rias

as . T2 /2 bg . ’
()= () ()= T

bg(l —7’37’2) = t1a1 —|—rit’2a2

Il
R
3
RN
G
~

oz

_»b
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= bg = t2b3 ‘l"f’éag

_ t1t2a1 + Tlltgtéa,g 1 /

bg Ty
1—riry 2
by 1ty . :
= t=—= ~— | analog andere Elemente fiir S-Matrix
a 1 —riry

1IhT;5

T = |t]?2 =
‘ | 1-— 2\/ R1R2 COS@+R1R2
Kohérenter Transport, © = O(r1) + O(rs)

(einfach iibertragen!)

analoge Rechnung fiir

_ R, T
“=lp g T
! ! T = ﬁ inkohérenter
Sy = Ry 1y oo Transport
T Ry

3.2. Greensche Funktionen

allgemein: DR =S S : Anregung
R : Response
D : Differentialoperator
= R=D'S
D! = G : Greensche Funktion

Bsp.: 1-D Draht, U =U,, A=0

Rz 92!
sz—m*:F—%+%ﬁﬂ

2m Ox?

abgesehen vom Quellterm §(z — 2’) sehr dhnlich zu normaler SG

<E — Uy + h—28—2) G(z,2") = 6(z — ')

o4
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= Ansatz:  Wellen die vom Punkt der Erregung weglaufen;
A—i—eik(m—x’) >
G(z,2') = , )
A—e—zk(x—:c) r <z
: . 2m(E —U)
einsetzen fir r #1' = k= e
Stetigkeit an z =2/ = At =A"=A
L. , oG oG 2m
Integration iiber x =2’ = — - — = —
0z |, o+ or|,_, h
i hk
= A=-—— mit v =—
hv m
T , )
=| Gf(z,2)) = —h—elk‘x_“ retardierte GF
v
A At
- —

U ikle—a .
G (x,2') = “aC ikle=2'l  ayvancierte GF
v

Um Polstellen in der Spektraldarstellung zu vermindern wird i.all. kleiner
Imaginarteil addiert:

h? 0?
2m a2
2m(E + in — Up)
=k :\/ =
_ N
0= 2(E — Up)

<E - U+ + in) GR(z,2') = 6(x,2)

~ k+10

mit
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= G4 wichst exp. fiirn >0 = keine Losung
Umgekehrt fiir n < 0

allgemeine Definitionen

GR=[E—H +in|”

1 UHO-F
GY=[E—-H—in™

Multimoden-Draht, undendlich ausgedehnt, B = 0

yT_, A;L X (2',y) Aj,,

GR(x,y; 2, y') L WF bei (z,y) infolge Anregung bei (z/,7/)
Ansatz: Z ALy () etmlz =2l

mit transversalen WEF xm(y) (vgl. 1.5)

e h* 9?
fiir die gilt {—2—W +U(y )} X () = EmXom ()3
X (Y)Xm(y)dy = Gpm (seien reell)

analoges Vorgehen zum 1-D-Draht
Stetigkeit: Gz =2/*) = GR(z =)

= Z Ame y) = Z A;Xm(y)

'/xn(y)dy = A=A, V¥n

Integration = 9¢ _ % _2m5( y')
srat or|,_,+ Ox R

S il A+ A lon(v) = Sy — )

. . 2m ,
[ty = il + 4] = 2 0)
damit

o6
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GR(SL’, y; (L’/, y 2 : _h Xm m(y/)eikmlz—x/|
U,
2m(E m hk,,
mit k,, = Mundym:—
h? m

Spektraldarstellung:

Sei Hyo(F) = eata(F); (B — H +in)G"(F —7)
entwickeln GF (7 — 7') = Z o (7 )1ha(T)

a

= Z — o 1) Caa(T) = 0(F — )

R ()
‘/wa(r)dr = Ca_iE—sa%—z'n

R o N Lal )R
= |GY(r,7) = ;m

= GA(r, ") = [GR(, r)]*

oder in Matrix form
GA — [GR]+

S-Matrix und Greensche Funktionen

betrachten Leiter mit Zuleitungen

A AT
- P
Zuleitung p fyy Leiter ?yq Zuleitung q

CEp:O ‘ ‘ l'q:O
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Gf;(yq? yp) = GR(xq =0,yq 2, =0, yp)
Propagator zwischen z, = 0 und z, = 0 Ebene
vernachlédssigen zunéchst y-Dimension;

Anregung bei z,, = 0 gibt Anlaf zu zwei Wellen mit A, AF
AT ist gestreut am Leiter

7

definieren Amplituden-Streumatrix 5" durch S, = /=S, im Bezug auf
Vq

"normale” Streumatrix, die sich auf Strom bezieht (I ~ [¢|? - v, v: Ge-

schwindigkeit)
damit:
GE = 0,A) + S5, AT

qap~p

vorhin A; =A, = —hi, damit

Vp

rR_s (__1 Vp (T
qu_éqp( h’/p)_l—sqp Vq( hvp)

. v
zﬁypGi = 0gp + qu« /V—p
4

= | Sgp = —0gp + ihy VquGi?

<Wegen Ogp i [Ya = 5qp)
Vp

= Streumatrix aus Greenscher Funktion

verallgemeinern auf Multimodendréihte; m € p, n € ¢

o | Sum = O + i/ / / N () G (s )Xo ()

Fischer-Lee-Bezichung (PRB 23, 6851 (1981))

3.3. Tight-Binding-Approximation

o8
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Praktische Berechnung der Greenschen Funktion bzw. der Streumatrix
Friiher (3.2) [E — H(F) + in)|GE(7,7') = 6(7, ') mit

HF) = —(ihvgf‘él) + U@

diskretisieren Ortskoordinate, damit
GH(r,7) — G"(i, )
mit Gitterpunkten ¢, j; DGL — Matrixgleichung
[(E+in)l — HIGE =1

damit G = [(E + in)l — H]™!
brauchen Gitterdarstellung von H!

Beispiel: 1-D, A =0
R d?
H=——+U(x)

2m dx?

diskretes Gitter x = ja, j € Z

j=  —2-10 1 2
e 6 6 6 06 6 ¢ 0 o
—_—
T
fiir beliebige Funktion F(z) gilt
n* d*F
HF| =-1%2 U,F
r=ja 2m de m:ja_l_ 7
mit F; — F(z = ja); U; — Uz = ja)
diskretisieren Ableitung
dF 1
i o) = (i = Fj)
T= j—i—% a
&2F 1 {dF dF }
de?|,_;, a|dz], (7+1)a dx e=(j—1)a
1
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damit
HF = U; +2t)F; —tF;_y —tFj
r=ja
mit
h2
t=
2ma?
umschreiben als
HF| =) H(ji)F; mit
r=ja i
U +2t 1=
H(j,i) = —t i —jl=1
0 sonst
damit Matrixdarstellung fiir H
- —t 0 0 0
—t U_1 +2t —t 0 0
H=10 —t Uy + 2t —t 0
0 0 —1 U +2t —t
0 0 0 —t ’

abgeleitet aus Finite-Differenzen-Diskretisierung, aber Analogie zu Tight-
Bindung;:

U; +2t — Orbitalenergie
t —  Uberlappintegral zum n.N.

Dispersionsrelation

Ulx)=Uy = Ansatz ¢; = e mit z; = ja
einsetzen in Ev; = (Uy + 2t)1; — th;_1 — thjq

= E = Uy + 2t(1 — cos(ka))

E
Gruppengeschwindigkeit hy = 88—1{: = 2atsin(k - a)

Verallgemeinerung auf mehr Dimensionen, A # 0
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Ulr)+2t i=j
[H]U = _tij ’L,j n.N.

0 sonst

mit z = # n.N. (2 fiir 1D, 4 fiir quadratischen Gitter)

~ - A== _ . _'_ rs
f=t zeA(rZ—rJ)/ﬁ’ A T J
J € 9

Jetzt Matrixdarstellung fiir H, damit Invertierung im Prinzip moglich um
GR = [(E+in)I — H)™

zu bestimmen. Problem: Matrix oo

Ursache: Zuleitungen gehen nach 4oo!

willkiirliches Abschneiden der Matrix ist keine Losung, weil das ein geschlos-
senes System beschreibt

= Partitionieren unser System

Zuleitung Leiter

D @

/ ' N

isolierte Zuleitung Kopplungsmatrix isolierter Matrix

, t fir 4,p;n.N.
Tp(pi7z> - 0 sonst

p;: Stiitzstelle in Zuleitung

7: Stiitzstelle im Leiter

— Partitionierung der Greenschen Funktion

Gp Gpc _ (E+i7])] - Hp Tp
Gep Geo T EI — Ho

p

-1
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(spéter: Imaginérteil in G automatisch)
=B+ )] = H)Gpe +[n]Ge =0 [][]=1 ()
[T:]Gpc +[EI — Ho|Ge =1 ()
schreiben * um:
Gpo = —ngch mit
g = [(E +in)I — Hy)™": Greensche Funktion der Zuleitung

damit in **
—T;ngch +[FEI — Ho|Ge =1

= Go=I[Fl—Ho— T;ngp]_l

(GG¢ endlich-dimensionale Matrix
(rang G = # Stiitzstellen im Leiter)

um G¢ zu erhalten, miissen wir scheinbar eine co-dim. Matrix invertiern (um
gf zu bestimmen), aber das ist praktisch i.a. nicht notig, da analytische Lsg.
moglich ist fiir Zuleitung (siehe demnéchst)

t fir 4,p; n.N.

mit 7,(p;, 1) = P

0 sonst

folgt
[T;ngp]ij = tzgf(piapj)
Annahme: Zuleitungen voneinander unabhéngig, Einflufs auf Leiter,
additiv

= |G =[FI - Ho — X!
wobei ¥ = 3" ¥/t Selbstenergie mit
p

(i, 7) = s*gf (pi, py)
fiir praktische Rechnung brauchen wir

Greensche Funktion fiir halbunendliche Zuleitung

U(x <0) = o0

o
A, ° y = Y(x) =0
’L',: ZL'<O
y/
-
T =0
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Eigenfunktionen ,,3(z) = \/% Xm(y) sin Sz
h2 62

m

in Spektraldarstellung der GF:

I

ﬁ 5
m >0 Em +
ol !
(brauchen nur GF retardierte GF

an ident. x-Koord.)
L
E — —/dﬂ
7r
B

e’} 2
Gz, y;2,y) = me Y)Xm (Y /E Sm(ﬁx) ds

—€m———|— in

Ausintegration (iiber Residuensatz, Umformung in Konturintegral) ergibt

2sin l{:mx ik
GR(z,yi2,y) = — Z (W) X (y)

hv,,
2m(E —
thz_ﬁ%;ﬁ
ko,
Up = ——
m

jetzt Ubergang zum diskreten Gitter, d.h.

hv,, = 2atsink,, - a (vorhin)

= g (pi, p;) = Gz, y;2,9) | =
y'=p;

1 ikma
== = Xm(p)e™ X (py)

damit Selbstenergie

R

Z = ZXm pz kaa (pj)

mGp
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Aus der Greenschen Funktion konnen wir die S-Matrix berechnen iber

Fischer-Lee-Relation, daraus die Transmissionsfunktion:
frither (3.2)

Snm = _6nm + Z-h\/ UnUm / / Xn(yq)[Ggy(yqa yp)]Xm(yp)dypdyq

fiir n # m, nutzen G (y,v') = G¥ (y/,y),
diskrete Darstellung

h2v, vy, . . g
|$rm? = ok > Xal@) GG 1) X (i) X (05 )G §) X (1)
i,5,7,5"
}
Normierungskonstante

wegen [ — >
frither (3.1)

qu = Z Z |Snm‘2

neq mep
Top = > Lo, /)G (G, i), (i,7)GA(W 5

s
AU
57

qu = Sp[FqGRPpGA] (*)

. . hvp, /
mit T',(4,5) = Z Xm(pi)TXm(pi>

mep

(Kopplungsmatrix) mit

(25), = —2 > X2 ™ X ()

mep
(=), - (=0,
und hvy, = 2at sin(k,,a)

(Dispersionsrelation fiir diskretes Gitter)

folgt |T, =i [S)F — 2] (**)
(1)

Mit * und ** kompakter Ausdruck fiir Transmissionsfunktion. GF G be-
schreibt die Dynamik der e~ im Leiter, dabei ist der Einflufs der Zuleitungen
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durch Selbstenergie X enthalten. Kopplungsmatrix I' beschreibt die Zulei-
tungen.

Summenregel

frither (3.1) ZTP‘I = Zqu = M, : # Moden in p

q q
Suchen Analogie fiir Greensche Funktion
Z — Sp[[,GFLGA] mit

=30 = S fet -] i o

q
mit A = GETG” : Spektralfunktion
folgt Z = Sp[l',A]

analog Z = Sp[l’

mit fl~: GAFGR
A= A?

vorhin: GR [ET — H, — %f)71
=[G -G =24 - 2R =T

(G von links, G# von rechts)

— G- GR =iGRTG* = iA

(G* von links, G* von rechts)

— G- G =iGTG! = iA

=

A=
= D Ty=) T,=>5A
q q

Spektralfunktion A £ verallgemeinerte Zustandsdichte im Leiter unter Ein-
flufs der Zuleitungen
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Bemerkung: Was haben wir erreicht?
Elimination der halbunendlichen Zuleitungen! Transmissions-
funktion gegeben durch Funktionen die *innerhalb* des end-
lichen Leiters definiert sind. Gilt auch fiir $/(7, j) die wir an
den Stellen i und j *innerhalb* des Leiters benotigen
= Diskretisierung des Leiters mit N Stiitzstellen
— N x N Matrixproblem

Beispiel: Draht mit einer Mode, Streupotential U(x) = Uyd(x)

U(z)

Zuleitung 1 T Zuleitung 2

—
X
) h 0
a) S-Matrix aus SG:  Ev + %Txf = Uppd(x)
etkz + 5116_“% r <0
Ansatz: = .
nsatz: (z) {5216% 2> 0
Y stetighbeix =0 = Sy =1+95, (*2) -
Y springt bei x =0: '(07) —¢'(07) = 777;2 29(0)
2mU
= 'ék’Sgl = Zk‘(l — 511) + T;; 0521
200\
(2,
mity—%—\lsz
m h? U
mit (*) fOlgt 511 = m (: S22)
thv
So1 = T (= Sh2)

|

Symmetrie des Problems

b) S-Matrix aus Fischer-Lee:
diskretes Gitter mit 1 Punkt reprasentiert Leiter = 1 x 1 Matrizen
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Punkt

J/

[ ] X [ ]

t/

jeweils eine Mode in Zuleitung

U+2t t=i=j
vorhin: H; j = ¢ —t li—j]=1

0 sonst
— FKI-H. — FE-Uj—2t

vorhin
SE=TE =t Y e
" I (nur 1 Mode)
_teika
damit

G"=[EI-He -7 mit $f=>"%f
P

—  [E— Uy — 2t + 2te™*e]™!
mit Dispersionsrelation fiir diskretes Gitter:

E = 2t(1 — cos(ka)) (vorhin)

folgt
GR =[-Uy + 2ti sin(ka) ]!
———
ihv: Gruppengeschwindigkeit

fiir diskretes Gitter

1
R _

G = thy — U(]
friiher (3.2) Spq = —08yq + il /Uy GLL
(Fischer-Lee fiir 1D-Zuleitungen)
damit . .

o U() 1hy
Sl= = L‘hu Uo]

analog zur Lsg. mittels Schrodingergleichung
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3.4. Selbstenergie

ersetzen —  durch

GR=[E—H+in~ GR = [E - H, — f!

— Leiter — * Leiter *

I/ T
\ Selbstenergie

Zuleitungen

unendliches, offenes System begrenztes System

Lebensdauer

QM fiir geschlossenes System:

Hoapd =

jetzt offenes System mit Kopplung an Zuleitungen
— effektiver Hamiltonian

[Hc + ZR]¢O¢ - ana

>’ i. allg. nicht hermitisch — komplexe EW

— VA e
o gy o«
T
H.

Zeitabhangigkeit einer Zustands 1),

i(e9—A, )L —al

—jen b _
e “h — e he 2h

D.h. A,: Energieverschiebung der Niveaus durch WW mit Zuleitungen

Yo: Folge der Tatsache das ein e~ im Leiter irgendwann durch eine
Zuleitung verschwindet

at h
Wa|2 ~ e_WT, d.h. — : Lebensdauer
Yo

falls Selbstenergie hermitisch, d.h.

I=ixf-%4 =0 = unendl Lebensdauer der Zustinde
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Spektraldarstellung

naiv: G (r,r’) = Z M (falsch!)

— 60{
Problem: H, + 3% nicht hermitisch, 1, formen kein orthogonales Funkti-
onssystem, brauchen auch EF des adjungierter Op.

[Hc + EA]¢0¢ = 5Z¢a
[Hc + ER]wa = 5a¢a

Vo, ®q formen bi-orthonormales Funktionensystem:

/ balr V03 (r)dr = B

damit ergibt sich die Greensche Funktion zu

GR(’T’, ,,,,/) _ Z waf(;)_(éiirl)

a

(siehe z.B. van Haeringen, Farid, Lenstra, Physica Scripta, T19, 282 (1987))

Spektralfunktion

N
|

= i[GF - GA] (mit GH=[E—H=+ m]—1>

A1) =3 Ga(r)gi () To ;
2 E—a a0 (2)

2

~~

—  Peak shift um A,
Peakverbreitung um ~,,

A |A(r, 7" E)|
/schwache Kopplung

mittlere Kopplung
starke Kopplung
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SplA] :/A(r, r)dr

daa=1  (vorhin)

/—/_
Z fvagéa r)dr
€°+A) + (%)
pr— rya
0 2 Yo 2
«a EE_E:(X_'_Aa) "‘(7)1
1Y% —0

gwé(E -+ Aal

27N (FE) : Zustandsdichte

gilt allgemein | N(E) = —WSp[A(E)]

1 1

Q(ﬁ E) = 2_A(T7 r; E) =——Im [GR(Tu r; E):|
T T

lokale Zustandsdichte

3.5. Veranschaulichung: Feynmanpfade

GR = [BI — H, — 27!
zerlegen [GT]~! in ungestortes System Gp' und Stérung a:

(GF]= = Gyl ~a
GF = [Gyt—a]™!
= [Go'[I = Goal] ™!
= [I-Goa]'Gy  mit 1_x:1+$+$2+x3—|—...
= G(] + G(]OKG(] + G(]OéGoOAGO + ...

D.h. Summe iiber Segmente ungestorter Propagation (Gy) die sich mit Uber-
géngen induziert durch die Stérung o abwechseln.
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Anschauliche Interpretation durch Summe tiber alle Pfade (gewichtet mit
Amplitude A) die den relevanten Anfangs- und Endpunkt haben:

GR(i,j) = A j)

p € V Pfade von j nach

Zuleitung 1 : Zuleitung 2

Beispiel: Aharanov-Bohm-(A-B) Effekt

Leitfahigkeit durch mesoskopischen Ring (@ ~ 1um):

Zuleitung 2

Zuleitung 1

B
Experiment: G = Gy + G’ cos <|€‘h S + gpo)
S: Flache im Ring

Oszillationen durch Interferenz

Transmission von Mode m in Zuleitung 1 zu Mode n in Zuleitung 2
T(n «—m) = |t; + ta|?

ti= >, Ay th= >, A

pEoberer pEunterer
Arm Arm
(frither, 3.3) Hopping-Amplitude zwischen zwei Gitterpldtzen i, j bei B-
Feld:
ieA(7;—75)

OG5 = te 3
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= A-Potential fithrt zu Phasenverschiebung fiir jeden Pfad

h(B) = h(0)e" = A-dl
oberer Arm
LB =bOen o=5 [ A
unterer Arm
e _
P1— P2 :% %Adl
z%/Bds
_|e|BS
- h
damit
BS
T(n < m) =[t; + 152|2 =T+ T+ 2+/T1\T5 cos (% + @0)

mit T1 = |t1|2, T2 = |t2‘2
(Theoretisch vorhergesagt in Phys. Rev. 115, 485 (1959))

3.6. Zusammenfassung und Einordnung

Abschnitt 3.1 Transmissionsfunktion aus Streumatrix
Abschnitt 3.2 Greensche Funktionen, S-Matrix, durch Fischer-Lee-
Beziehung

Snm - _5nm + ih\/ VUnVm //dyqdprn(yq)
X [Gi,(yq, Yp))Xm (Yp)
(m€p.neq)
Abschnitt 3.3 Tight-Binding- Approximation

— Berechnung von G, Einbezug der Zuleitungen durch
Renormalisierung iiber Selbstenergien
GE=[EI — Ho — XF)71
T

Hamiltonian fiir
abgeschlossenen Leiter
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= ZZE wobel Zf nur verschieden von Null fir Punkte im Leiter
P gegeniiber Zuleitungen

S0, §) = g (pi, p;) mit
gf: Greensche Funktion fiir isolierte Zuleitungen p

gp pl7p] = 7 ZXm pz kaa (pj>

mit 7Ty, = Z Z | Sy |? und Fischer-Lee folgt kompakter Ausdruck

neq mep

T,, = Sp[l,G"T,G*]

wobei Ly(i,5) =i (ZR(i j) ZA(i ]))
(Kopplungsmatrix) ZXm (pi —Xm(]? )

Wichtig: Alle Ausdriicke deﬁmert fiir Punkte ¢, j im Leiter

Zuleitung : : j : :q4 Zuleitung
p ° ° ° o 7
Pi® o ® ®
® @ @ @
Kubo-Formalismus (aus stat. Mechanik)
2¢% h? . - _
o= 53 > velR e ()| GI (R )

k&
d : # Dimensionen
(Lee, Ramakrishnan, Rev. Mod. Phys. 57, 287 (1989))

ahnlich Landauer-Biuttiker fir
hv,

— I
Plausibel: Kopplungsmatrix I', gibt uns Rate fiir Zerfall eines elektroni-

schen Zustands durch Abfluf in Zuleitung p ~ Geschwindig-
keit v,
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Transfer-Hamilton-Formalismus

oft verwandt bei schwacher Kopplung, z.B. STM

i
B 4re

= =5 [IA(B) - RB)IM(B)or(E)os(E)dE

01, 02 : Zustandsdichte in 1,2

M : Matrixelemente zwischen 1 und 2

(siehe Chen, Introduction to Scanning Tunneling Microscopy, Oxford Uni-
versity Press, 1993)

711

I

kT < Ap —f2(E) = 0(p2 — E)

0
9 (- B)

ol 4dme

= T M(B) Por (B)ox(B)
K2 h E=ps

oft benutzt zur Abschitzung von Zustandsdichten aus STS-
Messungen

Strom aus Landauer-Biittiker (vgl. 2.5)

_ 2_; T(E)[fi(E) — fo(E)]

Konsistenz mit Transfer-Hamiltonian-Formalismus fordert

I

T4 472 | M |? 0102

! !

T # Moden
Trans-
mission

plausibel!

THF abgertistete Version des Streuformalismus (LBF) fiir schwache Kopp-
lung
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4. Beispiele

4.1. Quantenhalleffekt

Erinnerung 1.5: B-Feld separiert Transportkanile, rdumliche Trennung
von +k & —k-Zustdnden reduziert
e~ -Streuung = Verringerung des Widerstands

jetzt quantitativ: EMA

: 12
{Es N (ihV + €eA)
2m

¥ U<y>} b(x.y) = Elz.y)
frither 1.5 U =0, B #0
= Uu(z,y) = % Zkzun(q +qx) = |n, k>

1
E(n,k):Es+<n+§)hwc n=20,1,2,...

mit u,(q) = e~ > H,(q) «— Hermitesche Polynome

mwc
wobei ¢ = y qr = Yk

e\B
m

yk—£ We =

jetzt Einsetzung der Begrenzung unseres 2D-Leiters durch Storungsrechnung
fiir Potential U(y)

1
E(n, k) ~ Es + (n + 5) fw.+ < n, k|U(y)|n, k >
jeder Zustand < n,k > zentriert um y = y; mit rdumlicher Ausdehnung

Ay ~ h

mwe

wenn Variation von U(y) klein auf Langenskale Ay

1
= E(n, k)= E, (n + 5) hwe + U(yg)
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y y Potential: Dispersionsrel.:
A A by,
/
g
Leiter | —
- - om
. ‘\ U(y) & E(n. k)
|
Elektronen die
Landau-artige Nettostrom tragen
Zustande

Offensichtlich Strom nur getragen von Zustdnden an der Kante des Lei-
ters:

10E(n,k) _ 10U(yx) _ 10U(y) yx
h 9k  h Ok  h Oy Ok
_ 1 0U(y)

eB 0Oy

v(n, k) =

frither (2.3) Widerstand bestimmt durch Impulsrelaxation der Stromtragen-
den Zustande

jetzt praktisch kein Impulstransfer von +k zu —k-Zustdnden méoglich:
e Uberlapp exp. klein

e keine Zusténde im Inneren des Leiters mit ps < E < 14

Y
| MR

| z

e~ im GG mit pug

A

KL

Y

e~ im GG mit up

76



'L(‘ UNIVERSITAT PADERBORN

B EISPIELE Die Universitdt der Informationsgesellschaft

= He } Vr = kein Spannungsabfall zwischen zwei Stellen auf
M2 = HR derselben Seite der Probe
(longitudinal)
V=0
konstanter Spannungsabfall zwischen 2 Punkten auf verschiedenen Seiten der

Probe
eV = ur — iR (Hallspannung)

Wichtig: Stimmt nur, wenn das elektrochemische Potential zwischen zwei
Landau-Niveaus liegt! Wenn das Potential auf Landau-Niveau
liegt, konnen e~ von links nach rechts streuen durch das Innere
der Probe = Maximum des Widerstands

Strom? Situation wie bei ballistischen Leiter (2.1)

2e

= —MI(u —
h (Ml ,UR)

M :  # Zustiande an Kante bei Ep
£ # Landau-Niveaus (besetzt) im Volumen

damit RL:%zo
b Vi _ ~25.8128k0)
BT 722 T 2M

bis jetzt Streuung vollig vernachléssigt, jetzt Einbau eines Riickstreuers:

]
ML 1 | | 4 KR
]

Nur N < M Kantenzustdnde propagieren durch die Einschrankung
= Nettostrom von links nach rechts
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2e 2e?
T
pr = evy
pr =0
" M — N #reflektierte Kanéle folot
mi = = O
b M #Kanéle insgesamt &
2e?
[1:7M Vi-(1-p) (*)

Kontakt 2 sieht nur e~ von links py = eV}

Kontakt 5 sieht nur e~ von rechts pus =0

Kontakt 6 sieht M — N Kanéle von links und
N Kanéle von rechts

=0
~
(M = N)pr, + Npr

— g = A = e‘/lp
Kontakt 3 analog
Npp + (M - N
= pr + ( )R — eVi(1 - p)

M
damit longitudinale Widerstand zwischen 2 & 3 (oder 5 & 6)

R _ :u2 - :ug . ‘/:lp ol ‘/:Lp : h’
;= -
el I 2e2MVi(1 — p)

__h
C2e2M |[1—p
_h 1 1
©2e2M [N M
"Fraktionale Quantisierung”, exp. beobachtet

Hallwiderstand zwischen 2 & 6 (oder 3 & 5)

_Vl(l_P) * h

R _ M2~ He _
" el I, 22 M

—— kein Einflufl der Barriere
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Manchmal exp. dort ein Einfluf der Barriere beobachtet! Warum? Nichtidea-
le Kontakte:

1 o [

2| |3|

|
| q | | 4| 1r
1O 15wl

uH—I_I

Storung, verhindert Detektion eines Kanals

Kontakt 6 sieht jetzt ausschlieklich e~ von rechts
= pe=0
Vo=V Vi« h

I, I, 2e2M(1—p)

tell h
nstelle von ———
A 2e2 M

gilt nur, wenn die Kantenzustéinde untereinander nicht kommunizieren
und kein gemeinsames Potential einstellen

= Ry=

Exp.: Ry zeigt kein Ohmsches Verhalten auch wenn Fermienergie auf ei-
nem Landau-Niveau liegt
(siehe z.B. Hang, von Klitzing, Europhys. Lett 10, 489 (1989))

Ursache: Nur die innere Kantenzustande streuen von links nach rechts und
umgekehrt, d.h. nicht alle Zustédnde spiiren e™-e™-Streuung

QHE erlaubt Beobachtung mesoskopischer Transportphénome-
ne iiber Lingenskalen von mm!

4.2. Doppelbarriere

Bsp.: kohérentes, resonantes Tunneln
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GaAs
AlGaAs
CaAs }nm <A = Quantisierung der erlaubten Zustédnde
AlGaAs
GaAs
Annahme: Box so klein, daf nur ein erlaubter Zustand im relevanten
Energiebereich
E A V=0 A V>V
M E, | H1
="
jof\ V=0

Doppelbarriere wirkt als
Filter, lakt nur e~ mit
E, durch

Z = neg. diff. Widerstand
fir V > Vr

H1

quantitative Berechnung (vgl. 2.5)

2e -
1= [ T(B)H(E) - p(E)dE
f1/2 : Fermifunktionen der Kontakte
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mit T(E) =Y Y Tom(E)

tiefe Temperaturen: fi/o(E) = 0(p1/2 — E)
2% M
= = { T(E)dE

vernachléssigen inelastische Streuung, Transmission von EMA

{Ec PCOALZ U<f>] W(F) = Bo(F)

2
2m

Ur(z,y) + UL(z) (separabel)
= konnen SG separieren

Quermoden aus

{ : <6_2 * %2) +Ur(z, y>} u(2,) = Emrm

2m

Streuung aus
{EL LN UL(z)} bm(2) = 0
m 0z
mit £, = F — &,
D.h. wenn Up(z) bekannt, erhalten wir aus obiger Gleichung die Transmissi-
onswahrscheinlichkeit fir ein Elektron mit E;, = F — &,

Ur(z,y) hingt nicht von z ab

= keine Streuung zwischen der Quermoden

= Tom(E) = TL(E — £1n)00m
= T(E) =YY Tum(E) =Y Ti(E —ey)

frither (3.1) zwei Streuer in Reihenschaltung
T,
T, (EL) =
L( L) 1 —2\/R1R2 COSQ(EL)—FRlRQ
Ti)o : Transmission von Barriere 1 und 2
Ri/5 : Reflektion von 1 und 2

0 : Phasenverschiebung bei einem Umlauf zwischen 1 und 2
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T (E ) . T1T2
PP — VRiRa)? + 2/ RiRa (1 — cosO(EL))
15

~

[¥]2 +2(1 —cosO(EL))

x
<R1/2%1 (typ.), \/1—1'%1—5)

=1
Ep=E,
(wegen kleiner Transmission 77 5 wird Nenner sehr klein)

scharfe Resonanzen fiir cos6(Ey)

entwickeln Kosinus um Resonanz E; = E,

1 —cosO(EL) ~ 1(9(EL) — 2n7)?

2
1/ 00\
=3 (o, ) e
damit T
TL(EL)% Ty +T5 12 dz 22
[F57] +(E> (EL — E,)?
r dE
TL(EL)% 21 2 T 4T 2 FlEd—QLTI
— (B + E) + (F57)
. = dELT
2= g 12

gute Approximation in der Ndhe de Resonanz
erweitern mit I' =1y + I'y

T(E) ~ Iy 'y +1'y
T +T I A
1 2 (EL_ET>1+<1;_ 2)
Lorentz—Kur\;:a
r
Ale) = —+53
=+ )
T
T(E) =~ B 1+ ZPZA(EL —E,)

damit Gesamttransmission
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T(E) =) Ty(E—ep) = Flrf“‘n > AE - E,)

mit £, = E, + &,

intuitiv klar: e Peaks in Transmission fir

E=F, + Em

| |
Longitudinale Energie der
Resonanz Quermode

e Hohe der Peaks: I'11'5
e Weite der Peaks: I'; +1'y

Interpretation von I'y 57

dE
I'= TLT
Phasenverschiebung bei Umlauf
0 = 2kw w: effektive Breite zwischen Barrieren
damit dEy, 1 dEy, 1
amit — = ——— = —hv
do 2w dk 2w
v:  Gruppengeschwindigkeit mit der e~ zwischen Barrieren um-
lauft
f= 2i : ”Anschlagfrequenz” (wie oft prallt e~ an Barriere)
w
damit
r
% =flia: Verlustrate der e~ durch Barriere 1 und 2
Strom
2e [
== T(B)E

h
%
’ . 2e F1F2
I = Z I, mit I,, =

W+,

M1
/ A(E — E,)dE
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resonante Bed. nicht-resonante Bed.

A A

M1 T

fod — — — — — — — — 1o
- t

|

wenn A(E — E,,) inner- auferhalb

halb des Energiefensters [ A(E)dE — 0
liegt

[ A(E)dE = 2m

|

Peak-Strom der Mode
. 2e F1F2
PR T, 41,

= Gesamtstrom durch Aufsummation aller Mo-
den im Energiefenster

= Anstieg des Stromes mit Ay, ungefidhr linear, dann steiler Abfall weil
keine Niveaus mehr im Energiefenster

Einflufl der Streuung?

Annahme bis jetzt: kohdrentes Tunneln, beschrieben durch SG. Korrekt falls
die Aufenthaltszeit des Elektrons im resonanten Zustand (Lebensdauer) <
T,: Streuzeit

Falls Lebensdauer grofser als Streuzeit
— sequentielles Tunneln, e~ verliert Phaseninformation durch Streuung
[y

vorhin —=: Verlustrate der e~ durch Barriere

h
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Kohérentes Tunneln adaquat fiir diinne Barrieren:

h
L+ >T, mit I', = — : Streurate

Sequentielles Tunneln adiaquat fiir dicke Barrieren:

T+, <TIy,

= stellen Ratengleichung fiir unser System auf

£y
Iy
[1 = 26%[./:1(1 - fr) - fr(l - .fl)]
f1: Fermifunktion fiir Zuleitung 1

fr+ Wahrscheinlichkeit das E,
besetzt ist

o)

Modell mit nur einer Mode

analog

2€F2
I, =
T h

ET < Ap
= fi=1, fo=0
I'
= Il :26%<1 —tT)
Iy

[.f2(1 - fr) - fr(l - f2)]

I, = —263(1 —t,)
Stromerhaltung: 1 + b, =0 = I'1(1—¢,)=If
= f= L
I+ Ty
2e F1F2
= |1 =—1),=—
! 2T R +1y

Aquivalent zu kohérenten Tunneln!!
D.h. vollstdndig kohédrentes und vollstdndig inkohérentes Tunneln fiihren auf
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den gleichen Strom. Gilt auch fiir partiell kohdrentes Tunneln.

Gilt nicht fiir nichtresonantes Tunneln!

Nichtresonantes Tunneln wesentlich durch Streuprozesse bestimmt
(vertikale Strome!)

Was passiert wenn wir die Doppelbarriere lateral einschniiren (bzw. Tunneln
durch Quantenpunkt)?
e -e -WW auf Niveaus beeinfluftt Strom (Einzelelektronentunneln)

2 mm
e rers

G(Ef) = T TP I L(Es — Ep)
linearer Response l l
fiir kleine Spannungen .... verbreiterte
und tiefe Temp. Spektralfunktion

e TPry
v ZPNm Ef)L(Ef — E,, — (N 4 0.5)Up)

(Meir el al. PRL 66, 3048 (1991));
(Beenakker PRB 44, 1646 (1991))

mit P Wahrscheinlichkeit daff N e~ im Quantenpunkt sind (ab-
ziigl. e~ auf E,,)
2
Uy = %: WW der e im QP mit Kapazitdat C'
betrachten

E(N +1,1,,) —E(N,0,)

Energie des geladene
= |E, +

(N + 1)262] NZe?

2C 2C 1Q?
Kond.
ond.:W = 30 )

(2N + 1)e?

- B,
MYs

=E,+ (N +0.5)U,
= Maxima im Leitwert fur

E; = E(N+1,1,) — E(N,0,,)
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physikalische Interpretation: Leitung durch Einzelelektronenhopping
(N,0,,) — (N +1,1,,) — (N,0,,)

Nachweis der quantifizierten Ladung durch Leitwertmessung

G A

vgl. Fig. 8 in

Kastner, Rev. Mod. Phys. 64,
849 (1992)
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