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Zusammenfassung

Ein grundlegendes Problem in der Computergrafik ist das effiziente Darstel-
len (Rendern) von dreidimensionalen Szenen. Solche Szenen bestehen gewthn-
lich aus vielen einzelnen Objekten, die wiederum aus vielen geometrischen Pri-
mitiven zusammengesetzt sind. Bei der Darstellung einer solchen Szene sind
im Allgemeinen nur wenige Objekte vom Betrachter aus sichtbar. Daher ver-
sucht man Objekte, die nicht sichtbar sind, zu erkennen und diese gar nicht erst
zur Grafikhardware zu schicken. Diesen Prozess bezeichnet man als Occlusion
Culling.

In dieser Arbeit wird folgende einfache Methode fiir das Occlusion Culling
modelliert und analysiert, die insbesondere Anwendungen in sich schnell veran-
dernden Szenen (Bewegung, Animation etc.) hat: Bevor ein Objekt zur Grafik-
hardware geschickt wird, priift der Culling-Algorithmus, ob es durch eines oder
mehrere bereits gezeichnete Objekte aus einem Puffer verdeckt wird. Ist dies
nicht der Fall, so wird das Objekt zur Grafikhardware geschickt und gezeich-
net. Dann darf das Objekt optional eines der bereits im Puffer gespeicherten
Objekte ersetzen. Das zugehorige Online-Problem wird als Online Occlusion
Culling bezeichnet. In dieser Arbeit wird die Performance von Algorithmen
fiir dieses Problem untersucht und gezeigt, dass kein Online-Algorithmus o(n)-
competitive sein kann.

Des Weiteren wird eine average-case Analyse vorgenommen. Dazu werden Ob-
jekte durch Einheitskreise in der Ebene modelliert. Es wird gezeigt: Gibt es n
zuféllig verteilte Objekte in einem begrenzten Radius und ist der Zwischenspei-
cher nicht beschrankt, so existiert fiir Algorithmen, die jede gezeichnete Kugel
in den Zwischenspeicher aufnehmen, im Erwartungswert eine untere Schranke
von O(log n) und eine obere Schranke von O(n®/*-log,4 1) gezeichneten Kugeln.

Schlieklich folgen Uberlegungen zur Komplexitit des der Modellierung zuge-
horigen Optimierungsproblems und es wird die NP-Vollstindigkeit eines ver-
wandten Graphen-Problems gezeigt.
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1 FEinleitung

1 Einleitung

Interaktive Darstellung und Durchlaufen von umfangreichen geometrischen Modellen stellt
trotz der grofen in den vergangenen Jahren erzielten Fortschritte im Hardwarebereich
immer noch eine Herausforderung fiir die Computergrafik dar. Parallel dazu wird eine
immer grofere Detailtreue moglich, die jedoch ihrerseits wieder Optimierungen bei der
Grafikverarbeitung erforderlich macht.

Der iibliche Ablauf vom Modell im Computer — also den entsprechenden Datenstruktu-
ren, die die Szenerie repréasentieren — bis zum gezeichneten Pixel-Bild ist in Abbildung 1
schematisch dargestellt; vergleiche zum Beispiel Watt (2002, Seite 165). Typisch dabei ist
der Einsatz einer Rendering-Pipeline, die von jedem Objekt durchlaufen wird und bei der
die Arbeitsschritte vorgenommen werden, ohne dass die gesamte Objektmenge als voll-
stdndige Eingabe bereits vorliegt. Die Verarbeitung kommt daher der Vorstellung eines
Fliefsband-Ablaufes recht nahe. Dieses Vorgehen wird insbesondere im Bereich der interak-
tiven Computergrafik eingesetzt, bei der ein hoher Durchsatz erforderlich ist.

Objekt- Pixel
beschreibung Fertiges Bild wie
Interne dargestellt (i.d.R.
Datenstrukturen auf dem Monitor)
Clipping u. Culling Rasterung,
Transformation Entfernen Schattierung
Umrechnung fur die o | verdeckter Objekte g Schnitt von
aktuelle = und solcher 1 Sehstrahlen mit
Kameraposition auBerhalb des Bildflache, Fullen
Sichtfeldes aller Pixel

Rendering-Pipeline

Abbildung 1: Schematische Darstellung der Verarbeitungsschritte bei Computergrafik:
Von der Représentation bis zum fertigen Bild

Intention hinter Occlusion Culling ist stets eine Entlastung der Rendering-Pipeline (eng-
lisch: to cull — to separate, select, pick out [Webster’s Revised Unabridged Dictionary]).
Dabei werden die Verdeckungsbeziehungen zwischen Objekten untersucht und nicht sicht-
bare Objekte aussortiert.

Ein grundlegendes Prinzip in der Computergrafik zur einfachen und schnellen Verarbei-
tung ist die Darstellung komplexer Objekte durch viele ,primitive* geometrische Struktu-
ren — iiblicherweise ausschlielich Polygone. Als Konsequenz ist effektives Culling in grofsen
Szenerien nahezu unerlésslich, da andernfalls Millionen von Polygonen zur Grafikhardware
geschickt werden miissten, obwohl im Allgemeinen die meisten von ihnen verdeckt werden.

Aufgrund der extremen Datenmengen ist andererseits aber weder geniigend Zeit noch
Speicher vorhanden, um die Eingabe vollstindig abzuwarten und erst dann komplexe
Offline-Algorithmen anzuwenden. Die Vorstellung, Occlusion Culling stets optimal vor-




nehmen zu konnen, ist dementsprechend unrealistisch. Daher ist die Frage nach Online-
Algorithmen interessant, die die Objektmenge sequentiell erhalten und Entscheidungen
treffen, ohne den Rest der Eingabe zu kennen.

Im Rahmen dieser Studienarbeit wird eine Modellierung dieser Problematik im zweidi-
mensionalen Fall vorgenommen. Ferner werden fiir Online- und Offline-Algorithmen Schran-
ken aufgezeigt sowie Uberlegungen zur Komplexitit des Offline-Problems angestellt.

Bemerkung 1.1: Ohne Einschrankung wird in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass
Culling das Ergebnis des Renderings nicht beeinflusst. Dies ist insbesondere bei interakti-
ver Computergrafik, bei der ein hoher Durchsatz entscheidend ist, zumeist richtig. Dennoch
gibt es auch Rendering-Verfahren, bei denen Culling das Ergebnis gravierend beeinflussen
kann: Etwa bei der Radiosity-Methode wird der Energieaustausch zwischen Objekten be-
rechnet, auf den natiirlich auch nicht sichtbare Objekte Einfluss haben. Dies ist jedoch
nicht Gegenstand dieser Arbeit. Eine Beschreibung von Radiosity gibt beispielsweise Watt
(2002, Seite 342 ff.).

2 Mathematische Werkzeuge zur Algorithmen-Analyse

Bevor in den folgenden Abschnitten das formale Modell beschrieben und untersucht wird,
werden an dieser Stelle kurz einige wiederkehrende mathematische Grundlagen gegeben
sowie die in dieser Arbeit verwendete Notation beschrieben.

Als Konvention wird eingefiihrt: INy bezeichnet die natiirlichen Zahlen (mit 0), IN ent-
sprechend ohne. Ferner sei IN<,, abkiirzende Schreibeweise fiir {1,2,...,n}. In(-) bezeichnet
den natiirlichen Logarithmus, log(-) den Zweierlogarithmus und logy,(-), wie tiblich, den Lo-
garithmus zur Basis k.

2.1 Stochastische Grundlagen

Wie bekannt, lassen sich Wahrscheinlichkeiten eines Versuches mathematisch mit Wahr-
scheinlichkeitsrdumen modellieren und beschreiben. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist defi-
niert als 3-Tupel (Q,F, P), wobei  Menge von Elementarereignissen, § ein Mengensys-
tem auf  (die Menge aller Ereignisse) und P : § — R ein Wahrscheinlichkeitsmafs mit
P(Q2) =1 ist. (22, F) ist dabei ein messbarer Raum.

Die in dieser Arbeit betrachteten Zufallsgrofen sind (messbare) Abbildungen 2 — R. In
vielen Féllen interessiert ihr durchschnittlicher Wert, der Erwartungswert E[-]. Die wichtigs-
te Eigenschaft des Erwartungswertes ist seine Linearitét: Seien X,Y Zufallsgrofen. Dann
gilt, selbst wenn X und Y abhéngig sind: E[a + bX + cY| = a + bE[X] + cE[Y].

Wie allgemein iiblich, wird als Kurzschreibweise fiir eine Zufallsgrofe X eingefiihrt:
Pr[X < z]:= P(X '({z | 2 < x})); analog fiir ,<“, ;=" etc.

Ferner werden bedingte Wahrscheinlichkeiten verwendet. Pr[A|B] ist dabei die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses A unter der Voraussetzung, dass das Eintreten von B bereits
bekannt ist. Eine anwendungsorientierte Einfiihrung in die Stochastik gibt beispielsweise
Hiibner (2003).
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2.2 Bernoulli-Versuche

Sei p € [0,1]. Eine Zufallsgrofe X heift Bernoulli(p)-verteilt (auch Indikatorzufallsgrife
genannt), wenn X : Q — {0, 1} und die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg Pr[X =1] =p
ist. Dann folgt offenbar E[X] = p.

Es wird spéter folgendes Lemma bendtigt:

Lemma 2.1: Gegeben ein Versuch, der sich unter identischen Bedingungen beliebig oft
wiederholen lisst, und eine Bernoulli(p)-verteilte Zufallsgréffe X mit p > 0. Dann gilt,
wenn man die Anzahl der Durchfiihrungen bis zum ersten Erfolg als einen neuen Versuch

auffasst: Im Erwartungswert sind % Durchfiihrungen bis (inklusive) zum ersten Erfolg er-
forderlich.

Beweis: Es werden als Zufallsgrofen eingefithrt (1 = 1,2,3,...):

{O falls erster Erfolg vor i-tem Versuch
i =

1 falls erster Erfolg bei oder nach i-tem Versuch

Offensichtlich ist dann > ;2 X; die Nummer des Versuchs, bei dem zum ersten Mal ein
Erfolg auftritt.
Mit der Linearitdt des Erwartungswertes erhélt man:

B X =Y BXI=Y0-p) =Y 0-p == 0
i=1 i=1 i=1 i=0 (I-p) »p

Das Lemma ergibt sich ebenfalls, wenn man die Zusammenfassung der Einzelversuche
als neuen Versuch mit geometrischer Verteilung auffasst; vergleiche beispielsweise Hiibner
(2003, Seite 92).

2.3 Totale Wahrscheinlichkeit

Wie im diskreten Fall gibt es auch fiir stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen eine For-
mel fiir die totale Wahrscheinlichkeit. Das uneigentliche Integral sei hier wie iiblich durch
Grenzwertbildung erklért: Sind X, Y stetige Zufallsgrofen mit den Dichten fx und fy,
dann gilt:

fxl(x) = /IR fx(@ | Y = ) fy(y)dy (2.2)

Einen Beweis gibt beispielsweise Papoulis (1984, Kapitel 7.3).

Satz 2.3: Seien X,Y stetige Zufallsgréfien mit den Dichten fx und fy. Dann gilt:

Fy(z) = /R Fx(x | Y =) fr(y)dy




2.4 Analytische Grundlagen

Beweis: Nachrechnen ergibt:

FX(x):/x fx(z)dz
[ [ a1y =it dnds nach 2:2)

= [ [ a1y =y

a—00

=l [ [ pG1Y =tz (2.4)

a—0o0

— /R/_g; x| Y =y)fy(y)dzdy = /R/_i<> Ix(z| Y =y)dz fy (y)dy
~ [ Fxte ¥ =y

Dabei ist (2.4) nach Satz von Fubini erlaubt: g(z,y) := fx(z | Y = y) fy (y) ist als Produkt
integrierbarer Funktionen wieder integrierbar. Ferner existieren ffa 9(z,y)dz fur jedes y €
[—a,a] und [*, g(z,y)dy fiir jedes z € [—a,z]. Damit ist die Reihenfolge der Integration
iiber ein kompaktes mehrdimensionales Intervall vertauschbar. Einen Beweis des Satzes
von Fubini gibt beispielsweise Heuser (1991, Seite 448 ff.). [l

Satz 2.5: Sei X diskrete Zufallsgrofie mit Werten aus 7., Y stetige Zufallsgroffe. Dann
gilt fiir x € 7.:

F () = /R Fx(x | Y = y)fy(y)dy

Beweis: Es wird eine neue stetige Zufallsgrofe X’ wie folgt definiert:
fxi(z)=Pr[X =[z]] (z€R)

Den Wahrscheinlichkeitsraum stelle man sich so erweitert vor, dass X = [X’]. Dann gilt
sicherlich: Fx/(z) = Fx(z) sowie Fx/(z | Y = 2) = Fx(z | Y = 2) fir x € Z,z € R.
Folglich lésst sich Satz 2.3 anwenden und es folgt die Behauptung. O

2.4 Analytische Grundlagen

Lemma 2.6 (Harmonische Zahl): Die n-te Harmonische Zahl H,, := > |  wird ein-
gegrenzt durch:

n
1
Inn < E -=H,<Inn-+1
i
i=1
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Beweis: Es gilt:

n+11 n 1
lnngln(n—i—l):/ d:Uangl—i—/ —dr=1+Inn
1 T 1z

Offensichtlich ist H,, = 37 ; 1 Obersumme fiir das linke Integral, aber H, —1 =", 1

£ i=1z i=2 z
ist Untersumme fiir fl ~da.

O

Lemma 2.7 (Bernoulli-Ungleichung): Sei z > —1 und n € No. Dann: (1 + z)™* >
1+ nx.

Beweis: Dies ist induktiv mit folgendem Induktionsschritt einzusehen:

A+a)" =0 +z)"- 142z)>0+nz) - 1+2z)=1+1n+1)z+na?
>1+(n+ 1)z O

3 Das formale Modell

3.1 Grundbegriffe

Das fertige Pixel-Bild auf dem Monitor, das am Ende der Rendering-Pipeline steht, ist iib-
licherweise nur eine zweidimensionale Projektion einer dreidimensionalen Szenerie. Bei der
Projektion wird in der Computergrafik fiir gew6hnlich ein an die Fotografie angelehntes
Modell verwendet: In einem Projektionszentrum laufen alle Sehstrahlen (Projektionslini-
en genannt) zusammen. Projektionslinien sind imagindre Verbindungsgeraden, die durch
einen Eckpunkt eines Objektes und das Projektionszentrum verlaufen. Schliefslich existiert
eine Bildflache (zumeist Bildebene genannt), deren Schnittpunkte mit den Projektionsli-
nien offenbar die Projektionen von Eckpunkten der in der Szenerie vorhandenen Objekte
sind. Bei der Rasterung des Bildes wird ein Ausschnitt der Bildebene zum Bereich des
fertigen Pixel-Bilds. Jedes Pixel entspricht also einem kleinen Quadrat auf der Bildebene.
Die Schnittpunkte werden nun jeweils dem sie {iberdeckenden Pixel zugeordnet. Pixel, die
nicht von Projektionslinien durchlaufen aber von einem Objekt iiberdeckt werden, werden
per Interpolation gefiillt. Falls ein Pixel durch kein Objekt iiberdeckt wird, so wird es mit
der Hintergrundfarbe gefiillt.

Abbildung 2 zeigt diese Zusammenhénge und die Analogie zur Fotografie: Man kann
sich das Projektionszentrum intuitiv als unendlich kleines Loch einer Lochkamera (camera
obscura) vorstellen — in der Computergrafik befindet sich die Bildebene jedoch nicht am
Ende der Kamera (das heifft hinter dem Projektionszentrum), sondern davor. Anders als
bei der Lochkamera ist aus diesem Grund die Projektion nicht spiegelverkehrt.

Im Folgenden werden nun die begrifflichen Grundlagen gegeben, die anschlieffend fiir die
formale Problembeschreibung bendtigt werden.

Im Zweidimensionalen wird aus der Projektionsebene eine Projektionslinie. In der Mo-
dellierung sei die Projektionslinie dabei der gesamte Einheitskreis, wahrend Projektions-
zentrum der Ursprung (0,0) ist. Die zu zeichnenden Objekte seien als eine endliche Folge




3.1 Grundbegriffe

Projektionsflache
(Bildebene)

Projektionsgeraden

Bildebene bei
Lochkamera

Projektionszentrum

Abbildung 2: Projektionszentrum und -ebene in der Computergrafik mit Analogie zur Fo-
tografie

V = (ki,...,k,) von Kugeln k; mit Radius 1 im R? gegeben, wobei die k; = (z;,y;) die
Mittelpunkte der Kugeln beschreiben.

Zum einfacheren Rechnen mit Winkeln wird die Menge ¥ := {{r + 27Z} | r € R}
eingefiihrt. (Mit Notation wie in der Algebra iiblich, kénnte man diese Menge als R/27Z
bezeichnen, wobei die Restklassenbildung beziiglich der Addition zu verstehen ist.)

Oftmals ist das Rechnen mit Polarkoordinaten einfacher:

Definition 3.1: Distanz- (rad), normierte Winkel- (angg), Winkel- (ang) und Projektions-
winkel-Abbildung (pang) werden definiert als:

rad : R? — R, rad((z,y)) := ||(z,y)|]2 (euklidische Norm)

0 wenn rad(z,y) =0
angg : R? — (—m, 7], angy((z,y)) := { arccos TR sonst, wenn y > 0
— arccos sonst
rad(z,y)

ang : R? — T, ang((z,y)) := angy((z,y)) + 277

ang : R — (0, 27|, pang((x, = 2arcsin ———
pang (0,27], pang((z,y)) rad((2.9))

Abbildung 3 illustriert die Definitionen grafisch.

Definition 3.2: Sei V = (ki, ..., k) endliche Folge von Kugeln. Ferner seien i, j € N<,
mit i # j. Dann gilt: k; verdeckt indirekt k; (< k; > kj), wenn:

_ pang(k;) pang(k;)
2 2

_ pang(k;) pang(kj)]

) 2 angk,) + [~ 22 DS

ang(ki) + [
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Projektionskreis

\_/
normierter Winkel
ang,(k;)

Projektionsbogen
mit Winkel pang(k;)

X
Projektions-
zentrum

Abbildung 3: Projektionszentrum, -kreis und -winkel im zweidimensionalen Modell

Die Addition ist hier, wie {iblich, elementweise zu verstehen. Gibt es zusétzlich kein | € N<,,
so dass k; > k; und k; > kj, dann verdeckt k; das Objekt k; direkt (< k; > kj).

Bemerkung 3.3: Die Definition entspricht einer ,jintuitiven Definition von Verdecken:
FEine Kugel verdeckt eine andere, wenn vom Projektionszentrum aus die andere Kugel nicht
sichtbar ist. Ferner existieren folgende Zusammenhénge fiir die Relationen:

i) Verdeckt Kugel k; Kugel k; indirekt, also k; > k;, so folgt daraus offenbar pang(k;) >
pang(k;). Der Projektionswinkel einer Kugel féllt aber streng monoton mit der Ent-
fernung zum Projektionszentrum. Daher folgt aus k; > k; auch rad(k;) < rad(k;).

ii) Die Relation ,yverdeckt indirekt* ist natiirlich die transitive Hiille der Relation ,yver-
deckt direkt*.

Abbildung 4 zeigt grafisch die Verdeckungszusammenhénge aus Definition 3.2 fiir eine
endliche Folge von Kugeln. Eine gerichtete Kante in dem dargestellten Graphen représen-
tiert jeweils eine indirekte Verdeckung. Man beachte, dass es sich bei dem Graphen nicht
zwangslaufig um einen Baum handeln muss. In Abbildung 4 ist dies zum Beispiel an den
Kugeln k3, kg und k11 zu sehen. Nach Bemerkung 3.3 muss der Graph aber azyklisch, also
kreisfrei sein.

Offensichtlich induziert jede endliche Folge V' von Kugeln zusammen mit der Relation
,verdeckt indirekt” einen azyklischen Graphen:

Definition 3.4: Sei V = (ki,...,k,) eine endliche Folge von Kugeln im R2. Ferner sei
E = {(ki,kj) € V* | k; > k;}. Dann heiRt der gerichtete Graph G = (V, E) Verdeckungs-
graph zu der endlichen Folge von Kugeln V.

Fiir den Culling-Algorithmus sei nun angenommen, dass er nur Objekte samt ihrer Ver-
deckungsbeziehungen betrachten kann, die er bereits als Eingabe erhalten hat. Er sieht
also bis wenigstens zum letzten Objekt nur einen beschrinkten Ausschnitt aus dem Ver-
deckungsgraphen. Insbesondere heifst dies, dass neu ankommende Kugeln nur anhand von
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Projektions-
kreisbogen

X
Projektions-
zentrum

Abbildung 4: Objekte und indirekte Verdeckungen

Objekten im Zwischenspeicher auf Sichtbarkeit untersucht werden konnen. Kann eine Ver-
deckung nicht anhand von Objekten im Zwischenspeicher festgestellt werden, so muss die
neue Kugel in jedem Fall gezeichnet werden.

Fiir Culling-Algorithmen soll folgendes Kostenmaf gelten: Jedes Objekt k;, das an die
Grafikhardware gesendet wird, verursache Kosten 1. Das Aufnehmen eines Objektes in den
Puffer und Vergleiche von Objekten im Puffer sind kostenlos. Wie im Dreidimensionalen
haben verdeckte Objekte keinen Einfluss auf das Ergebnis des Rendering. Es stellt sich also
die Frage nach einer geschickten Ausnutzung des Zwischenspeichers, so dass die Anzahl
der gezeichneten Kugeln minimiert wird.

3.2 Das Optimierungsproblem

Mit den bisherigen Erkldrungen ldsst sich das Modell des in dieser Arbeit betrachteten
Culling-Problems nun formalisieren:

Definition 3.5: Gegeben folgende Eingabe:
e Endliche Folge von Kugeln (ki,...,ky,) aus dem R2.
e Rendering-Reihenfolge: Permutation o : N<,, — IN<,,.
o Grofse des Zwischenspeichers c.

Das (Offtine) Culling-Problem besteht darin, fiir die Sequenz von Kugeln ky(1), ..., ky(n)
eine Verdrangungsreihenfolge aus dem Zwischenspeicher anzugeben, so dass die Gesamtan-
zahl gezeichneter Kugeln minimiert wird.

Beim zugehorigen Online-Problem kennt der Algorithmus vorab nur die Anzahl der Ku-
geln n. Die Kugelfolge erhélt er sequentiell erst wihrend seine Ablaufs.

11



3 Das formale Modell

Bemerkung 3.6: Das Culling-Problem kann auf den ersten Blick an das Paging-Problem
erinnern, bei dem ebenfalls ein Zwischenspeicher verwendet wird. Im néchsten Abschnitt
werden sich jedoch grofie Unterschiede herausstellen, die dazu fiihren, dass bekannte Er-
gebnisse zu Online-Algorithmen fiir das Paging-Problem nicht auf das Culling-Problem
iibertragen werden kénnen.

Dieses Problem lésst sich etwas weiter abstrahieren, so dass es sich als reines Graphen-
Problem formulieren lésst.

Definition 3.7: Gegeben folgende Eingabe:
o Gerichteter azyklischer Graph G = (V, E), n := |V

o Reihenfolge der Knoten, dargestellt als bijektive Abbildung p : V. — IN<,, die fiir
jeden Knoten seine Position in der Reihenfolge angibt.

o Grofse des Zwischenspeichers c.

Das (Offline) Problem Knotenaussortierung besteht darin, eine Verdrangungsreihenfolge
aus dem Zwischenspeicher anzugeben, so dass die Gesamtanzahl aussortierter Knoten ma-
ximiert wird. Ein Knoten v kann dabei aussortiert werden, wenn es einen Knoten v’ gibt,
so dass p(v') < p(v), es einen Pfad von v’ zu v gibt und v’ zum Zeitpunkt der Betrachtung
von v noch im Zwischenspeicher enthalten ist.

Beispiel 3.8: Betrachte Abbildung 5.

@ ° ° @ Reihenfolge:

a? b’ C? e? d7 f
° Zwischenspeicher:
Grofe 1

Abbildung 5: Beispiel fiir eine Instanz des Problems Kontenaussortierung

Es lassen sich nur Knoten aussortieren, die eine eingehende Kante haben. Umgekehrt
helfen nur die Knoten bei der Aussortierung weiter, die eine ausgehende Kante haben. Man
sieht, dass b drei Knoten verdeckt, a aber nur zwei. Eine optimale Verdrdngungssequenz
ist also (g,a,c,e,d, f). Hierbei bezeichnet £ das Uberschreiben einer nicht initialisierten
Stelle des Zwischenspeichers — in diesem Fall mit a. Anschliefend wird a durch b mit der
gegebenen Begriindung verdrangt. Die restlichen Knoten ¢, e, d und f werden gar nicht
erst in den Zwischenspeicher aufgenommen. Insgesamt kénnen mit Zwischenspeicher der
Grofe 1 also drei Knoten aussortiert werden. O

Bemerkung 3.9: Die beiden Probleme sehen zwar sehr &hnlich aus, allerdings ist Kno-
tenaussortierung machtiger: Es lassen sich gerichtete azyklische Graphen konstruieren, zu
denen es keine entsprechende Anordnung von Kugeln gibt, so dass der Graph Verdeckungs-
graph dieser Anordnung wére.
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3.3 Bewertung von Online-Algorithmen

3.3 Bewertung von Online-Algorithmen

Eine recht nahe liegende Herangehensweise zur Bewertung eines Online-Algorithmus ist
der Vergleich zu einem optimalen Offline-Algorithmus, wobei beide Algorithmen die glei-
che Eingabe erhalten. Insbesondere interessiert, ob es bei beliebiger Eingabe eine obere
Schranke fiir dieses Verhéltnis gibt. Erstmals vorgeschlagen und an klassischen Problemen
wie dem Listenzugriff und Paging durchgefiihrt wurde dieses Vorgehen von Sleator u. Tar-
jan (1985). Spéter pragten Karlin u. a. (1988, Seite 81) den Begriff der Competitive Analysis
und es wurde folgende Definition iiblich.

Ein deterministischer Online-Algorithmus ALG wird oft nach seinem Competitive Ratio
bewertet, das wie folgt definiert ist:

inf{c | ALG[I] < c-opPT[I]+ o fiiralle I € T}

Dabei bezeichnet Z die Menge aller giiltigen Eingaben, ALG[I] die von ALG bei Eingabe I
verursachten Kosten und opT[I] die Kosten, die ein optimaler Algorithmus erzeugt.

Oft interessiert nur eine obere Schranke ¢ fiir das Competitive Ratio. Kann ein solches
¢ angegeben werden, so heifst der Online-Algorithmus c-competitive.

Bemerkung 3.10: Die Competitive Analysis wird oft mit einem (grausamen) Gegenspie-
ler erklart: Er darf zu einem Online-Algorithmus — bei voller Kenntnis seiner Funktionswei-
se — eine beliebige zulédssige Eingabe auswéhlen, so dass der Online-Algorithmus bei eben
dieser Eingabe moglichst hohe und der Offline-Algorithmus mdoglichst niedrige Kosten hat.

Man stellt fest, dass dieses Bewertungsmafs bei der vorgeschlagenen Modellierung des
Cullings wenig sinnvoll ist, da fiir jeden Online-Algorithmus das Competitive Ratio ©(n)
sein wiirde (wobei n die maximale Anzahl von Kugeln bezeichnet). Folgendes kleine Beispiel,
in Abbildung 6 dargestellt, soll dies demonstrieren:

Sei ALG ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus fiir das Culling-Problem.
Ferner gebe es einen Zwischenspeicher der Grofe ¢, der fiir das Culling verwendet werden
kann. Werden nun die Kugeln ki, ko, ..., ke11 an ALG geschickt, wie in der Abbildung zu
sehen, so kann spétestens nach k.1 wenigstens eine der Kugeln ky, .. ., k.41 nicht mehr im
Zwischenspeicher vorhanden sein. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei dies Kugel ks.
Wiirden nun die restlichen Kugeln k.49, ..., k, in eben dieser Reihenfolge an den Culling-
Algorithmus geschickt, so miisste jede Kugel gezeichnet werden.

Ein optimaler Offline-Algorithmus hétte natiirlich eine andere als Kugel k3 aus dem
Zwischenspeicher entfernt und so nur insgesamt ¢ 4+ 1 Kugeln an die Hardware geschickt.

Die beschriebene Eingabesequenz sei mit I, bezeichnet. Wegen

ALGI[I,] n

opT[I,] c+1

O(n)

folgt dann die obige Behauptung, dass ALG nur ©(n)-competitive beziehungsweise das
Competitive Ratio ©(n) ist. (Mit anderer Sprechweise ist ALG nicht competitive, da das
Verhaltnis mit wachsendem n beliebig schlecht werden kann.)
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3 Das formale Modell

Abbildung 6: Direkte Verdeckungen einer worst-case Eingabe fiir einen Online-Algorith-
mus

3.3.1 Randomisierung

Wie gesehen, ist jeder deterministische Online-Algorithmus beliebig schlecht beziiglich der
Competitive Analysis. Zu kldren bleibt jedoch noch die Frage, ob diese Aussage auch auf
randomisierte Online-Algorithmen zutrifft. Aufgrund der zufélligen Entscheidungen rando-
misierter Algorithmen sind die verursachten Kosten bei einer Eingabe eine Zufallsgrofe.
Das Competitive Ratio eines randomisierten Online-Algorithmus ALG definiert man daher
analog als:

inf{c | E[ALG[I]] < c¢-opT(]) +  fiir alle I € T} (3.11)

Eine Einfiihrung in randomisierte Online-Algorithmen geben beispielsweise Borodin u. El-
Yaniv (1998), Kapitel 2.

Man betrachte wieder eine Anordnung wie in Abbildung 6 dargestellt. Nun gilt sicherlich
nach dem Verarbeiten von Kugel k.11 durch den Culling-Algorithmus:

c+1

Z Pr[Kugel k; nicht im Zwischenspeicher| = 1,

i=1
da die Grofe des Zwischenspeichers nur ¢ betrigt und der Erwartungswert fiir die Anzahl
sich nicht im Zwischenspeicher befindlicher Kugeln wenigstens 1 ist. Folglich muss es ein ¢ €
IN<cy1 geben mit p := Pr[Kugel k; nicht im Zwischenspeicher] > ﬁ% In der Abbildung
sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ = 3. Somit folgt fiir jeden randomisierten
Online-Algorithmus ALG:

E[ALG[L,])] c+1+p(n—c—1)
opT[l,] c+1

= 0O(n)

ALG ist also nur ©(n)-competitive.
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3.3 Bewertung von Online-Algorithmen

3.3.2 Ressourcen-VergroBerung

Ein weiteres Konzept zur Untersuchung von Online-Algorithmen besteht darin, bei der
Competitive Analysis Online- und Offline-Algorithmus mit unterschiedlichen Ressourcen
auszustatten. Im Falle des deterministischen Paging etwa zeigten Sleator u. Tarjan (1985),
dass die Online-Algorithmen LRU oder FIFO mit Speicher der Gréfse n maximal das c-fache
an Kosten eines optimalen Offline-Algorithmus mit Speicher (1 — 1)n verursachen (c > 1).
Je nach Vergrofserung der Ressourcen werden LRU oder FIFO also beliebig competitive,
wahrend bei gleichen Ressourcen das Competitive Ratio die Grofte des Zwischenspeichers
war.

Angewandt auf das Culling-Problem kann jedoch auch mit Ressourcen-Vergréferung
keine Verbesserung beziiglich der Competitive Analysis erzielt werden: Als Beispiel dient
wieder Abbildung 6. Auch hier existiert fiir beliebig grofse c eine Kugel k;, ¢ € N1, die nach
dem Verarbeiten von Kugel k.11 mit einer Wahrscheinlichkeit von > c-i—% (falls der Online-
Algorithmus deterministisch ist, sogar mit Wahrscheinlichkeit 1) nicht im Zwischenspeicher
enthalten ist. Folglich gilt fiir die beschriebenen Eingabesequenzen immer: E[ALG[I,]] =
O(n).

In einem Lemma zusammengefasst:

Lemma 3.12: Beim Betrachten einzelner Eingabesequenzen kann das Kostenverhdlinis
von Online-Algorithmus zu Offline- Algorithmus beliebig schlecht werden — selbst dann, wenn
der Offline-Algorithmus nur einen konstanten Zwischenspeicher der Grifie 1 hat.

Beweis: Wie zuvor beschrieben, geniigt dazu das Betrachten einer Eingabesequenz wie
folgt: Hinter einer Kugel k;, die mit Wahrscheinlichkeit ¢ > 0 aus dem Zwischenspeicher
entfernt wird, folgen nur noch (in nach absteigender Entfernung vom Projektionszentrum
sortierter Reihenfolge) n viele Kugeln, die von Kugel k; indirekt verdeckt werden. Dabei
ist ¢ eine von n unabhéingige Konstante. O

3.3.3 Erweiterung der Competitive Analysis

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, dass die ausschliekliche Betrachtung
des worst-case Verhéltnisses fiir eine einzelne Eingabe, wie bei der Competitive Analysis
gemacht, fiir das Culling-Problem unbefriedigend ist: Einerseits ist intuitiv leicht einsehbar,
dass es in der Praxis gut funktionierende Heuristiken gibt, andererseits ldsst sich — nach
Lemma 3.12 — die Qualitdt von Online-Algorithmen nicht mit der Competitive Analysis
messen.

In der Tat ist dieses Problem ein oft angefiihrter Kritikpunkt der Competitive Analysis,
das auch bei der Analyse anderer bekannter Probleme zu {iberméfig pessimistischen Er-
gebnissen fiihrt. Koutsoupias u. Papadimitriou (2000, Seite 300 f.) illustrieren diese Kritik
anhand des bekannten Paging-Problems, bei dem beziiglich der Competitive Analysis der
in der Praxis bewéhrte LRU-Algorithmus nicht {iber den empirisch nur méfig gut funktio-
nierenden FIFO-Algorithmus hinauskommt.

Insbesondere betrachtet die Competitive Analysis nur das worst-case Verhéltnis zwischen
Online- und Offline-Algorithmus und ignoriert dabei, dass iiblicherweise iiber die Verteilung
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4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher

der Eingaben durchaus einiges bekannt ist. Koutsoupias u. Papadimitriou (2000) schlagen
daher vor, fiir deterministische Online-Algorithmen die Definition des Competitive Ratio
wie folgt zu erweitern:

inf{c | Ep[ALG[I]] < ¢-Ep[orT(I)] + o fiir alle D € A} (3.13)

Dabei ist A eine vorgegebene Klasse moglicher Verteilungen der Eingaben. Der Gegenspie-
ler kann nur noch eine Verteilung D aus A wahlen, so dass die erwarteten Kosten von
Online- und Offline-Algorithmus — bei geméft D zufélliger Wahl einer Eingabe — moglichst
weit auseinander gehen. I ist als Zufallsgrofse mit Verteilung D aufzufassen.

Offensichtlich ist diese Definition eine echte Erweiterung: (3.13) und (3.11) stimmen
iiberein, wenn A nur jene Verteilungen umfasst, bei der mit Wahrscheinlichkeit 1 eine
worst-case Eingabe ausgewahlt wird.

In den folgenden Abschnitten wird aus den erwdhnten Griinden diese Modifikation ange-
wandt, wobei A nur die Gleichverteilung aller Eingaben enthélt. Ferner wird sich in dieser
Arbeit bei der Analyse auf den Quotienten der Kosten von Online- zu optimalem Offline-
Algorithmus beschrankt. Anders formuliert, es wird vorgeschlagen, statt des Competitive
Ratio (3.11) eines Online-Algorithmus ALG den Quotienten

Ep[aLc[I]]

Ep[opT[I]] (3.14)

zu betrachten, wobei D die Gleichverteilung tiber alle Anordnungen von Kugeln (in einem
begrenzten Radius um das Projektionszentrum) und zufélligen Reihenfolgen ist. Dieser
Quotient ist asymptotisch natiirlich eine obere Schranke fiir das erwartete Competitive
Ratio (3.13).

Aufgrund der Eindeutigkeit wird im Folgenden nur noch E[-] statt Ep[-] geschrieben.

4 Schranken im Modell mit unbeschranktem
Zwischenspeicher

Es wird zunéchst die Frage gekléart, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine beliebige Kugel k;
einer gegebenen und festen Anordnung gezeichnet werden muss. Vorausgesetzt:

e Der Culling-Algorithmus erhélt die Objekte in zufilliger Reihenfolge und

e die Puffergrofe ist unbegrenzt.

Es ist zu bemerken, dass in diesem Fall der Offline-Algorithmus keinen Vorteil gegeniiber ei-
nem Online-Algorithmus hat, da aufgrund des unbegrenzten Zwischenspeichers iiberhaupt
keine Entscheidungen getroffen werden miissen. Trivialerweise ist sogar jeder Algorithmus
optimal, der jede gezeichnete Kugel im Zwischenspeicher hilt.

Es wird fiir eine Kugel k; aus V = (ky, ..., k;,) die (Indikator-)Zufallsgrofe K; eingefiihrt.
Es soll gelten K; = 1, falls die Kugel k; gezeichnet werden muss und K; = 0, wenn nicht.
Da K; Indikatorzufallsgrofie ist, gilt natiirlich

E[KZ] = PI‘[KZ' = 1].
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4.1 Spezielle Anordnungen

Aufgrund der Linearitdt des Erwartungswertes ist dann

E[Z K] = Z E[K;]

gleich dem Erwartungswert fiir die Anzahl gezeichneter Kugeln insgesamt.

Fir K; gilt: K; = 1, falls noch keine der j vor k; liegenden Kugeln gezeichnet worden
ist, wenn k; selbst vom Culling-Algorithmus verarbeitet wird — andernfalls K; = 0. Die
Reihenfolge der Kugeln sei durch die Permutation o : N<,, — IN<,, beschrieben.

Die Menge der Indizes der j vor k; liegenden Kugeln sei {i1,...,7;}. Man stellt fest,
dass K; = 1 genau dann, wenn o(i) = mino({i1,...,4;,4}). Nur in diesem Fall wird k;
vor seinen rdumlichen Vorgéngern an den Rendering-Algorithmus geschickt. Folglich, da o
zufillig gleichverteilt aus der Menge der Permutation stammt:

1

PriK;=1] = ——
j+1

In einem Lemma zusammengefasst:

Lemma 4.1: Sei k; eine Kugel, die von genau j anderen Kugeln indirekt verdeckt wird.

Dann zeichnet ein optimaler Culling-Algorithmus mit unbegrenztem Zwischenspeicher die

Kugel k; mit Wahrscheinlichkeit genau Jﬁ

4.1 Spezielle Anordnungen

Beispiel 4.2: FEs gebe n Objekte k1, ..., k,, die allesamt auf einer Projektionslinie liegen:
Je ein Objekt verdeckt direkt genau ein weiteres.

O
Abbildung 7: Anordnung von Objekten auf einer Projektionslinie

Lemma 4.1 ergibt:

n n 1
>_BIK]=) ;=H
=1 =1
=0O(logn) nach Lemma 2.6 O

Beispiel 4.3: Es gebe n := 2" — 1 Objekte, die so angeordnet sind, dass ein Objekt
jeweils zwei andere direkt verdeckt. Dabei gebe es ein einziges Objekt, das alle anderen
indirekt verdeckt und 2™~! Objekte, die kein anderes Objekt verdecken. Folglich ergibt
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4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher
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Abbildung 8: Anordnung mit zur Entfernung exponentiell zunehmender Anzahl verdeckter
Objekte

sich eine Anordnung als vollstdndiger bindrer Baum, wie in Abbildung 8 (dort fiir m = 4)

gezeigt.
Man erhalt wieder nach Lemma 4.1:

m—1 .

21

E[K.
Z Z long+1 i+l
1 om _ 1 n
= Q _ 27’ = Q =
(5 222 =0 ) = Q) 0

4.2 Der allgemeine Fall

Korollar 4.4: Sei V. = (k1,...,ky) eine beliebige Anordnung von Kugeln und p; :=
1+ [{kj | kj > ki}|. Dann hat ein optimaler Culling-Algorithmus mit unbeschrinktem
Zwischenspeicher erwartete Kosten von genau

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 4.1. O

4.3 Der zufillig gleichverteilte Fall

Im Folgenden wird nun iiberlegt, welche Aussage sich fiir die erwartete Anzahl zu zeich-
nender Kugeln treffen lasst, wenn

o fiir die Kugeln &y, ..., k, gilt: rad(k;) € (1,7],
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4.3 Der zufillig gleichverteilte Fall

e alle Kugeln zufillig gleichverteilt angeordnet sind und
e die Reihenfolge der n Kugeln zuféllig gleichverteilt ist.
Die Bedingung rad(k;) > 1 existiert, da andernfalls eine Kugel auf dem Projektionszentrum
liegen kann.
Es wird folgende Definition benétigt:
Definition 4.5: Seien a,b > 0. Dann definiere:

[a,b], == {z € R? | ||z]}2 € [a,b]}

Analog dazu seien (a, b],, [a,b), und (a,b), definiert.

[a,b],

L

| | | I
T T
a b

Abbildung 9: Anschauliche Darstellung von Definition 4.5

Ein ,Intervall® [a, b], reprisentiert eine Flache, deren Punkte einen Abstand vom Projek-
tionszentrum im Intervall [a, b] haben, wie in Abbildung 9 dargestellt. Es ist offensichtlich,
dass fiir die Groe dieser Fliche gilt: [ [ Loy, (z,y)dz dy = 7(b? — a?).

Daraus folgt: Ist R eine Zufallsgrofe fiir den Abstand einer beliebigen Kugel vom Pro-
jektionszentrum, so ist R stetig und die Verteilungsfunktion F'r von R hat die Form:

0 firx <1

Fr(z) = me o) ool figp i< g <y (4.6)
m(r2—1) r2—1 :
1 firx>r

Dementsprechend folgt fiir die Dichte fr als Ableitung von Fp:

Fal) = {0 fir z & (1,r]

F= fiir z € (1,7]

Im Folgenden sei stets F' := Fp fiir eine beliebige, aber nicht ndher bestimmte Zufallsgrofse
R, wie oben beschrieben.
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4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher

Projektions-
bogen mit
Radlus 1

Abbildung 10: Bereich, in dem eine Kugel k; liegen muss, um k; zu verdecken

4.3.1 Exakte Formel

Es wird die Zufallsgrofe T; ; € {0,1} eingefiihrt, fiir die gelten soll: T; ; = 1 :& kj > k;.

In Abbildung 10 ist farbig markiert, in welchem Bereich eine Kugel k; liegen muss,
damit sie die Kugel k; indirekt verdeckt. Man stellt leicht fest, dass fiir eine Kugel k; mit
s :=rad(k;) gilt: Diese Fléche hat die Grofe

g — 2arctan(s) — sin(2 - arctan(s)) < 2s.

Eine Abschitzung nach oben wire etwa durch das gestrichelte Dreieck mit Hohe s und
Grundseite 2 moglich.

Die Wahrscheinlichkeit fiir 7; ; = 1 ergibt sich als Quotient aus der Grofe der farbig
markierten Fliache durch die gesamte Kreisflache (abziiglich Projektionskreis):

2s

)aPrT;,=1 = —
(0,1) 3 Pr[T;; | R 3]<7r(7a2_1>

(4.7)
Da in (4.7), abgesehen von zuvor definierten Konstanten, einzig eine Abhéngigkeit von s
vorliegt, wird zur Vereinfachung im Folgenden die Festlegung p(s) := Pr[T; j =1 | R = 5]
verwendet.

Es wird eine neue Zufallsgréfe J; eingefiihrt, die die Anzahl der Kugeln angibt, welche
k; indirekt verdecken. Es folgt dann mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

n—1
Pr[K —1|R—s:ZPr i=1|Ji=j)|R=s]-Pr[J;=j| R=s]

7=0
—1

SN e (1 — syt (P

_Folﬂ' e - a0 ()
EREER I L1 — p)ynt=i . (MY
77 5 T a-pey ("

:fg’(s) tidt
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4.4 Approximation fiir den zuféllig gleichverteilten Fall

H (1= pls))n17 . <” 5 1) dt

1 )t _ 1= ()"
p(s) n 0 p(s)n
Bemerkung 4.9: Die Intervalleingrenzung aus (4.8) (die bei korrekter Herleitung natiir-

lich zwangslaufig erfiillt sein muss), folgt auch rechnerisch aus der Bernoulli-Ungleichung
(die untere Schranke gilt offensichtlich bereits wegen 0 < p(s) < 1):

1—(1—p(s)"
p(s)n

Unter Ausnutzung von Satz 2.5 und Pr[K; = 1] = Fk, (1) — Fk,(0) erhélt man fir den
Erwartungswert von Kj;:

€ (0,1] (4.8)

>1 e 1+ (=p(s)n > (1+ (=p(s))" ¢

E[K;| =Pr[K; =1] = /T PriK;=1| R=s]- fr(s)ds nach Satz 2.5
1
(" 25 1—(1—p(s)"
_/1 r2—1 p(s)n ds

NG E Ln /1T piS) (1= (@ =p())")ds (4.10)

Durch Multiplikation mit n ist also eine exakte Formel fiir die erwartete Anzahl zu zeich-
nender Kugeln gegeben. Die Formel ist allerdings nicht gut fiir Abschitzungen geeignet.
Aufgrund des Potenzierens von (1 — p(s)) mit n fiihrt ein Abschétzen der ,komplizierten®
Funktion p(s) zu grofen Ungenauigkeiten: Sowohl Einsetzen von (4.7) zur Abschitzung
nach unten:

2 r S n . " n
E[K;] Z(ﬂ—l)n /1 5 (1—(1—])(8)) )ds-(r—l—/1 (1 —p(s))"ds)

(-1 "

als auch Vereinfachungen zur Abschitzung nach oben:

2 r 2 21
EK;] <—5—+—- / snds=—— =1 nach Bernoulli: Lemma 2.7
(r2—=Dn J; r2—1 2

liefern nur triviale Schranken.

4.4 Approximation fiir den zufillig gleichverteilten Fall

Im Folgenden wird durch einen anderen Ansatz versucht, bessere Schranken herzuleiten.
Dazu stelle man sich die Flache innerhalb eines (noch zu bestimmenden) Kranzes um den
Projektionsradius in m kongruente Bereiche zerlegt vor. Ist nun im Zwischenspeicher eine
Kugel aus jedem dieser Bereiche enthalten, so ist dies hinreichend dafiir, dass auflerhalb
eines gewissen Radius keine Kugel mehr gezeichnet werden muss. Dies ist in Abbildung 11
illustriert.
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4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher

Abbildung 11: Mindestabstand vom Projektionszentrum, ab dem jede Kugel verdeckt wird

4.4.1 Das Balls into Bins-Modell

Die kongruenten Teile des Kranzes seien fortan nur als Boxen bezeichnet. Es ist klar, dass
fiir jede Kugel die Wahrscheinlichkeit, in einer bestimmte Box zu liegen, fiir alle Boxen
gleich grof ist. Es wird daher zunachst folgendes Szenario betrachtet:

Definition 4.11: Es gebe m Boxen und eine (potentiell) unbegrenzte Anzahl von Kugeln,
die der Reihe nach auf die m Boxen geworfen werden. Mit jedem Wurf wird genau eine
Box getroffen, und zwar jeweils unabhéngig, zufillig und gleichverteilt. Dieses Szenario
werde als (unendliches) Balls into Bins-Modell bezeichnet. Beim endlichen Modell gibt es
natiirlich nur endlich viele Kugeln.

Bemerkung 4.12: Dieses Modell findet in der Informatik eine vielfaltige Anwendung.
Raab u. Steger (1998) geben fiir das endliche Modell einige Beispiele an: So lésst sich
etwa das Hashing-Problem auf diese Art modellieren, ebenso wie Online Load Balancing,
bei dem ohne zentrale Instanz Jobs an eine jeweils zufillig ausgewéhlte Maschine eines
Maschinen-Pools vergeben werden. Haben alle Anfragen die gleiche Gréfe, so entspricht
die maximale Last einer Maschine genau der Anzahl Kugeln in einer Box.

Hier interessiert beim Balls into Bins-Modell, wie viele Wiirfe ben6tigt werden, damit in
jeder Box eine Kugel enthalten ist.

Satz 4.13: Beim (unendlichen) Balls into Bins-Modell mit m Bozxen sind im Erwartungs-
wert mH,, = ©(mlnm) Kugeln zu werfen, bevor alle Boxen wenigstens eine Kugel enthal-
ten.

Beweis: Essei X; (1 =0,1,2,...) die Zufallsgrofe, die angibt, wie viele Kugeln geworfen
wurden, nachdem genau ¢ Boxen gefiillt waren, aber bevor die (i + 1)-te Box getroffen
wurde. Dann enthalten nach Z?lf)l X; Wiirfen offenbar alle Boxen wenigstens eine Kugel.
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4.4 Approximation fiir den zuféllig gleichverteilten Fall

Wenn genau ¢ Boxen mindestens eine Kugel enthalten, dann gilt: Die Wahrscheinlichkeit,

dass eine Kugel eine Box trifft, in der bisher noch keine Kugel lag, ist: mﬂ? Mit Lemma
2.1 folgt:
m
E[X;] = 4.14
X =" (1.14)

Denn solange noch keine neue Box getroffen wurde, handelt es sich bei jedem Wurf sicherlich
um einen Bernoulli-Versuch.
Aufgrund der Linearitét des Erwartungswertes ergibt sich mit Einsetzen von (4.14):

m—1 m—1 m—1 m
E) Xi|=) E[X,]= —
i=0 i=0 i=0
1
:mZ—:mngmlnm—i-m nach Lemma 2.6 O
=1

4.4.2 Obere Schranke

Wie zuvor gebe es als Eingabe n Kugeln, die maximal Abstand r vom Projektionszentrum
haben. Es gebe eine Fliache (1,t],, die in m Boxen aufgeteilt ist.

Die Zufallsgréfse N bezeichne die Anzahl der Kugeln, die an den Culling-Algorithmus
gesandt werden, bevor im Zwischenspeicher aus jeder Box eine Kugel enthalten ist. Die
Zufallsgroke L gebe die Anzahl gezeichneter Objekte danach an. Die Boxen seien so ge-
wahlt, dass es ein s € (t,7] gebe, so dass anschlieflend keine Kugel mit Abstand vom
Projektionszentrum > s mehr gezeichnet werden muss.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Kugel Abstand vom Projektionszentrum < s
hat, ist offenbar F'(s). Bezeichnet also M die Zufallsgrofe, die die Anzahl gezeichneter
Kugeln insgesamt angibt, so ergibt sich, dass M < N + L. Ist L' eine Zufallsgrofe fiir die
Anzahl der (n — N) letzten erhaltenen Kugeln, die Abstand vom Projektionszentrum < s
haben, so ist L’ verteilt wie (n — N) - F(s). Natiirlich gilt: L < L’. Dementsprechend folgt
flir den Erwartungswert:

E[M] < E[N] + E[(n — N) - F(s)] = E[N] + nF(s) — E[N] - F(s)
= (1— F(s)) - E[N] + nF(s)

Offenbar kénnen nur solche Kugeln als Teil des Balls into Bins-Modells aufgefasst werden,
die in (1,t], liegen. Ferner ist das Modell endlich, da nur n Kugeln existieren. Es bezeichne
also N’ eine Zufallsgrofe, welche die (potentiell) unendliche Anzahl von Kugeln angibt, die
der Culling-Algorithmus erhilt, bis alle Boxen wenigstens eine Kugel enthalten. Dann gilt:

N = min(n, N') und E[N] < E[N'] = % und

1—F(s)

Fo mHy, + nk(s) (4.15)

E[M] < (1 — F(s)) - E[N'] + nF(s) =

23



4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher

4.4.3 Geometrische Zusammenhinge

Wie eingangs des Abschnitts 4.4 skizziert, stelle man sich einen Kranz um das Projekti-
onszentrum mit duferem Radius ¢ — also die Flache (1,¢], — in hinreichend viele Boxen
aufgeteilt vor, wobei ferner im Zwischenspeicher aus jeder Box eine Kugeln enthalten ist.
Dann sieht man leicht, dass es ein s gibt, so dass alle Kugeln mit Abstand > s vom Pro-
jektionszentrum verdeckt werden. Im Folgenden wird eine Formel fiir dieses s hergeleitet.
Dabei wird s in Abhéngigkeit von ¢ und dem maximalen Abstand a zweier Kugeln k, £/
in benachbarten Boxen angegeben, fiir die gilt: rad k = rad ¥’ = ¢. Abbildung 12 illustriert
die geometrischen Zusammenhénge.

arcsin('/)-arcsin(®/,,)

Projektions-

Zentum o rosin(®y,)

arcsin('/y)

u(t,a)

s(t,a)

Abbildung 12: Verdeckter Bereich zweier Kugeln k, k¥’ mit gegenseitigem Abstand a und
radk =radk’ =t

Lemma 4.16: Seien t € (1,00), a € (0,1]. Die Fliche (1,t], sei wie in Abbildung 11 in
kongruente Boxen aufgeteilt, so dass zwei in benachbarten Bozen liegende Kugeln k, k' mit
radk = rad k¥’ = t mazimal Abstand a haben kénnen. Dann gilt: Ist in jeder der Boxzen
(mindestens) eine Kugel enthalten, so wird jede Kugel k" mit rad k" > (2a + 1)t indirekt
verdeckt.

Beweis: Geometrisch ergibt sich fiir ¢ € (0,00) und a € (0, 2):

2
u(t,a) = (/12 — QZ <t (4.17)
a
v(t,a) = 4.18
(ta) 2 tan(arcsin $ — arcsin &) (4.18)

mit offensichtlich s(t,a) = u(t,a) + v(t, a).
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4.4 Approximation fiir den zuféllig gleichverteilten Fall

Es gilt:
1
s(t, 1) =wu(t,1) + — — nach (4.17), (4.18)
2 tan(arcsin y — arcsin ;)
1
<ult, )4 — 419
(t1) 2 tan(arcsin 3) (4.19)
<ult,1) 4+ —— 4.20
<u(t, 1)+t <2 (4.21)

Dabei gilt (4.19), da arcsin auf (0,1) konvex ist, also insbesondere arcsin § < %arcsin x.

und (4.21) sind einzusehen, da die Ableitungen von arcsin und tan auf (0,1) jeweils > 1
sind. Folglich l&sst sich fiir a € (0, 1] folgende Abschétzung angeben:

Die Konvexitéat ergibt sich daraus, dass dd? arcsinz =

a

s(t,a) <t+ nach (4.17), (4.18
(t.a) < 2 tan(arcsin 1 — arcsin &) (4.17), (4.18)
1
<t+a-
- 2 tan(arcsin  — arcsin o;)
=t+a-(s(t,1) —u(t1))
<t+2at=(2a+ 1)t nach (4.21) O

Lemma 4.22: Seient € (1,00), a € (0, 1] wie im vorigen Lemma. Dann muss die Fliche
(1,t], in mazimal [4%"] kongruente Boxen aufgeteilt werden, so dass bei Vorhandensein
einer Kugel in allen Bozen jede Kugel k mit radk > s(t,a) indirekt verdeckt wird.

Beweis: Ist die Flache (1,t], in m kongruente Boxen aufgeteilt, so iiberdeckt eine Box
den Winkel 2% Der Kreisbogen iiber Winkel % mit Radius ¢, also der Kreisbogen zweier
benachbarter Boxen, ist obere Schranke fiir a und lésst sich durch 4% angeben.

Fiir die maximale Anzahl benétigter Boxen m(¢,a) in Abhéngigkeit von ¢ und a ergibt
sich durch Umstellung und dadurch, dass m(t, a) eine natiirliche Zahl représentiert:

4t 4t
m(t,a)g(%1<7ﬂ+l O

4.4.4 Approximation mit mehrfacher Verdeckung

Erlaubt man im Modell, anders als zuvor, dass eine Kugel auch erst durch mehrere Kugeln
zusammen verdeckt wird, so bleiben die bisherigen Erkenntnisse giiltig. In Abbildung 13
ist der verdeckte Bereich farbig gekennzeichnet.

Analog zum Fall wie im letzten Unterabschnitt beschrieben, stellt man fest:

25



4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher

Projektions-
zentrum

u(t,a)

s(t,a)

Abbildung 13: Verdeckter Bereich zweier Kugeln k, k¥’ mit gegenseitigem Abstand a und
rad k = rad ¥’ = ¢, wenn mehrfache Verdeckung erlaubt ist

Lemma 4.23: Seien t € (1,00), a € (0,1]. Die Fliche (1,t], sei in kongruente Bozen
aufgeteilt, so dass zwei in benachbarten Boxen liegende Kugeln k, k' mit radk = radk’ =t
mazximal Abstand a haben kénnen. Dann gilt: Ist in jeder der Boxen (mindestens) eine
Kugel enthalten, so wird jede Kugel k" mit rad k" >t 4 § indirekt verdeckt.

Beweis: Mit geometrischen Mitteln stellt man fest:

a? a?
u(t,a) =1/t? — — <t und v(t,a)=1—14/1— —
4 4
a2
s(t,a) = u(t,a) +v(t,a) <t+1-— 1_Z
2—a)2 V(2 —a)?
—t4+1— (2 = a( +a)§t+1_M
2 2
2—a a
—t4+1-— =t 4+ — O
+ 2 +2

Auch in diesem Fall strebt s(t,a) nur fiir t — 1 und gleichzeitig a — 0 gegen 1. Im Fol-
genden wird daher ohne Einschréinkung nur einfache Verdeckung wie im letzten Abschnitt
betrachtet.

4.4.5 Verbesserung der Schranke

Die in (4.15) gegebene obere Schranke fiir die Anzahl zu zeichnender Kugeln,

1— F(s(t,a))

E[M] < Fb)

m(t7 a)Hm(t7a) + nF(S(ta a))7

liefert fiir unterschiedliche Parameter ¢ und a unterschiedliche Abschétzungen, wobei die
maximale Anzahl bendtigter Boxen m sich nach Lemma 4.22 ergibt. Man sieht leicht, dass
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4.4 Approximation fiir den zuféllig gleichverteilten Fall

durch feste Wahl von ¢ und @ nur die triviale Schranke von O(n) zu zeichnender Kugeln
gezeigt werden kann.

Zu klaren bleibt daher, ob sich die Parameter so in Abhéngigkeit von n wéhlen lassen,
dass sich eine bessere Schranke zeigen lésst.

Man betrachte dazu die Folgen (a;)iew, und (¢;)ien,, die wie folgt definiert seien:

ai—1

. ti— 1
ag:=1, a; ;== 5 =qp-27" to: =71, t; ;= i-1 +

2 )

jeweils fir i =1,2,3,....

Fiir die Verteilungsfunktion F(x), die die Verteilung des Abstandes vom Projektionszen-
trum einer zufillig ausgewéhlten Kugel angibt (fiir die Definition von F' siehe (4.6)), lassen
sich folgende Ungleichungen angeben. Es sei t > 1:

F<t+1> (P F2+1) -4 2-142-2 21

1
2 071 apeo1y Capeon 1 PO @2
da 2t > 2, und
t+1 1 2 2 -1
F(;>:(<t2_1)+2<t_1))'4(r2—1):<1+t+1)'4(r2—1)
Tirw (425)
t+3 1
=1 F <5 F)

Ferner seien Folgen: (m;)ien, und (s;)icn, mit

drm+1
m; = S; 1= (2@1‘ + 1)ti
a;
firi =0,1,2,....
Nach Lemma 4.22 gilt fiir die maximale Anzahl benotigter Boxen m(t;, a;):

4t;m + a; < drr+1

m(t;, a;) < o =4 m (4.26)
und
drm+1 .
m; = 0 - o—i = leo (4.27)

Ferner gilt nach Lemma 4.16, dass s(t;,a;) < (2a; + 1)t; = s;. Aulerdem:

a; +1)(T; + 1 a;t: +a;, +t;, +1
Si+1:(2ai+1+1)ti+1:(z )(’L ): ilg i i

2 2
<aiti+ait2i+ti+1 dat; > 1
_ 2ait;+t+1 (2a; + 1)t; + 1 s+
B 2 B 2 2
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4 Schranken im Modell mit unbeschrdnktem Zwischenspeicher

Mit (4.24) ergibt sich F(t;11) > 1 - F(t;) und mit (4.25) ergibt sich F(siy1) < 3 - F(s;).
Induktiv folgt also:

F(t;) > 47"F(to) (4.28)
F(si) < 27'F(s0) (4.29)

SchlieRlich sei (n;)icw, mit n; := k' fiir ein k € IN. Dann:

1-— F(S(ti, CLZ)) )

ElM] < F(t;)

’ ~— N =
- =2img <ic  =ki <2-i1F(sg) (4.30)

1 4
<T(ty) “Flio)

A
i s 7
<8-i-c +?‘C,

wobei ¢, ¢, ¢’ nicht von ¢ abhangig, hier also Konstanten, sind. Die Abschitzungen folgen
direkt aus (4.26), (4.27), (4.28) und (4.29).
Wegen i = log;, n ergibt sich:

1 n
B[M] < §°%" - (logy n) - ¢ + 5o - " (4.31)
_ n310gk2 . (10 L 1-log, 2 =/ '
= gLn)-Cc +n c

Offensichtlich wird der Term max{3log; 2,1 — log; 2} durch log,2 = I, also k = 16,
minimiert. Folglich erhélt man als obere Schranke:

E[M] < n**. (logign) - ¢ +n®*- ¢ = O@m** - loggn) (4.32)

4.4.6 Untere Schranke

Eine untere Schranke fiir zuféllig gleichverteilte Anordnungen kann gegeben werden durch
die Anzahl der Kugeln, die jeweils bei Erhalt durch den Culling-Algorithmus den geringsten
Abstand vom Projektionszentrum aller bislang erhaltenen Kugeln haben.

Ohne Einschriankung sei die Reihenfolge der Kugeln ki,...,k,. Somit gilt, wenn K;
Indikator-Zufallsgrofse dafiir ist, ob Kugel k; gezeichnet werden muss:

| =

Pr[K; =1] > - (4.33)

~

Denn die i-te Kugel ist mit Wahrscheinlichkeit > % diejenige mit dem bislang kleinsten
Abstand: Offensichtlich muss fiir ¢ unabhéngige und gleichverteilte Zufallsgréfsen Ry, ..., R;
(die den Abstand der Kugel k; vom Projektionszentrum angeben) gelten, dass Pr[R; =
min{Ry,...,R;}| > % Man beachte, das nicht vorausgesetzt wird, dass R; echt kleiner als
alle anderen R; sein muss.

Bemerkung 4.34: Da die R; stetige Zufallsgrofien sind, folgt eigentlich sogar Gleichheit
in (4.33). Denn: Aufgrund der Stetigkeit gilt: Pr[R; = R;] = 0 fiir i # j.
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Es ergibt sich als untere Schranke fiir die Anzahl zu zeichnender Kugeln:

E[Zn: Ki| > anl = H, (4.35)
=1

. 1
=1

Die Erkenntnisse der letzten beiden Abschnitte in einem Satz zusammengefasst:

Satz 4.36: Sei ALG ein Culling-Algorithmus mit unbegrenztem Zwischenspeicher, der jede
gezeichnete Kugel in den Zwischenspeicher aufnimmt. Dann gelten folgende Schranken bei
einer zufilligen Eingabe I von n zufdllig unabhdngig gleichverteilten Kugeln in (1,7],, r > 1,
und zufdlliger Reihenfolge der Kugeln:

i) BIALG[I]] = o(n®/* - logign)
ii) E[ALG[I]] = w(lnn)
Insbesondere grenzen diese Schranken die Kosten eines optimalen Culling-Algorithmus ein.

Beweis: Die Schranken wurden in diesem und dem letzten Abschnitt gezeigt. Ferner wurde
in Abschnitt 4 begriindet, dass ALG optimal ist. O

5 Schranken im Modell mit beschranktem Zwischenspeicher

Das Einfiihren einer Obergrenze fiir die Anzahl von Objekten im Zwischenspeicher macht
das Culling-Problem zu einem tatséchlichen Online-Problem. In diesem Fall muss der Al-
gorithmus Entscheidungen treffen, die seine zukiinftigen Kosten stark beeinflussen kénnen,
wie in Abschnitt 3.3 aufgezeigt wurde.

5.1 Konstant groBer Zwischenspeicher

Es sind verschiedene Heuristiken denkbar, um im Erwartungswert zu einer zufilligen An-
ordnung von Objekten und zufélliger Reihenfolge moglichst viele Objekte aussortieren zu
kénnen:

e Maximiere die iiberdeckte Fliache: Entferne bei Erhalt einer Kugel jeweils die aus dem
Zwischenspeicher, bei der die iiberdeckte Gesamtflache aller Kugeln im Zwischenspei-
cher am groéfiten bleibt beziehungsweise wird.

e Teile wie zuvor einen Kranz um das Projektionszentrum in m Boxen auf (m kleiner
oder gleich der Grofe des Zwischenspeichers) und versuche, fiir jede Box eine Kugel in
den Zwischenspeicher zu bekommen. Fallen mehrere Kugeln in eine Box, so verwerfe
die Kugel, die grofteren Abstand vom Projektionszentrum hat.

Betrachtet wird hier der zweite Ansatz. Fiir jeden solchen Algorithmus ergeben sich
asymptotisch fiir die Anzahl gezeichneter Kugeln:

29



5 Schranken im Modell mit beschridnktem Zwischenspeicher

e Als obere Schranke eine Abschéitzung der Form, wie in (4.15) gegeben. Offenbar kann
es nur eine begrenzte Anzahl von Boxen geben, so dass es einen kleinsten Kranz
gibt, aufierhalb dessen alle Kugeln garantiert verdeckt werden. Umgekehrt kann in
der Abschatzung fiir einen konstanten Bruchteil der Kugeln nicht garantiert werden,
dass sie durch ein Objekt im Zwischenspeicher verdeckt werden.

e Als untere Schranke weiter die in Satz 4.36 (ii) gegebene Abschéitzung.

Sei ALG ein Online-Algorithmus wie gerade beschrieben. Als einfache Folgerung ergibt
sich, dass fiir den in Abschnitt 3.3.3 vorgeschlagenen Quotienten (3.14) gilt:

Inn

E[ALG[I]] n
E[opT[I]] O( )

1 ist hier wieder eine zuféllige Eingabe mit n Kugeln.

5.2 Obere Schranke bei begrenztem Zwischenspeicher in Abhangigkeit der
Anzahl von Kugeln

Wie gesehen, kann bei Zwischenspeicher der Grofe O(1) mit dem gewédhlten Ansatz fiir
keinen Online-Algorithmus eine bessere Schranke als O(n) zu zeichnende Kugeln gezeigt
werden.

In Abschnitt 4 wurde fiir den Zwischenspeicher angenommen, dass seine Gréfe unbe-
schrankt ist. Bei der in dieser Arbeit verwendeten Modellierung von Occlusion Culling ist
dies aber dquivalent zu einer auf n beschriankten Grofe. Dies ist sofort einsehbar, denn
nach Voraussetzung gibt es nur n Kugeln.

Zu klaren bleibt daher die Frage, welche obere Schranke Online-Algorithmen erzielen
konnen, fiir deren Zwischenspeicher man zwar Grofke o(n) verlangt, aber w(1) zuldsst. Es
wird im Folgenden weiterhin der Ansatz aus dem vorangegangenen Abschnitt verwendet
und der Fall mit Zwischenspeicher der Grofe n® untersucht, wobei ¢ € (0, 1).

Nach (4.30) gilt:

2'myg - i-c+mn; - 27 F(s0)

Es gibt offenbar auch im Fall mit auf n¢ beschranktem Speicher Online-Algorithmen, fiir
die diese obere Schranke gilt, solange n§ > 2"mg = m,;. Denn dann bleibt die Anzahl
der Boxen (= 2'myg) unter der GroRe des Zwischenspeichers (= n¢). Wihlt man also die
Folge (n;)ien, etwas anders als zuvor, nimlich n; := (mok)® fiir ein k € Ry, dann gilt:
n = (mok)™ = k- mff. Wenn nun k¢ > 2 < k > 2Y/¢ g0 existiert ein iy € Ny mit
né > 2'mi > 2'my fiir alle @ > 4o. Die Giiltigkeit von Satz (4.36) wiirde also auch hier
folgen.

Man sieht, dass man durch geniigend grofse Wahl von k eine Schranke o(n) erhélt: Offen-
sichtlich ist n31°8x2 = o(n) fiir k > 8 und auch n'~1°8x2 = o(n) fiir alle k¥ > 1. Ein Beispiel

soll diese Erkenntnis verdeutlichen:
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Beispiel 5.1: Der Zwischenspeicher sei auf n'/4 Kugeln beschrankt, das heifst ¢ = %.
Wegen 16%/* = 2 gilt (4.31) fiir k > 16. Damit folgt aber die obere Schranke von O(n3/4 .
log ¢ 1) wie in Satz 4.36 (i) .

Ferner: Sei ALG ein Online-Algorithmus, der zu den zuvor beschriebenen Folgen (t;), (m;)
sowie (n;) ein i so wihlt, dass n’ > n. Sei k = 16. Die Fliche (1,t;], wird also in m; kon-
gruente Boxen eingeteilt. Dann gilt mit dem oben beschrieben Ansatz fiir den Quotienten
(3.14):

Elatcll]] _ <n3/4.10g16n> _ o o

Inn

Es bleibt in zukiinftigen Arbeiten zu zeigen, ob sich Online-Algorithmen mit besseren
garantierbaren Schranken finden lassen. Es ist zwar einzusehen, dass obige Algorithmen
in der Praxis bereits deutliche Verbesserungen erzielen wiirden, aber geméaft der Bewer-
tung, wie sie in Abschnitt 3.3.3 vorgeschlagen wurde, kann nach wie vor kein konstantes
Verhéltnis zu einem optimalen Offline-Algorithmus angegeben werden.

6 Komplexitat des Culling-Problems

Es bleibt noch zu iiberlegen, welche Aussagen sich zur Komplexitit des Culling-Problems
machen lassen.

6.1 Das Entscheidungsproblem

Die bekannten Klassen P und NP sind Einteilungen von Entscheidungsproblemen — al-
so solchen Problemen, die als Antwort nur einen der beiden Boole’schen Wahrheitswerte
ergeben und einer Turingmaschine codiert als endliche Eingabe gegeben werden konnen.

Offensichtlich ist das Culling-Problem aus Definition 3.5 kein Entscheidungsproblem,
sondern ein Optimierungsproblem. Kann aber ein Entscheidungsproblem CULLING g, an-
gegeben werden, so dass:

e CULLING g,y NP-vollstiandig ist und

e cin effizienter Algorithmus fiir das Culling-Problem sofort zu einem effizienten Lo-
sungsverfahren flir CULLING g, fiihren wiirde,

dann ist es sehr unwahrscheinlich, dass das Culling-Problem effizient, also in Polynomialzeit,
losbar ist — denn dies wiirde P = NP implizieren.

In der Komplexitdtstheorie heifst ein Entscheidungsproblem A in polynomieller Zeit re-
duzierbar auf ein anderes Entscheidungsproblem B, wenn es eine Turingmaschine gibt, die

e bei jeder Eingabe nach polynomiell vielen Schritten beziiglich der Eingabelénge an-
hilt,
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6 Komplexitit des Culling-Problems

e jede codierte Eingabe a einer Frage aus A in eine codierte Eingabe b einer Frage aus
B transformiert, so dass die Antwort fiir b genau dann wahr ist, wenn die Antwort
fiir @ wahr ist.

Eine solche Transformation heifst Reduktion. Ublicherweise weist man die A"P-Vollsténdig-
keit (sofern gegeben) fiir ein neues Problem A durch eine polynomielle Reduktion eines
Problems L auf A nach, von dem ANP-Vollstindigkeit bereits bekannt ist. Denn: Nach
Voraussetzung ist jedes Problem in AP in polynomieller Zeit auf L reduzierbar. L kann
aber in polynomieller Zeit auf A reduziert werden. Verkettung der beiden Abbildungen
(Hintereinanderausfiihrung der entsprechenden Turingmaschinen) liefert die Behauptung.

Im Folgenden wird eine Reduktion des Entscheidungsproblems Knoteniiberdeckung ver-
wendet:

Definition 6.1: Das Entscheidungsproblem KNOTENUBERDECKUNG gy,; ist definiert als
die Frage, ob es zu einem ungerichteten Graphen G = (V| E) und einem k € INj eine
Teilmenge V' C V gibt, so dass |V'| < k und fiir jede Kante {e,d} € E wenigstens e oder
d in V' enthalten ist.

Beispiel 6.2: Betrachte Abbildung 14.

(a) (b)

Abbildung 14: Beispiel fiir eine Knoteniiberdeckung

Wiéhrend in (a) die Menge der markierten Knoten eine 2-Knoteniiberdeckung ergibt, ist
(b) sicherlich keine 2-Knoteniiberdeckung, da die mittlere Kante nicht iiberdeckt wird. ¢

Von KNOTENUBERDECKUNG gyt ist die NP-Vollstiandigkeit bekannt. Einen Beweis ge-
ben beispielsweise Garey u. Johnson (1979, Seite 54 f.).

6.2 Das Problem Knotenaussortierung

Definition 6.3: Das zum Problem Knotenaussortierung (Definition 3.7) gehorige Ent-
scheidungsproblem, KNOTENAUSSORTIERUNG ¢, ist definiert als die Frage, ob es zu ei-
nem gegebenen Verdeckungsgraphen G = (V, E), einer Knotenreihenfolge p : V' — Nqy
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6.2 Das Problem Knotenaussortierung

bijektiv, und einem Zwischenspeicher der Grofse ¢ eine Verdrangungssequenz gibt, so dass
> m Knoten aussortiert werden.

Satz 6.4: KNOTENAUSSORTIERUNG gy,; st N'P-vollstindig. Insbesondere ist das Optimie-
rungsproblem Knotenaussortierung daher nicht in Polynomialzeit losbar, falls P # N'P.

Beweis: Ist KNOTENAUSSORTIERUNG g,s N P-vollstandig, so folgt daraus sofort, dass das
Problem Knotenaussortierung nicht in Polynomialzeit 16sbar ist, falls P # NP. Denn
andernfalls konnte sicherlich die optimale Losung daraufhin {iberpriift werden, ob > m
Knoten aussortiert werden. Zu zeigen ist also nur die N'P-Vollstindigkeit. Der Beweis
werde durch Reduktion von KNOTENUBERDECKUNG gy, gefiihrt, von dem bereits die NP-
Vollstandigkeit bekannt ist.

Es gebe einen Algorithmus KNOTENAUSSORTIERUNGLOSER fiir das Entscheidungspro-
blem KNOTENAUSSORTIERUNG gpt:

Eingabe: Verdeckungsgraph G = (V,E), n := |V|, Reihenfolge p : V' — N, bijektiv,
Grofe des Zwischenspeichers ¢, Mindestanzahl m aussortierter Knoten.

Ausgabe: Wahr, wenn es fiir den Zwischenspeicher der Grofse ¢ eine Verdrangungssequenz
gibt, so dass die Anzahl aussortierter Knoten > m ist. Falsch andernfalls.

Betrachte folgende Reduktion f fiir KNOTENUBERDECKUNG gyt

Eingabe: Ungerichteter Graph G = (V,E), k € INg. Dabei V' = {vy,...,v,}, E =
{e1,...,es} mit e; = {vj, v} fiir j,k € N<,,, j # k und i € N<,.

Ausgabe: Gerichteter azyklischer Graph G' = (V/, E') mit V' = {v1,...,vp, €1,..., €5}
und E' = {(v,e) | e € E und v € e}. Reihenfolge der Kugeln genauso, also

, i wenn v’ = v;
p(v') = . , :
n4+1 wenn v = e;

¢ = k. m = |E|. Fiir ein Beispiel siehe Abbildung 15.

Reduktion
| —

Abbildung 15: Beispiel einer Reduktion von KNOTENUBERDECKUNG gy auf KNOTENAUS-
SORTIERUNG gt
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6 Komplexitit des Culling-Problems

Fiir die Reduktion f liefe sich eine Turingmaschine angeben, die stets in Polynomialzeit
beziiglich der Eingabelinge anhilt: Die Uberpriifung auf korrekte Codierung kann sicherlich
in Polynomialzeit geschehen, denn andernfalls lige KNOTENUBERDECKUNG gy,¢ nicht in
NP.

Der aufgebaute gerichtete azyklische Graph hat V| 4 |E| Knoten und 2 - |[E/| Kanten.
Offensichtlich kann er also in polynomieller Zeit konstruiert werden.

Genauer: Ein Algorithmus fiir f konnte zuerst fiir G eine Adjazenzmatrix berechnen, so-
fern die Eingabe nicht ohnehin als solche Matrix vorliegt. Anschlieffend wird eine Adjazenz-
matrix fiir G’ generiert. Dazu wird eine quadratische Tabelle mit insgesamt (|V|+|E|)? Fel-
dern anfinglich mit Nullen initialisiert und anschlieftend werden fiir jede Kante {vj, vy} € E
die beiden Zellen auf 1 gesetzt, die eine Kante in G’ von v; zu {v;,v;} beziehungsweise
vk zu {vj, vy} reprisentieren. Offensichtlich sind diese Operationen alle in O((|V| + | E|)F)
durchfiithrbar, wobei k£ € IN. Auch p lésst sich in Polynomialzeit beziiglich Eingabelédnge
codieren — die Codierung von p ist sogar mit Linge O(|V|-log |V|) moglich. Folglich ist die
gesamte Ausgabecodierung nur polynomiell in der Eingabeldnge, denn bereits die Lange
der Binércodierung (nur) fiir G ist mindestens w(|V| + |E|).

Korrektheit der Reduktion vorausgesetzt, konnte nun ein Algorithmus KNOTENUBER-
DECKUNGLOSER fiir das Problem Knoteniiberdeckung angegeben werden:

KNOTENUBERDECKUNGLOSER(G, k)
= KNOTENAUSSORTIERUNGLOSER(f(G, k))

Fiir die Korrektheit der Reduktion ist also zu zeigen:

KNOTENAUSSORTIERUNGLOSER(G', p, ¢, m) = wahr
< KNOTENUBERDECKUNGLOSER(G, k) = wahr,

wobei die Bezeichnungen wie zuvor beschrieben seien, insbesondere (G, p, ¢, m) := f(G, k).

»,=" Es gibt zu der Knotensequenz p eine Verdrédngungsreihenfolge aus dem Zwischen-
speicher der Grofke ¢, so dass > m Knoten aussortiert werden. Offensichtlich kénnen
nur die Knoten ey, ...,es aussortiert werden, denn nur sie haben eingehende Kan-
ten. Wenn also |F| Knoten aussortiert werden, so folgt, dass dies genau die Knoten
e1,...,es sein miissen. Nach Wahl der Reihenfolge p gibt es also eine Teilmenge von
V' der Groke < ¢, die alle Knoten ey, ..., es verdeckt. Dann gibt es nach Konstruk-
tion aber eine Teilmenge S C V| so dass fiir jede Kante aus E ein Endpunkt in S
liegt. Folglich wére auch KNOTENUBERDECKUNGLOSER(G, k) = wahr.

»,<" Es gibt eine k-Knoteniiberdeckung. Dementsprechend gibt es eine Teilmenge S C V,
so dass jede Kante aus F einen Endpunkt in S hat. Folglich geniigt es, & der Kugeln
V1,...,0, im Zwischenspeicher zu behalten, damit bei der Knotenaussortierung |E)|
Knoten aussortiert wiirden. Da ¢ = k und m = |E|, folgt die Behauptung. O

Es ist also nach derzeitigem Erkenntnisstand der Komplexitétstheorie sehr unwahrschein-
lich, fiir das Problem Knotenaussortierung einen effizienten Algorithmus zu finden. Auf-
grund von Bemerkung 3.9 muss sich diese Eigenschaft natiirlich nicht zwangslaufig auf das
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Culling-Problem {ibertragen. Der Nachweis der Vermutung, dass die N'P-Vollstindigkeit
auch fiir das Culling-Problem gelte — beziehungsweise dessen Widerlegung —, wéren in einer
weiteren Arbeit noch zu zeigen.

7 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine zweidimensionale Modellierung von Occlusion Culling vorge-
nommen, bei der der Culling-Algorithmus seine Entscheidungen aufgrund von Objekten
in einem Zwischenspeicher treffen kann. In diesem Puffer kénnen ausschlieflich bereits
gezeichnete Objekte enthalten sein. Eine Formalisierung des Problems Online Occlusion
Culling kann auf den ersten Blick an das Paging-Problem erinnern, fiir das sowohl ein
optimaler Offline Algorithmus als auch Online-Algorithmen mit konstantem Competitive
Ratio bekannt sind.

Es wurde jedoch gezeigt, dass Algorithmen fiir das Online Occlusion Culling nicht mittels
der iiblichen Competitive Analysis bewertet werden kénnen, da kein Online Algorithmus
o(n)-competitive sein kann. Aus diesem Grund wurde vorgeschlagen, den Erwartungswert
iiber das Verhéltnis der Kosten von Online- zu Offline-Algorithmus bei einer zufélligen
Eingabe zu betrachten.

Zunachst wurde flir unbegrenzten Zwischenspeicher eine obere und untere Schranke fiir
die durchschnittlich zu zeichnenden Kugeln aufgestellt, falls der Algorithmus jede gezeich-
nete Kugel anschlieffend in seinen Zwischenspeicher aufnimmt. Ein solcher Algorithmus ist
bei unbegrenztem Zwischenspeicher stets optimal beziiglich des Kostenmafes ,,gezeichne-
te Kugeln“. Als untere Schranke konnte w(Inn) und als obere Schranke O(n3/* - log,sn)
aufgezeigt werden.

Im Falle des begrenzten Zwischenspeichers wurde der Online-Algorithmus betrachtet,
der einen Kranz um das Projektionszentrum in kongruente Boxen aufteilt und nur jene
Kugeln wieder aus dem Zwischenspeicher verdriangt, die nicht in den Kranz fallen. Bei
konstant grofem (von n unabhéngigem) Zwischenspeicher kann auf diese Weise prinzipi-
ell keine bessere obere Schranke als O(n) aufgezeigt werden. Erlaubt man jedoch einen
Zwischenspeicher der Grofe n¢, wobei ¢ € (0,1), so wurde gezeigt, dass die Anzahl ge-
zeichneter Kugeln o(n) sein muss. Falls ¢ > i gilt sogar weiterhin die obere Schranke von
O(n®/* -log,sn) wie im Falle des unbegrenzten Zwischenspeichers.

Schlieflich wurde im letzten Abschnitt die NP-Vollstindigkeit des mit dem Culling-
Problem verwandten Graphen-Problems KNOTENAUSSORTIERUNG gy, gezeigt.

In folgenden Arbeiten gilt es insbesondere zu untersuchen, ob es noch bessere Online-
Algorithmen fiir das Occlusion Culling gibt, beziehungsweise ob bessere Schranken aufge-
zeigt werden konnen. Ferner ist von Interesse, ob auch das Culling-Problem selbst ANP-
vollstandig ist. Schliefslich gilt es, die Erkenntnisse auf den iiblichen dreidimensionalen Fall
zu libertragen und Praxistests zu unterziehen.
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