Approximationsalgorithmen — Dr. Ulf-Peter Schréder, Zusammenfassung von Florian

Schoppmann

Das Copyright fiir die dieser Zusammenfassung zugrunde liegenden Vorlesungsunterlagen (Skripte, Folien, etc.) liegt beim Dozenten.
Dariiber hinaus bin ich, Florian Schoppmann, alleiniger Autor dieses Dokuments und der genannte Dozent ist in keiner Weise verantwortlich.
Etwaige Inkorrektheiten sind mit sehr grofer Wahrscheinlichkeit erst durch meine Zusammenfassung/Interpretation entstanden.

Zusammenfassung
Approx’algorithmen

1. Einleitung

Notation:
e N:={1,2,...}, Ny :={0,1,2,... }
o [n]:={1,2,...,n}
e [n]p:={0,1,2,...,n}

1.3. Grundbegriffe

Definition: kombinatorisches Optimierunsproblem

IT charakterisiert durch Menge von Probleminstan-
zen D, fir alle I € D: Menge der zu zuldssigen
Losungen S(I), Bewertungsfunktion f: S(I) — IN,
ziel € {min, max}.

Zu I € D gesucht: o € S(I)
ziel{f(o) | 0 € S(I)}.

Definition: ¢(n)-Approx’alg. A: Zu Eingabe I € D
Berechnung in Zeit ¢(|I|) eine Ausgabe o € S(I).
Schreibeweisen: OPT(I) := f(a?pt), A(l) =
J(o7):

L flo) =

2. Approximation mit absoluter Giite

Definition:

absolute Giite: ka([) :=|A(I) — OPT(I)|

absolute worst-case Giite: £%°(n) := max{xa(I) |
I €D, |I| <n}

Garantie einer absoluten Giite: Funktion in IN, die
obere Schranke fiir £%¢ ist

Absolute Abweichung: Funktion in IN, die fiir un-
endlich viele n € N untere Schranke fiir x%{¢
ist. Weitere Begriffe: Zeugenmenge gegen A,
Zeuge.

2.1. Graphfarbbarkeit

Sei G = (V, E) ungerichteter Graph. Menge der
Nachbarn von u ist 'g(u) = {v | {u,v} € E}. Sm-
bol fiir Grad von G: A(G) := maxyecy{degq(u)}

Definition: = Knotenfarbung,  Kantenfarbung:
,Nachbarn haben jeweils unterschiedliche Farben*

Beispiel: Knotenfarbung als Opt’problem: D =
{G | G = (V,E) ungerichteter Graph mit >

1 Kanten}, S(G) = {cy | cy Knotenfarbung},
fley) = |ev(V)], ziel = max.

Definition: x(G) ist chromatische Zahl von G,
X'(G) ist chromatischer Index

Algorithmus GREEDYCOL:
1: fori=1...ndo ¢, (u;) := 0
2: fori=1...ndo
3: cy(u;) = min IN\ ¢, (T'(u;))
4: gib ¢, aus

Satz: GREEDYCOL(G) < A(G) + 1. Ferner
KGrespyCowL(G) = GREEDYCOL(G) — OPT(G) <
A(G) - 1.

Bemerkungen: Knotenférbung planarer Graphen:
i) Mit 6 Farben immer in Polynomzeit méglich.
ii) 4 Farben wéren jedoch immer ausreichend.

iii) Entscheidungsproblem ,Mit 3 Farben mog-

lich?* NP-vollstandig.

iv) Entscheidungsproblem ,Mit 2 Farben mog-

lich?“ liegt in P.

Algorithmus COLPLAN: fiir planaren Graphen G:
Teste ob G 2-farbar, wenn nicht: Farbe mit 6 Far-
ben

Satz: COLPLAN garantiert eine absolute Giite von
3.

An einem Knoten eines kantengefirbten Graphen
fehlt eine Farbe, wenn alle inzidenten Kanten dort
anders gefarbt sind.

Lemma: G kantengefarbt mit [A(G) + 1], u,v € V
mit {u,v} ¢ E und deg(u),deg(v) < A(G). Dann
kann G umgefarbt werden, so dass an v und v die-
selbe Farbe fehlt.

Algorithmus KANTENFARBUNG:
Eingabe: Graph G = (V, E)
1. B:=0,G :=(V,E)
2: while E' C E do
3: Wihle eine beliebige Kante {u,v} € E'\ E’

4: alterGrad = A(G')

5: E = F U{{u,v}}

6: if A(G") > alterGrad then

7 Farbe die Kante {u,v} mit der kleinst-
moglichen an u und v fehlenden Far-
be aus {1,...,A(G) + 1}

8: else

9: Firbe G’ um, so dak an v und v dieselbe
Farbe ¢ fehlt

10: farbe {u, v} mit ¢
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Satz: Fiir jeden Graph G: A(G) < X/(G) < A(G)+
1.

Folgerung: KANTENFARBUNG garantiert absolute
Giite 1, hat aber auch absolute Abweichung von 1.

2.2. Ein Nicht-Approximationsergebnis

Definition: Rucksackproblem II:
e D = {(n,vol,p,B) | n,B € IN und vol,p :
[n] — N und Vw € [n] : vol(w) < B}
o S({n,vol,p,B)) = {A C [n] | > ,cavol(w) <
B}
° f(A) = ZwGA p(w)

e ziel = max.

Wir schreiben p; := p(j).

Satz: Falls P # NP, gibt es kein £ € IN, so dass
VI € D:|A(I) — OPT(I)| < k.

3. Approximation mit relativer Giitega-
rantie

IT Optimierungsproblem, A Approx’algorithmus.

Definition:

relative Giite: pa(f) := max{oA%I()I), Oi(iTI()I)}

relative worst-case Giite: p%°(n) = max{pa(I) |
1€ D,|I < n}

Garantie einer relativen Giite: Funktion in IN, die

obere Schranke fiir p{¢ ist

relativer Fehler: e4 () := w

Relative Abweichung: Funktion in IN, die fiir un-
endlich viele n € N untere Schranke fiir p%¢
ist. Weitere Begriffe: Zeugenmenge gegen A,
Zeuge.

Bemerkungen: Bei Max’problem: e4(I) =
pa(I) — 1. Bei Min’problemen: e4(I) =1 — p%(l) <
pa(l) — 1.

3.1 Das metrische TSP

Definition: Als Optimierungsproblem II:

e D = {(K,,c) | K, vollstindiger Graph auf
n > 1 Knoten, ¢ : £ — NN, Vu,v,w € V :
c(u,v) < e(u,w) + c(w,v)}

o S((Kyn,c)) = {C | C = (u1,...,up,uy) ist
Hamiltonkreis}

o f(C)=7>"" 1 c(us, uip1), wobel upy1 := uy.

e ziel = min.

2

Algorithmus EINFUGEN:
Eingabe: C' = (uy,...,uy,u;) wie oben, v € E
1: Bestimme i, so dass c(uj,v) + c(v,uip1) —
c(ui, uiy1) minimal ist
2: Gib (u1, ..., Ui, U, Ujs1, ..., Up, u1) zurick

Algorithmus EINFUGEHEURISTIK: (Fiir ATSP)
1: C1 := (v,v) fiir einen beliebigen Knoten v € E
2: for j:=2,...,ndo
3: v := Knoten, der nicht in Cj_ ist (*)

4:  Cj:= EINFUGEN(C}_1,v)

Satz: Fiir jede Einfiige-Heuristik A (beachte Wahl-
moglichkeit bei (*)) gilt pa((Kp,c)) < [logn] + 1.

Satz: Wird bei (*) stets der Knoten gewéihlt,
der am nédchsten zu einem Knoten in Cj_;
liegt, NEARINS (nearest insertion) genannt, so
gilt pNEARINS(<Knyc>) < 2- % (_> Spannbaum-
Argument)

Definition: Matching M ist Teilgraph mit Grad
1. Gewicht eines Matching ist Summe der vorkom-
menden Kanten. Ein perfektes Matching enthélt al-
le Knoten. Ein leichtestes Matching ist ein perfektes
Matching mit minimalem Gewicht.

Definition: Ein Multigraph erlaubt mehrere Kan-
ten pro Knotenpaar. Eine Euler-Tour ist ein Kreis
(u1,...ug)u1), in dem jede Kante genau einmal
vorkommt.

Algorithmus CH: (Christofides)
Eingabe: I = (K, ¢)
1: Top := minimaler Spannbaum
2: S :={v € Ty | degr,, (v) ist ungerade } > [S]
ist gerade
3: Mcgy, := leichtestes Matching auf dem durch S
induzierten Teilgraphen von K,
4: E := (u1,us,...) Euler-Tour auf Ty, U Mey,
5. E' := E ohne Wiederholungen von Knoten

Satz: pou((Knye) <3 - 1.

Definition: Vertex-Cover: Finde zu einem unge-
richteten Graphen G = (V, E) eine minimale Kno-
tentiberdeckung: C' C V| so dass Y{u,v} € E :
{u,v}NC # 0.

Algorithmus GREEDYVC:
:C:=0,F :=E
while E' = () do
C := CU{u,v}, wobei {u,v} € E’ beliebig
: E' :=F'\{e€ E' |u€ceodervee}
: Gebe C' aus

A > e

Satz: pGREEDYVC(G) <2.
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Definition: Scheduling: n Jobs mit Lasten
Wi, ..., Wy, m Maschinen. Gesucht: Zuordnung
(81,--+,58,) € [m]", so dass maxyepy,)
minimal wird.

i€[n]|s;=k Wi

Satz: Die Graham-Heuristik, die Jobs greedy se-
quentiell auf die jeweils am wenigsten ausgelastete
Maschine zu verteilen, hat fiir jede Eingabe relative
Giite 2 — %

Satz: LPT (least processing time first), der vor der
Graham-Heuristik die Jobs nach aufsteigendem Ge-
1

wicht sortiert, hat relative Giite % e

Definition: Set-Cover-Problem: Gegeben endliche
Menge X und F C P(X) mit Jgcr S = X. Finde
kleinstes C C F, das X iiberdeckt.

Algorithmus GREEDYSETCOVER:

1. U:=X, C:=10

2: while U # () do

3: wahle S € F, so dass |S N U| maximal
U:=U\S
C:=CuU{S}

Satz: pGREEDYSETCOVER(<X7 -7:>) < H(maXSEf |S|)

Definition: Maximum Set-Cover-Problem: Gege-
ben endliche Menge X, Gewichtsfunktion w : X —
R, F C P(X), k € N. Gesucht: C C F mit |C| =k,
so dass w(C) := w(Ugee S) maximiert wird. (w sei
dazu kanonisch auf P(X) fortgesetzt.)

Algorithmus MSC:

LU=X,C:=0

2: fori:=1,...,k do

3: wihle S € F, so dass w(S N U) maximal
U:=U\S
C:=CU{S}

Satz: pysc((X,w, F k) < (1 —1)71 ~ 1,59.

Definition: G = (V, E') Graph, Knotenmenge U C
V heift unabhéngig, wenn Yu,v € U : {u,v} ¢ E.
Beim Independent-Set-Problem ist grofstmogliche
unabhéingige Menge zu finden.

Algorithmus GREEDYIS:
U :=0,t:=0, VO .=V
2: while V() £ () do
3: G® := der durch V® induzierte Graph
4: u; := Knoten mit minimalem Grad in G®
5. VI = VO ({ur} UT oo (ur)
6: U:=UU {Ut}
7 t:=t+1
8: return U

Satz: pgrespvis(G) < ;% + 1. Die relative Abwei-

chung ist mindestens 1(|V/| —1).

Satz: Sei G = (V, E) mit k Farben knotenfarbbar.
Dann: GREEDYIS(G) > [logk(%ﬂ.
Ein verbesserter Greedy-Knotenfirbungsalgorith-
mus:
Algorithmus GREEDYCOL2:
Lt=1,V .=V
2. while V() #£ () do
3: G® := der durch V® induzierte Graph
4:  UW .= GrReeEDYIS(G®)
5: Firbe alle Knoten in U® mit der Farbe ¢
6: Yy .y _ g®)
7: t=t+1
8: Gib Farbung aus

Satz: Sei G = (V, E) mit k Farben knotenfarbbar,
n := |V|. Dann GREEDYCOL2(G) < 2% . Ferner
16

logy,
pGrespyCor2(G) = O(n/ logn).

Satz: Graphen G mit x(G) < 3 konnen in polyno-
mieller Zeit mit O(y/|V|) Farben gefiirbt werden:
Algorithmus SPEZIALFARBUNG:

while A(G) > /n do

[y

2: Finde v € G mit degg(v) > /n

3: Féarbe durch {v} UT'¢(v) induzierten Teil-
graph mit 3 Farben

4: G := G ohne {v} UT'¢(v)

5. Farbe G mit GREEDYCOL-Algorithmus mit
A(G) + 1 Farben

3.3. Ein Nicht-Approximierbarkeitser-
gebnis fiir relative Giitegarantie

Satz: Wenn TSP mit konstanter relativer Giite ap-
proximiert werden kann, gilt P = NP.

Satz: Sei L C »* sei NP-vollstindig, II ein Mini-

mierungsproblem. Gibt es zwei in Polynomzeit be-

rechenbare Funktionen f : ¥* — Dund c: ¥* — IN

und eine Konstante v > 0, so dass

< () x €L
zc(xz)-(1+7) z¢L,

dann gibt es keinen polynomiellen Approximations-

algorithmus der relativen Giite r < 14y, es sei denn
P = NP.

Ve € ¥* : OPT(f(z))

3
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4. Approximationsschemata

Definition: II Opt’problem, A, Ap-
prox’algorithmus fiir IT mit Eingabe bestehend aus
Instanz [ und € € (0,1).

PTAS: A ist polynomielles Approx’schema, wenn
fir alle I € D, € € (0,1) in Zeit O(poly(|1]))
eine zuléssige Losung zu I berechnet wird mit
ea(l,e) <e.

FPTAS: A ist streng polynomielles Approx’-

schema, wenn A ein PTAS mit Laufzeit
O(poly(|1], 1) ist.

Satz: A (F)PTAS. Bei Eingabe I sei z(I) obe-
re Schranke fiir OPT(I). €' = ﬁ Dann ist
A(I,e*) = OPT(I). Ist A ein FPTAS, so ist die

Laufzeit O(poly(|1|,z(1))).

4.1. Ein pseudopolynomieller exakter Al-
gorithmus fiir das 0-1 Rucksackverfahren

Sei I = (n,vol,p, B) Instanz des Rucksackpro-
blems. pmax = maxe), pj. Pridikat Fj(a) =
inf{vol(R) | R C [j] and p(R) > a}.

Algorithmus DYNRUCKSACK:
a:=0
repeat

a:=a+1

for j:=1, ..., ndo

Fj(a) := min{Fj_1(a), Fj_1(a — pj) +
vol(p;)}

: until B < Fy,(a)
7. Gib a — 1 aus

@

Satz: DYNRUCKSACK berechnet zu Eingabe I den
Wert OPT(I) in Zeit O(n-OPT(I)) = O(n?: pmax)-

Definition: II Optimierungsproblem mit Instan-
zen aus ausschlieflich natiirlichen Zahlen. maxnr(7)
sei grofte in I vorkommende Zahl. Algorithmus A
heifst pseudopolynomiell, wenn fiir alle I € D seine
Laufzeit poly(|I|, maxnr([)) ist.

4.2. Ein streng polynomielles Approxima-
tionsschema fiir das 0-1 Rucksackproblem

Algorithmus ARy:
Eingabe: Instanz I = (n,vol, p, B)
1: Ersetze p; durch L%

4

2: Berechne mittels DYNRUCKSACK eine optimale
Rucksackfiillung Ry, auf der Eingabe I,.4
3: Gib R} aus

Satz: ear, ((n,vol,p, B)) < 1%' Die Laufzeit ist
O(n2 . pnl::ax).

Algorithmus FPTASRUCKSACK:
Eingabe: Instanz I = (n,vol, p, B), Fehler €
1: k:=¢- pm%
2: Rufe ARy (I) auf
Satz: FPTASRUCKSACK ist ein FPTAS fiir das
Rucksackproblem mit Laufzeit O(n? - 1).

4.3. ,,Negativergebnisse* fiir Approxima-
tionsschemata

Satz: II Optimierungsproblem, k € IN fest. Falls II
Minimierungsproblem, sei die Frage “Ist zur Einga-
be I von II der Wert OPT(I) < k7 bzw., falls II
Maximierungsproblem ist, die Frage “Ist zur Einga-
be I von IT der Wert OPT(I) > k7 NP-vollsténdig.
Gibt es ein FPTAS(PTAS) fiir I, dann ist P = NP.

Definition: L NP-vollstdndig. Dann heif$t L stark

NP-vollsténdig, wenn es ein Polynom ¢ gibt, so dass

Ly, :={z € ¥*| 2 € L und maxnr(z) < ¢(|z[)} NP-
vollstandig ist. Gibt es kein solches ¢, so heifst L
schwach NP-vollstéandig.

D. h., fiir eine NP-vollstéandige Sprache L gilt, falls
P # NP: L stark NP-vollstindig < es gibt keinen
pseudopolynomiellen Algorithmus fir L

Satz: II Optimierungsproblem. Gibt es ein Poly-
nom ¢(x1,z2) mit OPT(I) < ¢(|I],maxnr([)) fir
alle I € D, dann folgt aus der Existenz eines
FPTAS fiir IT die Existenz eines pseudopolynomi-
ellen exakten Algorithmus.

Folgerung: Gibt es fiir eine Optimierungsvariante
eines stark NP-vollstdndigen Problems ein FPTAS,
so folgt P = NP.

5. Klassen und Hierarchien

Definition: Optimierungsproblem II liegt in NPO,
wenn:

i) Giiltige Instanzen I werden in poly(|I]) Zeit
erkannt.

ii) Es gibt ein Polynom p, so dass Vo € S(I) :
o] < p(II). Ferner Yy € ]yl < p(l1]) +
kann in Polynomialzeit in |I| als Losung verifi-
ziert werden.
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iii) Fir alle 0 € S(I),I € D kann f(o) in Polyno-
mialzeit in || berechnet werden.

Alternativ: 31" € NPO : IT <, IT".

Definition: Zugehoriges Entscheidungsproblem
Hent-

Satz: II € NPO = IT € NP

Definition: Sprachklasse PO C NPO, wobei zu je-
der Instanz I in Polynomialzeit in || eine optimale
Losung berechnet werden kann.

Definition: Sei F Menge von Funktionen
N — Rso. Dann liegt II € NPO in der
Sprachklasse F-APX, wenn es einen polyno-
miellen Approx’algorithmus A gibt mit p4 € F. Ist
F' die Menge der konstanten Funktionen, so heifst
diese Klasse nur APX.

Definition: IT € NPO liegt in der Sprachklasse PAS

bzw. FPAS, wenn es fiir II ein (F)PTAS gibt.
Satz: PO C FPAS C PAS C APX C NPO

Definition: ABS ist Klasse der mit konstant abso-
luter Giite approximierbaren Optimierungsproble-
me.

Bemerkungen: PO C ABS C APX

6. Techniken fiir randomisierte Approxi-
mationsalgorithmen

6.1. Die probabilistische Methode

Definition: V. := {z1,...,z,} Menge von
Variablen. Literal ist Variable x; € V oder Negation
;. Klausel C' = [1V- - -V, ist oder-Verkniipfung von
Literalen. Boole’sche (n, m)-Formel in konjunktiver

Normalform ist ® = C; A -+ A Cpy,.

Definition: Probleminstanz von MAXSAT ist sol-
ches ®. Bewertungsfunktion: wahr(b, ®) = |{C; €
¢ | b(Cj) = wahr}|, wobei b : V' — {true,false}
Belegung ist.

Algorithmus A:
1: fori:=1,...,n do

) true  mit Wkt. 3
: Ti =

‘ false mit WKkt. %
3: Gib ba = (z1,...,2,) aus

Satz: Fiir jede Boole’sche (n,m) Formel @ in
KNF mit mindestens k Literalen pro Klausel gilt:
E[A(®)] > (1 — 2%) - m.

Definition: Erwartete relative Giite

k
Satz: E[pa (?)] < %

6.2. ,Randomized Rounding

Ganzzahliges lineares Programm B fiir MAXSAT:

max. Z éj
i=1

gem. Z T+ Z (1—%) > Ci Vie|m]
:EkGSi@ Z‘kGS?
z; € {0,1} Vi € [n]
Ci e {0,1} Vi € [m)]

Relaxierung B,..; durch Ersetzung der Nebenbedin-
gungen.

Algorithmus B:
1: Lose relaxiertes Problem B, zu ®
2: Ermittle Belegung bg mittels ,randomized
rounding” fiir eine Funktion = : [0,1] —
[0,1] (z.B.: m(z) = x)

Satz: Fiir alle ® gilt E[B(®)] > (1 — (1 — 1/k)¥) -
OPT(®).

Satz: E[pp(®)] < 1_11/6 ~ 1,582.

6.3. Hybrider Ansatz: Eine Kombination
mehrerer Verfahren

Satz: Fiir einen Algorithmus C, der jeweils mit
Wkeit £ A oder B startet, gilt E[pc] < 3.

6.4 Semidefinite Optimierung

Definition: Eine Matrix A € R™*"™ heifst positiv

semidefinit, wenn gilt: Vo € R" : 2l Az > 0.

Ein semidefinites Programm ist ein lineares Pro-
gramm, bei dem die Losungen fiir die Variablen je-
weils als symmetrisch und positiv semidefinite Ma-
trix geschrieben werden kénnen.

Definition: Max-Cut-Problem: Gegeben ungerich-
teter Graph G = (V,E). Gesucht: U C V| so
dass die Schnittgroke [{{u,v} € E | v € U und
v € V' \ U}| maximal.

Satz: Durch einen zusammenhéngenden Graphen
gibt es immer einen Schnitt der Grofe > % - |E|.
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Sei n := |V| und Ag = (a;;) Adjazenzmatrix von
G. Fiir jeden Knoten v; € V Variable z; € {—1,1}.
Quadratisches Programm fiir Max-Cut:

1
max. 5 . Zaij . (1 — T 'ZL‘J’)
1<J
gem. z; € {—1,1} Vi € [n]

Relaxiertes quadratisches Programm:

1
max. 5 . Zaij . (1 — <ui,uj>)
1<)
gem. u; € R",||uill2 =1 Vi € [n]

Umformulierung in semidefinites Optimierungspro-
blem: Sei Y € R™*", Y = (y;;) mit yi; := (us, uj).
Dann ist Y symmetrisch und positiv semidefinit.
(Mit B := (uq,...,u,) gilt Y = BT - B))

1
max. - Zaij (1 —yi5)
1<J
gem. Y = (y;;) symm., pos. semidef.
Yii =1 Vi € [n]

Algorithmus MAXCUT:

1: € :=0,0005

2: Lose das semidefinite Programm fiir Max-Cut
mit absoluter Giite e und erhalte Y ()

3: Fiihre Cholesky-Zerlegung V(9 = BT . B und
damit die Berechnung der u; durch

4: Wiirfle gleichverteilt einen zufélligen n-
dimensionalen Vektor r aus

5: fori:=1,...,ndo
6 if (u;,r) > 0 then
7: z; =1

8 else

9 z; = —1

Satz: E[MaxCur(G)] > 0,878 - OPT(G) bzw.
E[pMaxcur(G)] < ﬁ ~ 1,139 fiir alle Graphen
G




